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ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ОЦЕНКИ
ПРОИЗВОДНЫХ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

ВНЕ ВЫПУКЛЫХ ОБЛАСТЕЙ

А.Р. БАГАУТДИНОВА, А.В. ЛУЦЕНКО, В.И. ЛУЦЕНКО,
Э.Д. ШАЙМУРАТОВА

Аннотация. В работе получены весовые интегральные оценки производных функций
аналитических вне выпуклых ограниченных областей через интегралы самих функ-
ций, иcчезающих на бесконечности. Результат является обобщением теоремы Харди-
Литтлвуда вне выпуклых ограниченных областей. Такого вида теоремы ранее были
получены К. П. Исаевым, Р. С. Юлмухаметовым для степенного веса и производной
аналитической функции первого порядка из 𝐿2. Н. М. Ткаченко и Ф. А. Шамоян обоб-
щили этот результат на производные произвольного порядка из пространства 𝐿𝑝. В
данной статье, при этом, существенно расширен класс рассматриваемых весов.

Ключевые слова: аналитические функции, весовые пространства, функция Грина,
гильбертовые пространства, оператор Лапласа.

1. Введение

Пусть 𝐺 — ограниченная выпуклая область и 𝐷 = C∖𝐺. Через 𝑑(𝑧), 𝑧 ∈ C, обозначим
расстояние от точки 𝑧 до границы 𝐷: 𝑑(𝑧) = 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑧, 𝜕𝐷).

Обозначим пространство голоморфных функций

𝐵2
𝑤,𝑛(𝐷) =

⎧⎨⎩𝑓 ∈ 𝐻(𝐷), 𝑓(∞) = 0 : ‖𝑓‖2𝐵2
𝑤,𝑛(𝐷) =

∫︁
𝐷

|𝑓 (𝑛)(𝑧)|2𝑤(𝑑(𝑧))𝑑𝜇(𝑧) < ∞

⎫⎬⎭ , (1)

(2)
где 𝑑𝜇(𝑧) — мера лебега. В работе [1] доказана следующая теорема
Теорема A. Существует абсолютная постоянная 𝑐 > 0 такая, что для любой функции
𝑓 ∈ 𝐵2

𝑤,1(𝐷) выполнено соотношение

𝑐

∫︁
𝐷

|𝑓 ′′(𝑧)|2𝑑2(𝑧)𝑑𝜇(𝑧) 6
∫︁
𝐷

|𝑓 ′(𝑧)|2𝑑𝜇(𝑧) 6 2

∫︁
𝐷

|𝑓 ′′(𝑧)|2𝑑2(𝑧)𝑑𝜇(𝑧), (3)

где 𝑑(𝑧) = 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑧, 𝜕𝐺).
Аналог для пространства Смирнова изложен в работах [2],[3].
Далнейшее продвижение в данном направлении анонсировано в статье [4]. А именно,

доказана следующая теорема.
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Теорема A′. Если 𝛼 > −1/2, то существует постоянная 𝐶(𝑛, 𝛼) > 0, не зависящая от
области 𝐷 и такая, что√︂

(𝛼 + 1)(2𝛼 + 1)

2

∫︁
𝐷

|𝑓 (𝑛)(𝑧)|2𝑑2𝛼(𝑧)𝑑𝜇(𝑧) 6
∫︁
𝐷

|𝑓 (𝑛+1)(𝑧)|2𝑑2(𝛼+1)(𝑧)𝑑𝜇(𝑧) 6

6 𝐶(𝑛, 𝛼)

∫︁
𝐷

|𝑓 (𝑛)(𝑧)|2𝑑2𝛼(𝑧)𝑑𝜇(𝑧).

Для 𝛼 = −1/2 справедлива оценка
1

2

∫︁
𝐷

|𝑓 (𝑛)(𝑧)|2𝑑−1(𝑧)𝑑𝜇(𝑧) 6
∫︁
𝐷

|𝑓 (𝑛+1)(𝑧)|2𝑑(𝑧)𝑑𝜇(𝑧) 6 𝐶

(︂
𝑛,−1

2

)︂∫︁
𝐷

|𝑓 (𝑛)(𝑧)|2𝑑−1(𝑧)𝑑𝜇(𝑧).

Н. М. Ткаченко и Ф. А. Шамоян обобщили этот результат на производные произволь-
ного порядка из пространства 𝐿𝑝 со степенным весом (см. [7]-[9]).

Заметим, что важность изучаемых вопросов обусловлена предполагаемым использова-
нием их при обобщении результатов работ (см. [10]-[15])

При доказательстве данных теорем был использован результат (см. [5], c.203):
Теорема B. Пусть 𝐴− произвольное замкнутое множество в R𝑛. Тогда на R𝑛∖𝐴 cуще-
ствует бесконечно дифференцируемая функция 𝛿(𝑥) = 𝛿(𝑥,𝐴), обладающая свойствами

𝐶1𝛿(𝑥) 6 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑥,𝐴) 6 𝐶2𝛿(𝑥),

и для любого 𝛼 имеем ⃒⃒⃒⃒
𝜕𝛼

𝜕𝑥𝛼
𝛿(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
6 𝐶𝛼 (𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑥,𝐴))1−|𝛼| ,

где 𝐶𝛼, 𝐶1, 𝐶2 не зависят от 𝐴.
Там же доказана и следующая теорема:

Теорема C. Пусть Ω — некоторое открытое связное множество на комплексной плос-
кости C, тогда существует такой набор квадратов
𝑃 = {𝑄1, 𝑄2, . . . , 𝑄𝑘, . . .}, (𝑄𝑘∖𝜕𝑄𝑘) ∩ (𝑄𝑚∖𝜕𝑄𝑚) = ∅, 𝑘 ̸= 𝑚, что

⋃︀
𝑘

𝑄𝑘 = Ω, причем

𝑐1𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑄𝑘) 6 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑄𝑘, 𝜕Ω) 6 𝑐2𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑄𝑘)

константы 𝑐1, 𝑐2 не зависят от Ω. Кратко, такие соотношения будем записывать в
виде 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑄𝑘) ≍ 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑄𝑘, 𝜕Ω).

В работе [1] также доказана следующая лемма:
Лемма A.

1. Функция расстояния 𝑑(𝑧) выпукла (в часности, субгармонична) и удовлетворяет
условию Липшица

|𝑑(𝑧1) − 𝑑(𝑧2)| < |𝑧1 − 𝑧2|,∀𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝐺.

2. Пусть 𝐺− выпуклая область и 𝑧0 /∈ 𝐺. Если функция 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑧,𝐺) дифференцируема в
точке 𝑧0, то |𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑧0, 𝐺)| = 1.

3. Если 𝐷 выпуклый многоугольник, то 𝑑(𝑧) непрерывно дифференцируема в 𝐺.
Мы также используем техническую лемму:

Лемма B. Пусть 𝐺 ⊆ C односвязная область, ∆ = 𝜕2

𝜕𝑥2 + 𝜕2

𝜕𝑦2
− оператор Лапласа,

𝑓 ∈ 𝐻(𝐺), 2 6 𝑝 < ∞. Тогда

∆|𝑓 (𝑘)(𝑧)|𝑝 = 𝑝2|𝑓 (𝑘)(𝑧)|𝑝−2|𝑓 (𝑘+1)(𝑧)|2.
Доказательство: Обозначим 𝑓 (𝑘)(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦)− целая функция, следовательно,
𝑢′
𝑦 = −𝑣′𝑥, 𝑣

′
𝑦 = 𝑢′

𝑥 и ∆𝑢 = 0, ∆𝑣 = 0. В наших обозначениях

∆|𝑓 (𝑘)(𝑧)|𝑝 = 𝑝(𝑝− 2)
(︀
𝑢2 + 𝑣2

)︀ 𝑝
2
−2

[(𝑢𝑢′
𝑥 + 𝑣𝑣′𝑥)2 + (𝑢𝑢′

𝑦 + 𝑣𝑣′𝑦)
2]+
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+𝑝
(︀
𝑢2 + 𝑣2

)︀ 𝑝
2
−1

[(𝑢′
𝑥)2 + (𝑢′

𝑦)
2 + (𝑣′𝑥)2 + (𝑣′𝑦)

2 + (𝑢∆𝑢 + 𝑣∆𝑣)] =

= 𝑝(𝑝− 2)
(︀
𝑢2 + 𝑣2

)︀ 𝑝
2
−1

[(𝑢′
𝑥)2 + (𝑣′𝑥)2] + 2𝑝

(︀
𝑢2 + 𝑣2

)︀ 𝑝
2
−1

[(𝑢′
𝑥)2 + (𝑣′𝑥)2] =

= 𝑝2
(︀
𝑢2 + 𝑣2

)︀ 𝑝
2
−1

[(𝑢′
𝑥)2 + (𝑣′𝑥)2] = |𝑓 (𝑘+1)(𝑧)|2.

Мы учли, что 𝑓 (𝑘+1)(𝑧) = (𝑢′
𝑥 + 𝑣′𝑦)/2 + 𝑖(𝑣′𝑥 − 𝑢′

𝑦)/2, тогда верно равенство:

𝑓 (𝑘+1)(𝑧) = (𝑢′
𝑥 + 𝑣′𝑦)/2 + 𝑖(𝑣′𝑥 − 𝑢′

𝑦)/2

и
|𝑓 (𝑘+1)(𝑧)|2 =

1

4
((𝑢′

𝑥 + 𝑣′𝑦))
2 + ((𝑣′𝑥 − 𝑢′

𝑦))
2 = (𝑢′

𝑥)2 + (𝑣′𝑥)2.

2. Основной результат

Справедлива следующая теорема:

Теорема 1. Пусть 𝐺 — ограниченная выпуклая область и 𝐷 = C∖𝐺, 𝑓 ∈ 𝐵𝑝
𝑤(𝐷). Тогда

для ∀𝑛 ∈ N, 2 6 𝑝 < ∞, справедливы оценки

𝑐1

∫︁
𝐷

|𝑓(𝑧)|𝑝𝑤(𝑑(𝑧))𝑑𝜇(𝑧) 6
∫︁
𝐷

|𝑓 (𝑛)(𝑧)|𝑝𝑑𝑛𝑝(𝑧)𝑤(𝑑(𝑧))𝑑𝜇(𝑧) 6 𝑐2

∫︁
𝐷

|𝑓(𝑧)|𝑝𝑤(𝑑(𝑧))𝑑𝜇(𝑧), (4)

где 𝑐1(𝑛, 𝑝, 𝛼), 𝑐2(𝑛)− положительные постоянные, зависящие только от 𝑛, 𝑝, 𝛼, и неот-
рицательная дважды непрерывно дифференцируемая функция 𝑤(𝑡), удовлетворяющая
следующим условиям:

(𝑡2𝑤(𝑡))′ > 0,

(𝑡2𝑤(𝑡))′′ > 𝛼𝑤(𝑡),

𝑤(2𝑡) 6 𝛽𝑤(𝑡),

для некоторых положительных констант 𝛼, 𝛽, и ∀𝑡 > 0.

Замечание: Частным случаем весов, фигурирующих в теореме, являются 𝑤(𝑡) = 𝑡𝛾, при
𝛾 > −1.

Доказательство: Докажем левое неравенство (4).
Пусть 𝐵(𝑟)− круг радиуса 𝑟 с центром в начале координат, 𝑅0 = 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺). Без потери

общности будем считать, что 0 ∈ 𝐺. Построим выпуклый многоугольник 𝑀 , такой что
𝐺 ⊂ 𝑀 ⊂ 𝐵(2𝑅0). Определим область 𝑈 = C∖𝑀 ∩𝐵(𝑅), для произвольного 𝑅 > 2𝑅0. Так
как граница 𝑈 кусочно-гладкая, то можно применить формулу Грина:∫︁

𝑈

(ℎ(𝑧)∆𝑔(𝑧) − 𝑔(𝑧)∆ℎ(𝑧))𝑑𝜇(𝑧) =

∫︁
𝜕𝑈

(︂
ℎ(𝑧)

𝜕𝑔(𝑧)

𝜕𝑛
− 𝑔(𝑧)

𝜕ℎ(𝑧)

𝜕𝑛

)︂
𝑑𝑠(𝑧), (5)

где 𝑑𝑠(𝑧)− элемент длины границы 𝜕𝑈 .
Определим функции ℎ и 𝑔.
Пусть 𝜂(𝑧)− неотрицательная гладкая функция типа "шапочки"(см. [5]): 𝜂(𝑧) ≡ 0 при

|𝑧| > 1,
∫︀
C
𝜂(𝑧)𝑑𝜇(𝑧) = 1. Функцию 𝑑(𝑧, 𝜕𝑀) продолжим нулем на 𝜕𝑀, и для произвольного

𝜀 > 0 рассмотрим гладкую функцию

𝑑𝜀(𝑧) =
1

𝜀2

∫︁
C

𝜂

(︂
𝜃 − 𝑧

𝜀

)︂
𝑑(𝜃, 𝜕𝑀)𝑑𝜇(𝜃).

Так как функция 𝑑(𝑧, 𝜕𝑀) — выпуклая, в частности субгармоническая, то семей-
ство функций 𝑑𝜀(𝑧, 𝜕𝑀) также являются субгармоническими и при 𝜀 → 0 убывают и
сходятся к 𝑑(𝑧, 𝜕𝑀), более того, верны неравенства ∆𝑑𝜀(𝑧) > 0 (см.[6]). Итак, пусть
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ℎ(𝑧) = 𝑑𝑘𝑝+2
𝜀 (𝑧)𝑤(𝑑𝜀(𝑧)), а 𝑔(𝑧) = |𝑓 (𝑘)(𝑧)|𝑝 (𝑘 ∈ Z+), 𝑘 6 𝑛. Пусть 𝑅 настолько велико,

что при |𝑧| > 𝑅 выполняется неравенство |𝑧|/2 < 𝑅 < |𝑧|, и пусть по условию∫︁
|𝑧|>𝑅

|𝑓 (𝑘+1)(𝑧)|𝑝𝑑(𝑘+1)𝑝
𝜀 (𝑧)𝑤(𝑑𝜀(𝑧))𝑑𝜇(𝑧) < ∞. (6)

Тогда формула (5) примет вид:∫︁
𝑈

(𝑑𝑘𝑝+2
𝜀 (𝑧)𝑤(𝑑𝜀(𝑧))∆|𝑓 (𝑘)(𝑧)|𝑝 − |𝑓 (𝑘)(𝑧)|𝑝∆(𝑑𝑘𝑝+2

𝜀 (𝑧)𝑤(𝑑𝜀(𝑧)))𝑑𝜇(𝑧) =

=

∫︁
𝜕𝑈

(︂
𝑑𝑘𝑝+2
𝜀 (𝑧)𝑤(𝑑𝜀(𝑧))

𝜕|𝑓 (𝑘)(𝑧)|𝑝

𝜕𝑛
− |𝑓 (𝑘)(𝑧)|𝑝𝜕(𝑑𝑘𝑝+2

𝜀 (𝑧)𝑤(𝑑𝜀(𝑧)))

𝜕𝑛

)︂
𝑑𝑠(𝑧).

На границе многоугольника 𝑀 𝑑𝜀(𝑧) = 0, 𝑑𝜀(𝑧)
𝜕𝑛

= 0. Учитывая (6) и лемму 𝐵, получаем, что
интегралы по границе круга 𝐵(𝑅) стремятся к нулю при увеличении 𝑅. Поэтому формула
преобразуется к виду ∫︁

C∖𝑀

𝑑𝑘𝑝+2
𝜀 (𝑧)𝑤(𝑑𝜀(𝑧))∆|𝑓 (𝑘)(𝑧)|𝑝𝑑𝜇(𝑧) =

=

∫︁
C∖𝑀

|𝑓 (𝑘)(𝑧)|𝑝∆(𝑑𝑘𝑝+2
𝜀 (𝑧)𝑤(𝑑𝜀(𝑧)))𝑑𝜇(𝑧).

(7)

Распишем подробнее оператор Лапласа.

∆(𝑑𝑘𝑝+2
𝜀 (𝑧)𝑤(𝑑𝜀(𝑧))) =

𝜕(𝑑𝑘𝑝+2
𝜀 (𝑥, 𝑦)𝑤(𝑑𝜀(𝑥, 𝑦)))

𝜕𝑥2
+

𝜕(𝑑𝑘𝑝+2
𝜀 (𝑥, 𝑦)𝑤(𝑑𝜀(𝑥, 𝑦)))

𝜕𝑦2
,

где 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦. Для сокращения записи опустим параметры в частных производных. По-
лучим следующую формулу

(𝑑𝑘𝑝𝑑2𝑤(𝑑))′′ = [(𝑘𝑝 + 2)𝑑𝑘𝑝+1𝑤(𝑑)𝑑′ + 𝑑𝑘𝑝+2𝑤′(𝑑)𝑑′]′ =

= 𝑑𝑘𝑝[(𝑘𝑝 + 2)(𝑘𝑝 + 1)𝑤(𝑑) + 2(𝑘𝑝 + 2)𝑑𝑤′(𝑑) + 𝑑2𝑤′′(𝑑)] (𝑑′)
2

+

+𝑑𝑘𝑝+1[(𝑘𝑝 + 2)𝑤(𝑑) + 𝑑𝑤′(𝑑)]𝑑′′.

Сведем воедино частные производные

∆(𝑑𝑘𝑝+2
𝜀 (𝑧)𝑤(𝑑𝜀(𝑧))) = 𝑑𝑘𝑝𝜀 (𝑧)[(𝑘𝑝 + 2)(𝑘𝑝 + 1)𝑤(𝑑𝜀(𝑧))+

+2(𝑘𝑝 + 2)𝑑𝜀(𝑧)𝑤′(𝑑𝜀(𝑧)) + 𝑑2𝜀(𝑧)𝑤′′(𝑑𝜀(𝑧))]|𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑑𝜀(𝑧)|2+ (8)

+𝑑𝑘𝑝+1
𝜀 (𝑧)[(𝑘𝑝 + 2)𝑤(𝑑𝜀(𝑧)) + 𝑑𝜀(𝑧)𝑤′(𝑑𝜀(𝑧))]∆𝑑𝜀(𝑧).

Перегруппировав слагаемые, получим

∆(𝑑𝑘𝑝+2
𝜀 (𝑧)𝑤(𝑑𝜀(𝑧))) = 𝑑𝑘𝑝𝜀 (𝑧)𝑘𝑝(𝑘𝑝− 1)𝑤(𝑑𝜀(𝑧))|𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑑𝜀(𝑧)|2+

+𝑑𝑘𝑝𝜀 (𝑧)[𝑘𝑝{2(2𝑤(𝑑𝜀(𝑧)) + 𝑑𝜀(𝑧)𝑤′(𝑑𝜀(𝑧)))}]|𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑑𝜀(𝑧)|2+
+𝑑𝑘𝑝𝜀 (𝑧)[2𝑤(𝑑𝜀(𝑧)) + 4𝑑𝜀(𝑧)𝑤′(𝑑𝜀(𝑧)) + 𝑑2𝜀(𝑧)𝑤′′(𝑑𝜀(𝑧))]|𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑑𝜀(𝑧)|2+ (9)

+𝑑𝑘𝑝+1
𝜀 (𝑧)[𝑘𝑝𝑤(𝑑𝜀(𝑧))]∆𝑑𝜀(𝑧)+

+𝑑𝑘𝑝+1
𝜀 (𝑧)[2𝑤(𝑑𝜀(𝑧)) + 𝑑𝜀(𝑧)𝑤′(𝑑𝜀(𝑧))]∆𝑑𝜀(𝑧).
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Так как по условию 𝑤(𝑡)𝑡2 возрастающая выпуклая функция, то 2𝑤(𝑡) + 𝑡𝑤′ > 0 и
2𝑤(𝑡) + 4𝑡𝑤′ + 𝑡2𝑤′′ > 0. Также учитывая, что ∆𝑑𝜀(𝑧) > 0 и то, что все строчки форму-
лы (2) неотрицательные, получим неравенство

∆(𝑑𝑘𝑝+2
𝜀 (𝑧)𝑤(𝑑𝜀(𝑧))) > 𝑑𝑘𝑝𝜀 (𝑧)𝑘𝑝(𝑘𝑝− 1)𝑤(𝑑𝜀(𝑧))|𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑑𝜀(𝑧)|2. (10)

И оценка (7), с учетом леммы B, принимает вид
𝑝2

4

∫︁
C∖𝑀

|𝑓 (𝑘)(𝑧)|𝑝−2|𝑓 (𝑘+1)(𝑧)|2𝑑𝑘𝑝+2
𝜀 (𝑧)𝑤(𝑑𝜀(𝑧))𝑑𝜇(𝑧) >

> 𝑘𝑝(𝑘𝑝− 1)

∫︁
C∖𝑀

|𝑓 (𝑘)(𝑧)|𝑝𝑑𝑘𝑝𝜀 (𝑧)𝑤(𝑑𝜀(𝑧))|𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑑𝜀(𝑧)|2𝑑𝜇(𝑧).

При 𝑘 = 0 третья строка формулы (7) дает оценку:
𝑝2

4

∫︁
C∖𝑀

|𝑓 (𝑘)(𝑧)|𝑝−2|𝑓 (𝑘+1)(𝑧)|2𝑑𝑘𝑝+2
𝜀 (𝑧)𝑤(𝑑𝜀(𝑧))𝑑𝜇(𝑧) >

> 𝛼

∫︁
C∖𝑀

|𝑓 (𝑘)(𝑧)|𝑝𝑑𝑘𝑝𝜀 (𝑧)𝑤(𝑑𝜀(𝑧))|𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑑𝜀(𝑧)|2𝑑𝜇(𝑧).

Устремим 𝜀 к нулю, тогда в силу непрерывной дифференцируемости функции 𝑑(𝑧, 𝜕𝑀)
имеем

𝜕𝑑𝜀(𝑧)

𝜕𝑥
→ 𝜕𝑑(𝑧, 𝜕𝑀)

𝜕𝑥
,

𝜕𝑑𝜀(𝑧)

𝜕𝑦
→ 𝜕𝑑(𝑧, 𝜕𝑀)

𝜕𝑦
, 𝑧 ∈ C∖𝑀.

Следовательно,
lim
𝜀→0

|𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑑𝜀(𝑧)|2 = |𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑑(𝑧, 𝜕𝑀)|2

и учитывая лемму A, в пределе получаем следующую оценку

𝐶(𝑘, 𝑝, 𝛼)

∫︁
C∖𝑀

|𝑓 (𝑘)(𝑧)|𝑝−2|𝑓 (𝑘+1)(𝑧)|2𝑑𝑘𝑝+2(𝑧)𝑤(𝑑(𝑧))𝑑𝜇(𝑧) >

>
∫︁

C∖𝑀

|𝑓 (𝑘)(𝑧)|𝑝𝑑𝑘𝑝(𝑧)𝑤(𝑑(𝑧))𝑑𝜇(𝑧),

где

𝐶(𝑘, 𝑝, 𝛼) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑝2

4𝛼
, при 𝑘 = 0,

𝑝2

4𝑘𝑝(𝑘𝑝− 1)
, при 𝑘 > 0.

Выберем последовательность выпуклых многоугольников 𝑀𝑛, таких что:

𝑀𝑛 ⊂ 𝐵(2𝑅0), 𝐺 ⊂ 𝑀𝑛, 𝑀𝑛+1 ⊂ 𝑀𝑛,

∞⋂︁
𝑛=1

𝑀𝑛 = 𝐺.

Так как на каждом из этих многоугольников выполняется последнее неравенство с одной
и той же постоянной, то в пределе получаем:∫︁

𝐷

|𝑓 (𝑘)(𝑧)|𝑝𝑑𝑘𝑝(𝑧)𝑤(𝑑(𝑧))𝑑𝜇(𝑧) 6

6 𝐶(𝑘, 𝑝, 𝛼)

∫︁
𝐷

|𝑓 (𝑘)(𝑧)|𝑝−2|𝑓 (𝑘+1)(𝑧)|2𝑑𝑘𝑝+2(𝑧)𝑤(𝑑(𝑧))𝑑𝜇(𝑧).
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Применим к правому интегралу неравенство Гёльдера с показателями 𝑝
𝑝−2

и 𝑝
2
.∫︁

𝐷

|𝑓 (𝑘)(𝑧)|𝑝−2|𝑓 (𝑘+1)(𝑧)|2𝑑𝑘𝑝+2(𝑧)𝑤(𝑑(𝑧))𝑑𝜇(𝑧) =

=

∫︁
𝐷

|𝑓 (𝑘)(𝑧)|𝑝−2𝑑𝑘(𝑝−2)(𝑧)𝑤
(𝑝−2)

𝑝 (𝑑(𝑧)) |𝑓 (𝑘+1)(𝑧)|2𝑑2(𝑘+1)(𝑧)𝑤
2
𝑝 (𝑑(𝑧))𝑑𝜇(𝑧) 6

6

⎛⎝∫︁
𝐷

|𝑓 (𝑘)(𝑧)|𝑝𝑑𝑘𝑝(𝑧)𝑤(𝑑(𝑧))𝑑𝜇(𝑧)

⎞⎠
𝑝−2
𝑝

×

×

⎛⎝∫︁
𝐷

|𝑓 (𝑘+1)(𝑧)|𝑝𝑑(𝑘+1)𝑝(𝑧)𝑤(𝑑(𝑧))𝑑𝜇(𝑧)

⎞⎠ 2
𝑝

.

Окончательно получаем: ∫︁
𝐷

|𝑓 (𝑘)(𝑧)|𝑝𝑑𝑘𝑝(𝑧)𝑤(𝑑(𝑧))𝑑𝜇(𝑧) 6

6 𝐶(𝑘, 𝑝, 𝛼)

⎛⎝∫︁
𝐷

|𝑓 (𝑘)(𝑧)|𝑝𝑑𝑘𝑝(𝑧)𝑤(𝑑(𝑧))𝑑𝜇(𝑧)

⎞⎠
𝑝−2
𝑝

×

×

⎛⎝∫︁
𝐷

|𝑓 (𝑘+1)(𝑧)|𝑝𝑑(𝑘+1)𝑝(𝑧)𝑤(𝑑(𝑧))𝑑𝜇(𝑧)

⎞⎠ 2
𝑝

.

Сокращение левой и правой части на сомножитель⎛⎝∫︁
𝐷

|𝑓 (𝑘)(𝑧)|𝑝𝑑𝑘𝑝(𝑧)𝑤(𝑑(𝑧))𝑑𝜇(𝑧)

⎞⎠
𝑝−2
𝑝

приводит к неравенству ⎛⎝∫︁
𝐷

|𝑓 (𝑘)(𝑧)|𝑝𝑑𝑘𝑝(𝑧)𝑤(𝑑(𝑧))𝑑𝜇(𝑧)

⎞⎠ 2
𝑝

6

6 𝐶(𝑘, 𝑝, 𝛼)

⎛⎝∫︁
𝐷

|𝑓 (𝑘+1)(𝑧)|𝑝𝑑(𝑘+1)𝑝(𝑧)𝑤(𝑑(𝑧))𝑑𝜇(𝑧)

⎞⎠ 2
𝑝

или ∫︁
𝐷

|𝑓 (𝑘)(𝑧)|𝑝𝑑𝑘𝑝(𝑧)𝑤(𝑑(𝑧))𝑑𝜇(𝑧) 6

6 𝐶
𝑝
2 (𝑘, 𝑝, 𝛼)

∫︁
𝐷

|𝑓 (𝑘+1)(𝑧)|𝑝𝑑(𝑘+1)𝑝(𝑧)𝑤(𝑑(𝑧))𝑑𝜇(𝑧).

Рассматривая, последовательно, 𝑘 = 𝑛− 1, . . . , 𝑘 = 2, 𝑘 = 1, 𝑘 = 0, получаем неравенство∫︁
𝐷

|𝑓(𝑧)|𝑝𝑤(𝑑(𝑧))𝑑𝜇(𝑧) 6
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6 𝑐(𝑛, 𝑝, 𝛼)

∫︁
𝐷

|𝑓 (𝑛)(𝑧)|𝑝𝑑𝑛𝑝(𝑧)𝑤(𝑑(𝑧))𝑑𝜇(𝑧).

Теперь докажем правое неравенство теоремы 1, используя теорему С. Пусть
𝑃 = {𝑄1, 𝑄2, . . . , 𝑄𝑘, . . .}, вышеуказанный набор квадратов, 𝐺 =

⋃︀
𝑘

𝑄𝑘, тогда∫︁
𝐺

|𝑓 (𝑛)(𝑧)|𝑝𝑑𝑛𝑝(𝑧)𝑤(𝑑(𝑧))𝑑𝜇(𝑧) =
∑︁
𝑘

∫︁
𝑄𝑘

|𝑓 (𝑛)(𝑧)|𝑝𝑑𝑛𝑝(𝑧)𝑤(𝑑(𝑧))𝑑𝜇(𝑧) 6

6
∑︁
𝑘

max
𝑧∈𝑄𝑘

[|𝑓 (𝑛)(𝑧)|𝑝𝑑𝑛𝑝(𝑧)𝑤(𝑑(𝑧))]𝑑𝑖𝑎𝑚2(𝑄𝑘) 6

6 𝑐22
∑︁
𝑘

max
𝑧∈𝑄𝑘

[|𝑓 (𝑛)(𝑧)|𝑝𝑑𝑛𝑝+2(𝑧)𝑤(𝑑(𝑧))] 6

6 𝑐22
∑︁
𝑘

|𝑓 (𝑛)(𝑧𝑘)|𝑝𝑑𝑛𝑝+2(𝑧𝑘)𝑤(𝑑(𝑧𝑘)),

где 𝑧𝑘 ∈ 𝑄𝑘.
Пусть теперь 𝑄*

𝑘− квадрат, с общим центром с 𝑄𝑘, и увеличенный в 1 + 𝜀 раз, где
0 < 𝜀 < 0.25. Обозначим

𝐵𝑟(𝑧𝑘) = {𝑧 : |𝑧 − 𝑧𝑘| < 𝑟}, где 0 < 𝑘 < 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑄𝑘, 𝜕𝑄
*
𝑘)/2.

Так как

𝑓 (𝑛)(𝑧𝑘) =
𝑛!

2𝜋𝑖

∫︁
𝜕𝐵𝑟(𝑧𝑘)

𝑓(𝑧)𝑑𝑧

(𝑧 − 𝑧𝑘)𝑛+1
, то

⃒⃒
𝑓 (𝑛)(𝑧𝑘)

⃒⃒
=

𝑛!

2𝜋

1

𝑟𝑛
max

𝜕𝐵𝑟(𝑧𝑘)
|𝑓(𝑧)| 6 𝑐1

𝑑𝑛(𝑧𝑘, 𝜕𝐺)
|𝑓(𝑧𝑘)|,

где 𝑧𝑘 ∈ 𝜕𝐵𝑟(𝑧𝑘). По построению квадратов известно, что

𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑄𝑘) ≍ 𝑑(𝑧𝑘, 𝜕𝐺), 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑄*
𝑘) ≍ 𝑑(𝑧𝑘, 𝜕𝐺),

но

𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑄𝑘) < 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑄*
𝑘) <

5

4
𝑑𝑖𝑎𝑚(𝑄𝑘),

поэтому
𝑑(𝑧𝑘, 𝜕𝐺) ≍ 𝑑(𝑧𝑘, 𝜕𝐺).

Более того, из условий, наложенных на функцию 𝑤, получим эквивалентность

𝐴1𝑤(𝑑(𝑧𝑘, 𝜕𝐺)) 6 𝑤(𝑑(𝑧𝑘, 𝜕𝐺)) 6 𝐴2𝑤(𝑑(𝑧𝑘, 𝜕𝐺)).

Действительно, пусть 𝐴−1𝑡1 6 𝑡2 6 𝐴𝑡1, тогда ∃𝑚 ∈ Z : 2𝑚−1 < 𝐴 6 2𝑚, и 2−𝑚𝑡2 6 𝑡1 6 2𝑚𝑡2.
Так как 𝑡2𝑤(𝑡)− возрастающая, то

𝑡21𝑤(𝑡1) 6 22𝑚𝑡22𝑤(2𝑚𝑡2) 6 22𝑚𝑡22𝛽
𝑚𝑤(𝑡2) 6 22𝑚(2𝑚𝑡1)

2𝛽𝑚𝑤(𝑡2) ⇒
⇒ 𝑤(𝑡1) 6 24𝑚𝛽𝑚𝑤(𝑡2).

Аналогично, учитывая, что, 𝑡2 6 2𝑚𝑡1 ⇒ 𝑤(𝑡2) 6 24𝑚𝛽𝑚𝑤(𝑡1), т.е.

2−4𝑚𝛽−𝑚𝑤(𝑡2) 6 𝑤(𝑡1) 6 24𝑚𝛽𝑚𝑤(𝑡2).

Следовательно, если 𝑡1 ≍ 𝑡2 ⇒ 𝑤(𝑡1) ≍ 𝑤(𝑡2).
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∑︁
𝑘

|𝑓 (𝑛)(𝑧𝑘)|𝑝𝑑𝑛𝑝+2(𝑧𝑘)𝑤(𝑑(𝑧𝑘)) 6 𝑐3
∑︁
𝑘

|𝑓(𝑧𝑘)|𝑝𝑑
𝑛𝑝+2(𝑧𝑘)𝑤(𝑑(𝑧𝑘))

𝑑𝑛𝑝(𝑧𝑘)
6

6 𝑐4
∑︁
𝑘

|𝑓(𝑧𝑘)|𝑝𝑑2(𝑧𝑘)𝑤(𝑑(𝑧𝑘)) 6 𝑐5
∑︁
𝑘

|𝑓(𝑧𝑘)|𝑝𝑑2(𝑧𝑘)𝑤(𝑑(𝑧𝑘)).

Возьмем 𝑟0 : 0 < 𝑟0 < 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑄𝑘, 𝜕𝑄
*
𝑘)/2, при этом, очевидно, 𝐵𝑟0(𝑧𝑘) ⊂ 𝑄*

𝑘. Учитывая, что
|𝑓(𝑧)|𝑝− субгармоническая при всех значениях 𝑝 : 0 < 𝑝 < ∞, то

|𝑓(𝑧𝑘)|𝑝 6 1

𝜋𝑟20

∫︁
𝐵𝑟0 (𝑧𝑘)

|𝑓(𝑧)|𝑝𝑑𝜇(𝑧) 6
𝑐6

𝑑2(𝑧𝑘, 𝜕𝐺)

∫︁
𝑄*

𝑘

|𝑓(𝑧)|𝑝𝑑𝜇(𝑧)

Далее,

|𝑓(𝑧𝑘)|𝑝𝑑2(𝑧𝑘, 𝜕𝐺) 6 𝑐7

∫︁
𝑄*

𝑘

|𝑓(𝑧)|𝑝𝑑𝜇(𝑧),

|𝑓(𝑧𝑘)|𝑝𝑑2(𝑧𝑘, 𝜕𝐺)𝑤(𝑑(𝑧𝑘, 𝜕𝐺)) 6 𝑐8

∫︁
𝑄*

𝑘

|𝑓(𝑧)|𝑝𝑤(𝑑(𝑧𝑘, 𝜕𝐺))𝑑𝜇(𝑧).

Так как в районе 𝑄*
𝑘 𝑑(𝑧𝑘, 𝜕𝐺) и 𝑑(𝑧, 𝜕𝐺) эквивалентны и, следовательно, эквивалентны

𝑤(𝑑(𝑧𝑘, 𝜕𝐺)) и 𝑤(𝑑(𝑧, 𝜕𝐺)), поэтому получаем неравенство

|𝑓(𝑧𝑘)|𝑝𝑑2(𝑧𝑘, 𝜕𝐺)𝑤(𝑑(𝑧𝑘, 𝜕𝐺)) 6 𝑐9

∫︁
𝑄*

𝑘

|𝑓(𝑧)|𝑝𝑤(𝑑(𝑧, 𝜕𝐺))𝑑𝜇(𝑧).

Учитывая, что из системы {𝑄*
𝑘} можно выделить конечную подсистему, покрывающую

всю область 𝐺, то∫︁
𝐺

|𝑓 (𝑛)(𝑧)|𝑝𝑑𝑛𝑝(𝑧)𝑤(𝑑(𝑧))𝑑𝜇(𝑧) 6 𝑐10
∑︁
𝑘

∫︁
𝑄*

𝑘

|𝑓(𝑧)|𝑝𝑤(𝑑(𝑧, 𝜕𝐺))𝑑𝜇(𝑧) 6

6 𝑐11

∫︁
𝐺

|𝑓(𝑧)|𝑝𝑤(𝑑(𝑧, 𝜕𝐺))𝑑𝜇(𝑧).

Теорема доказана.
Замечание: Оценка сверху в теореме 1 получается для произвольных областей.
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