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ИТЕРАЦИИ ЦЕЛЫХ ТРАНСЦЕНДЕНТНЫХ ФУНКЦИЙ С

ПРАВИЛЬНЫМ ПОВЕДЕНИЕМ МИНИМУМА МОДУЛЯ

А.М. ГАЙСИН, Ж.Г. РАХМАТУЛЛИНА

Аннотация. В статье речь идет о множестве Фату целой трансцендентной функции, т.е. о
наибольшем открытом множестве комплексной плоскости, на котором семейство итераций за-
данной функции образует нормальное в смысле Монтеля семейство. Предполагается, что целая
функция имеет бесконечный нижний порядок. Найдена в определенном смысле оптимальная
пара условий (она сильнее, чем лакунарность по Фейеру) на показатели ряда, при выполне-
нии которых каждая компонента множества Фату ограничена. Данный результат при более
сильных достаточных условиях ранее был доказан Ю. Вангом и Ж.Г. Рахматуллиной.

Ключевые слова: целые функции, лакуны Фейера, итерации функций, множество Фату.

1. Определения и основные свойства

Пусть 𝑓 — нелинейная целая функция комплексной переменной 𝑧. Определим естественные
итерации функции 𝑓 следующим образом:

𝑓0(𝑧) = 𝑧, 𝑓1(𝑧) = 𝑓(𝑧), . . . , 𝑓𝑘+1(𝑧) = 𝑓(𝑓𝑘(𝑧)) (𝑘 = 1, 2, . . . ). (1)

Определение 1. Класс 𝑁 аналитических в области 𝐷 комплексной плоскости C функций
называется нормальным (по Монтелю) в 𝐷, если из любой последовательности {𝑓𝑘} функций
из 𝑁 можно выделить подпоследовательность {𝑓𝑘𝑝}, обладающую свойством: либо {𝑓𝑘𝑝(𝑧)},

либо
{︁ 1

𝑓𝑘𝑝(𝑧)

}︁
сходятся всюду в 𝐷, причем равномерно на каждом компактном подмножестве

области 𝐷 [1]. В этом случае говорят, что последовательность {𝑓𝑘𝑝} сходится локально рав-
номерно в 𝐷 [2].

Определение 2. Множеством Фату ℱ(𝑓) (или множеством нормальности) функции 𝑓(𝑧)
называется наибольшее открытое множество комплексной плоскости, на котором семейство
итераций {𝑓𝑘}, определяемых формулой (1), нормально (в смысле Монтеля). Дополнение мно-
жества Фату называется множеством Жюлиа 𝒥 (𝑓) = C ∖ ℱ(𝑓).

Множества Фату и Жюлиа целой функции 𝑓 обладают следующими свойствами:

Свойство 1. Множество Фату целой функции открыто, а множество Жюлиа — замкну-
то.

Свойство 2. Множества ℱ(𝑓) и 𝒥 (𝑓) вполне инвариантны относительно 𝑓 (то есть каж-
дое из этих множеств совпадает как со своим образом, так и с полным прообразом) [3], [4]:

1∘. 𝑓−1(ℱ(𝑓)) = 𝑓(ℱ(𝑓)) = ℱ(𝑓); 2∘. 𝑓−1(𝒥 (𝑓)) = 𝑓(𝒥 (𝑓)) = 𝒥 (𝑓).

Свойство 3. Для любого 𝑘 > 0 множество Фату (Жюлиа) 𝑘-кратной итерации функции 𝑓
совпадает с множеством Фату (Жюлиа) самой функции 𝑓 [3], [4]:

3∘. ℱ(𝑓𝑘) = ℱ(𝑓); 4∘. 𝒥 (𝑓𝑘) = 𝒥 (𝑓).

A.M. Gaisin, Zh.G. Rakhmatullina, Iterations of the entire transcendental functions with regular
behavior of the minimum of the modulus.

c○ Гайсин А.М., Рахматуллина Ж.Г. 2012.
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Напомним еще одно определение. Компонентой 𝐾 множества 𝐷 называется любое его макси-
мальное связное подмножество [5]. Справедливо утверждение: каждое множество 𝐷 единствен-
ным образом может быть представлено как (конечное или бесконечное) объединение своих ком-
понент.

Если 𝑓 — многочлен степени не менее 2, то множество ℱ(𝑓) содержит компоненту
𝐾 = {𝑧 : 𝑓𝑘(𝑧) → ∞}, которая не ограничена и вполне инвариантна [4]. Например, множеством
Жюлиа функции 𝑓(𝑧) = 𝑧2 является единичная окружность: 𝒥 (𝑓) = {𝑧 : |𝑧| = 1}; а множество
Фату состоит из двух компонент: ограниченной — {𝑧 : |𝑧| < 1} и неограниченной — {𝑧 : |𝑧| > 1}.

Если 𝑓 — трансцендентная целая функция, то множество 𝒥 (𝑓) всегда не ограничено, а мно-
жество ℱ(𝑓) может иметь либо бесконечно много неограниченных компонент, либо ровно одну,
либо не иметь их вовсе [4]. Причем, имеем следующее

Свойство 4. Любая неограниченная компонента множества ℱ(𝑓) целой трансцендентной
функции 𝑓 односвязна [6].

2. Обзор результатов

Исследование итераций целых функций было начато в 1926 г. П. Фату [7]. Спустя почти 40
лет, И.Бейкер в своих работах [6], [8]–[12] получил результаты, оказавшие заметное влияние на
развитие данной тематики. Так, Бейкером была доказана следующая

Теорема 1 ([13]). Если множество Фату целой трансцендентной функции 𝑓 содержит
неограниченную инвариантную компоненту, то функция 𝑓 растет быстрее целой функции по-
рядка 1/2 минимального типа.

В [13] показано, что при достаточно больших положительных значениях параметра 𝑎 множе-
ство Фату ℱ(𝑔) функции

𝑔(𝑧) =
1

𝜎

(︂
sin

√
𝜎𝑧√

𝜎𝑧
+ 𝜎𝑧 + 𝑎

)︂
, 𝜎 > 0,

(порядка 𝜌 = 1/2 и типа 𝜎) содержит неограниченную инвариантную компоненту. Другим приме-

ром может служить функция 𝐹 (𝑧) = cos
√︁

𝜎2𝑧 + 9
4𝜋

2, 0 < 𝜎 <
√
3𝜋, порядка 1

2 и типа 𝜎, множе-
ство Фату ℱ(𝐹 ) которой также содержит неограниченную инвариантную компоненту [13], [14].

В 1981 году Бейкером был поставлен вопрос [13]: будет ли каждая компонента множества ℱ(𝑓)
ограничена, если целая трансцендентная функция 𝑓 имеет достаточно малый порядок роста? В
силу теоремы 1 и приведенных примеров задачу Бейкера естественно рассматривать в классе
целых трансцендентных функций порядка 𝜌 < 1/2.

Сам Бейкер [13], а позже Сталлард [15], Андерсон и Хинканен [16] получили различные до-
статочные условия, при выполнении которых в указанном классе функций 𝑓 множество ℱ(𝑓) не
содержит неограниченных компонент. Эти условия следующие:

1) Бейкер, 1981 г., [13]: при 𝑟 → ∞
ln𝑀(𝑟, 𝑓) = 𝑂{(ln 𝑟)𝑝} (1 < 𝑝 < 3),

где 𝑀(𝑟, 𝑓) = max
|𝑧|=𝑟

|𝑓(𝑧)|;

2) Сталлард, 1993 г., [15]: существует 𝜀 ∈ (0, 1), что при 𝑟 > 𝑟0

ln ln𝑀(𝑟, 𝑓) <
(ln 𝑟)1/2

(ln ln 𝑟)𝜀
;

3) Сталлард, 1993 г., [15]: для целой функции 𝑓 порядка 𝜌 < 1/2

lim
𝑟→∞

ln𝑀(2𝑟, 𝑓)

ln𝑀(𝑟, 𝑓)
= 𝑐,

где 𝑐 = 𝑐(𝑓) — конечная постоянная, зависящая только от 𝑓 (эта теорема точна: функция
𝑔(𝑧) из приведенного выше примера из [13] имеет порядок 𝜌 = 1/2, и для нее (при 𝜎 = 1)
условие Сталлард выполняется с постоянной 𝑐 =

√
2. Однако ℱ(𝑓) содержит неограничен-

ную компоненту);
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4) Андерсон и Хинканен, 1998 г., [16]: для целой функции 𝑓 порядка 𝜌 < 1/2 существует 𝑐 > 0,
что при 𝑥 > 𝑥0

𝜙′(𝑥)

𝜙(𝑥)
>

1 + 𝑐

𝑥
, 𝜙(𝑥) = ln𝑀(𝑒𝑥, 𝑓).

Изучение класса целых трансцендентных функций вида

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛𝑧
𝑝𝑛 , 𝑝𝑛 ∈ N, 0 < 𝑝𝑛 ↑ ∞. (2)

представляет особый интерес, поскольку наличие лакун обуславливает у таких функций ряд
дополнительных свойств, позволяющих судить о компонентах множества ℱ(𝑓) в случае любого
конечного и даже бесконечного порядка роста.

Исследование множеств Фату ℱ(𝑓) для функций вида (2) теснейшим образом связано с це-
лым рядом классических задач. В течение всего XX века появилось огромное количество статей,
касающихся значений Пикара, борелевских и асимптотических значений, направлений Жюлиа,
проблем о связи максимума и минимума модуля, а также распределения значений целых функ-
ций с различными лакунарными условиями. Приведем результаты исследований множества Фату
функций вида (2).

Говорят, что целая функция вида (2) имеет лакуны Фабри, если 𝑛 = 𝑜(𝑝𝑛) при 𝑛 → ∞, и
лакуны Фейера, если

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑝𝑛
< ∞.

Ю. Ванг в работе [17] доказал следующие теоремы:

Теорема 2 ([17]). Пусть 𝑓 — целая функция вида (2),

𝜌* = lim
𝑟→∞

ln ln𝑀(𝑟, 𝑓)

ln 𝑟
и 𝜌 = lim

𝑟→∞

ln ln𝑀(𝑟, 𝑓)

ln 𝑟

— ее нижний порядок и порядок соответственно. Если 0 < 𝜌* 6 𝜌 < ∞, и функция 𝑓 имеет
лакуны Фабри, то каждая компонента множества ℱ(𝑓) ограничена.

Теорема 3 ([17]). Пусть целая функция 𝑓 вида (2) удовлетворяет условию: существует
𝑇0 > 1, такое, что

lim
𝑟→∞

ln𝑀(𝑟𝑇0 , 𝑓)

ln𝑀(𝑟, 𝑓)
> 𝑇0. (3)

Если при некотором 𝜂 > 0
𝑝𝑛 > 𝑛 ln𝑛(ln ln𝑛)2+𝜂 (𝑛 > 𝑛0), (4)

то каждая компонента множества ℱ(𝑓) ограничена.

Отметим, что в теореме 2 условие (3) явно не фигурирует, а требуется, что 0 < 𝜌* и 𝜌 < ∞.
Однако, легко проверяется, что в этом случае левая часть в оценке (3) равна +∞. Так что в
теореме 2 при 𝑇0 > 𝑞

𝜌

𝜌*
(𝑞 > 1) условие (3) выполняется автоматически.

Далее, для всякой целой функции 𝑓 и для любого 𝑇 > 1 из теоремы Адамара о трех окруж-
ностях следует, что [18]

lim
𝑟→∞

ln𝑀(𝑟𝑇 )

ln𝑀(𝑟)
> 𝑇. (5)

В теореме 3 речь идет о целых функциях произвольного роста (возможны ситуации 𝜌* = 0 и
𝜌 = ∞), поэтому в отличие от теоремы 2 приходится постулировать выполнение более сильной
оценки, чем (5).

Что касается условия (4), то при этом условии в [19] Хейманом показано, что для любой целой
функции 𝑓 вида (2) при 𝑟 → ∞ вне некоторого множества нулевой логарифмической плотности

ln𝑀(𝑟) = (1 + 𝑜(1)) ln𝑚(𝑟). (6)

При доказательстве теоремы 3 данная оценка используется по существу. Так что условие Хейма-
на (4) в теореме 3 продиктовано именно оценкой (6).

Условие (4) может быть заменено на более слабое. В работе [20] доказана



ИТЕРАЦИИ ЦЕЛЫХ ТРАНСЦЕНДЕНТНЫХ ФУНКЦИЙ С ПРАВИЛЬНЫМ ПОВЕДЕНИЕМ МИНИМУМА. . . 41

Теорема 4. Пусть 𝑓 — целая трансцендентная функция, заданная лакунарным степенным
рядом (2), для которой при некотором 𝑇0 > 1 верна оценка (3). Если 𝑛 = 𝑜(𝑝𝑛) при 𝑛 → ∞ и

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑝𝑛
ln

𝑝𝑛
𝑛

< ∞, (7)

то каждая компонента множества ℱ(𝑓) ограничена.

Дело в том, что равенство (6) остается верным и при выполнении условия (7) [21]. В остальном
доказательства теорем 3 и 4 почти не отличаются.

Цель статьи — показать, что теорема 3 верна в самой общей ситуации, а именно, условие (7)
может быть существенно ослаблено. Оказывается, последнее условие можно заменить на пару
оптимальных условий, при выполнении которых для любой функции вида (2) справедлива оценка
типа (6).

Данная пара условий является критерием выполнения оценки типа (6) и состоит из условия
Фейера и некоторого условия на концентрацию точек 𝑝𝑛 в терминах

𝛿𝑛 =

𝑝𝑛∫︁
1

𝜇(𝑝𝑛; 𝑡)

𝑡
𝑑𝑡,

где 𝜇(𝑝𝑛; 𝑡) — число точек 𝑝𝑘 ̸= 𝑝𝑛 из отрезка
{︀
𝑥 : |𝑝𝑛 − 𝑥| 6 𝑡

}︀
.

Оказывается, условие лакунарности по Фейеру является и необходимым для того, чтобы для
любой целой функции 𝑓 вида (2) каждая компонента множества ℱ(𝑓) была ограничена.

Для доказательства основного результата нам понадобится следующая лемма, которая дока-
зана Бейкером [13] с применением теоремы Шоттки.

Лемма 1 ([13]). Пусть аналитическая в области 𝐷 функция 𝑔 из некоторого семейства 𝐺
не принимает значений 0 и 1. Если 𝐷0 — компактное связное подмножество в 𝐷, на котором
|𝑔(𝑧)| > 1 для всех 𝑔 ∈ 𝐺, то существуют постоянные 𝑈 , 𝑉 , зависящие только от 𝐷0 и 𝐷,
такие, что для любых 𝑧, 𝑧′ из 𝐷0 и для всех функций 𝑔 ∈ 𝐺 верна оценка

|𝑔(𝑧′)| < 𝑈 |𝑔(𝑧)|𝑉 .

Нам потребуется также следующая теорема из [22] (формулировка дается применительно к
степенным рядам вида (2) и в несколько упрощенном виде).

Теорема 5 ([22]). Пусть выполняются условия:

1)
∞∑︁
𝑛=1

1

𝑝𝑛
< ∞; 2)

∞∫︁
1

𝑐(𝑡)

𝑡2
𝑑𝑡 < ∞, (8)

где

𝑐(𝑡) = max
𝑝𝑛6𝑡

𝑞𝑛, 𝑞𝑛 = − ln |𝑞′(𝑝𝑛)|, 𝑞(𝑧) =
∞∏︁
𝑘=1

(︂
1− 𝑧2

𝑝2𝑘

)︂
.

Тогда существует множество 𝐸 ⊂ [0,∞) конечной логарифмической меры, такое, что для
любой окружности 𝐶(𝑟) = {𝑧 : |𝑧| = 𝑟} найдется измененная «окружность» 𝐶*(𝑟), обладающая
свойствами:

1. Если mes 𝑒 — длина дуги 𝑒 ⊂ 𝐶(𝑟), то

lim
𝑟→∞

mes
[︀
𝐶(𝑟) ∩ 𝐶*(𝑟)

]︀
𝑟

= 2𝜋;

2. lim
𝑟→∞

max
𝑧∈𝐶*(𝑟)

ln
𝑟

|𝑧|
= 0;

3. при 𝑟 → ∞ вне 𝐸

ln𝑀(𝑟, 𝑓) = (1 + 𝑜(1)) ln𝑚*(𝑟),

где 𝑚*(𝑟) = min
𝑧∈𝐶*(𝑟)

|𝑓(𝑧)|.
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Для того чтобы для любой функции 𝑓 была справедлива теорема 5, выполнение пары усло-
вий (8) и необходимо [23].

Основным результатом статьи является

Теорема 6. Пусть 𝑓 — целая трансцендентная функция, заданная лакунарным степенным
рядом (2), для которой при некотором 𝑇0 > 1 верна оценка (3). Если выполняется пара усло-
вий (8), то каждая компонента множества ℱ(𝑓) ограничена.

Показано, что для любой целой функции 𝑓 вида (2), для которой
∞∑︁
𝑛=1

1

𝑝𝑛
= ∞,

существует компонента множества ℱ(𝑓), содержащая луч [0,∞).

3. Доказательство теоремы 6

Согласно условию (3) при некотором 𝑇1 > 𝑇0 > 1 верна оценка

ln𝑀(𝑟𝑇0 , 𝑓)

ln𝑀(𝑟, 𝑓)
> 𝑇1, 𝑟 > 𝑥0. (9)

Пусть 𝑇0 < 𝑇 < 𝑇1, а 𝑞 > 1 такое, что 𝑞𝑇 < 𝑇1. Тогда (1− 𝜀)𝑇1 > 𝑞𝑇 при некотором 𝜀 > 0.
По теореме 5 по выбранному таким образом 𝜀 > 0 существует множество 𝐸 ⊂ [0,∞) конечной

логарифмической меры, что
𝑚*(𝑟) > 𝑀(𝑟, 𝑓)1−𝜀 (10)

при 𝑟 ∈ [0,∞) ∖𝐸, 𝑚*(𝑟) — минимум модуля функции 𝑓 по кривой, близкой (в смысле теремы 5)
к окружности |𝑧| = 𝑟.

Далее, функция 𝑓 — трансцендентная, поэтому 𝑀(𝑟, 𝑓) растет быстрее любой степени 𝑟𝑁 .
Пусть 𝑅1 > 0 такое, что

𝑀(𝑟, 𝑓) > 2𝑟𝑞𝑇 при 𝑟 > 𝑅1.

Имея это в виду, рассмотрим последовательность {𝑅𝑛}, где 𝑅𝑛+1 = 𝑀(𝑅𝑛, 𝑓) (𝑛 > 1). Ясно, что
𝑅𝑛 ↑ ∞ при 𝑛 → ∞, причем 𝐽𝑛 ⊂ 𝐼𝑛, где

𝐽𝑛 = [𝑅𝑇
𝑛 ,

1
2𝑅

𝑞𝑇
𝑛 ], 𝐼𝑛 = [𝑅𝑛, 𝑅𝑛+1] (𝑞 > 1, 𝑇 > 1).

Так как при 𝑛 → ∞

ln -mes 𝐽𝑛 = ln
𝑅𝑞𝑇

𝑛

2𝑅𝑇
𝑛

= − ln 2 + (𝑞 − 1)𝑇 ln𝑅𝑛 → ∞,

а
∞∑︁
𝑛=1

ln -mes (𝐸 ∩ 𝐽𝑛) < ∞,

то
lim
𝑛→∞

ln -mes (𝐸 ∩ 𝐽𝑛) = 0.

Значит, при 𝑛 > 𝑛1 каждый отрезок 𝐽𝑛 содержит точку 𝜌𝑛, не принадлежащую 𝐸. Так что, если
учесть оценки (9), (10), получим

𝑚*(𝜌𝑛) > 𝑀(𝜌𝑛, 𝑓)
1−𝜀 > [𝑀(𝑅𝑇

𝑛 , 𝑓)]
1−𝜀 > 𝑀(𝑅𝑛, 𝑓)

(1−𝜀)𝑇1 , 𝑛 > 𝑛1.

Так как (1− 𝜀)𝑇1 > 𝑞𝑇 , то при 𝑛 > 𝑛1

𝑚*(𝜌𝑛) > 𝑀(𝑅𝑛, 𝑓)
𝑞𝑇 = 𝑅𝑞𝑇

𝑛+1, (11)

где 𝑞 > 1, 𝑇 > 1.
Наша задача — показать, что каждая компонента множества ℱ(𝑓) ограничена. Предположим

противное. Пусть ℱ(𝑓) имеет неограниченную компоненту 𝐷. Тогда по свойству 4 она односвязна.
Далее воспользуемся некоторыми идеями Бейкера. Поскольку 𝐷 — компонента ℱ(𝑓), и она

не ограничена, то существует номер 𝑛2 > 𝑛1, такой, что 𝐷 ∩ 𝐴𝑛 ̸= ∅ при всех 𝑛 > 𝑛2, где
𝐴𝑛 = {𝑧 : |𝑧| = 𝑅𝑛}.
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Введем в рассмотрение также окружности

𝐶𝑛 = {𝑧 : |𝑧| = 𝜌𝑛}, 𝐵𝑛 = {𝑧 : |𝑧| = 𝑅𝑞𝑇
𝑛 } (𝑞 > 1, 𝑇 > 1).

Напомним, что 𝑅𝑇
𝑛 6 𝜌𝑛 6 1

2𝑅
𝑞𝑇
𝑛 , 𝑅𝑛 < 𝑅𝑇

𝑛 < 𝑅𝑞𝑇
𝑛 < 𝑅𝑛+1.

Пусть 𝑛 > 𝑛2. Так как множество 𝐷 связно, и 𝐷 ∩ 𝐴𝑛 ̸= ∅, то в 𝐷 найдется кривая 𝛾,
соединяющая некоторую точку 𝑎𝑛 ∈ 𝐴𝑛 с какой-то точкой 𝑏𝑛+1 ∈ 𝐵𝑛+1 (Рис. 1). Так как 𝑚*(𝜌𝑛) →
∞ при 𝑛 → ∞ (это видно из оценки (11)), то 𝑓(𝐷) — неограниченное связное подмножество ℱ(𝑓),
содержащее континуум 𝑓(𝛾). Здесь

𝑚*(𝜌𝑛) = min
𝑧∈𝐶*

𝑛

|𝑓(𝑧)|,

где 𝐶*
𝑛 — близкая (в смысле теоремы 5) к 𝐶𝑛 «окружность». Согласно теореме 5

𝜌𝑛
|𝑧|

→ 1 (12)

при 𝑛 → ∞ равномерно по 𝑧 из 𝐶*
𝑛.

Рис. 1. Неограниченная компонента 𝐷 ⊂ ℱ(𝑓)

Пусть 𝑐𝑛 — точка кривой 𝛾, через которую проходит 𝐶*
𝑛. Ясно, что при 𝑛 > 𝑛3 > 𝑛2 𝛾 содержит

также и некоторую точку 𝑐𝑛+1 измененной окружности 𝐶*
𝑛+1, причем |𝑐𝑛+1| < 𝑅𝑞𝑇

𝑛+1 (это следует
из того, что 𝑅𝑇

𝑛+1 6 𝜌𝑛+1 6 1
2𝑅

𝑞𝑇
𝑛+1, если учесть (12)).

Так как 𝑎𝑛 — точка 𝛾, |𝑎𝑛| = 𝑅𝑛, то |𝑓(𝑎𝑛)| 6 𝑀(𝑅𝑛, 𝑓) = 𝑅𝑛+1. С другой стороны, из (11)
следует, что

|𝑓(𝑐𝑛+1)| > 𝑚*(𝜌𝑛+1) > 𝑅𝑞𝑇
𝑛+2.

Следовательно, кривая 𝑓(𝛾) содержит дугу 𝛾(1), соединяющую некоторую точку 𝑎
(1)
𝑛+1 ∈ 𝐴𝑛+1 с

точкой 𝑏
(1)
𝑛+2 окружности 𝐵𝑛+2. При этом 𝛾(1) содержит некоторую точку 𝑐

(1)
𝑛+2 измененной окруж-

ности 𝐶*
𝑛+2. Продолжая рассуждать по индукции, получим, что 𝑓𝑘(𝐷) является неограниченным

связным подмножеством ℱ(𝑓), содержащим дугу 𝛾(𝑘) кривой 𝑓𝑘(𝛾), которая соединяет точки
𝑎
(𝑘)
𝑛+𝑘 ∈ 𝐴𝑛+𝑘 и 𝑏

(𝑘)
𝑛+𝑘+1 ∈ 𝐵𝑛+𝑘+1 и содержит точку 𝑐

(𝑘)
𝑛+𝑘+1 ∈ 𝐶*

𝑛+𝑘+1, где 𝑛 (𝑛 > 𝑛3) фиксировано,
𝑘 > 1. Более того,

min
𝑧∈𝛾(𝑘)

|𝑓𝑘(𝑧)| = |𝑓(𝑧𝑘)| > 𝑅𝑛+𝑘,

где 𝑧𝑘 — некоторая точка 𝛾.
Семейство {𝑓𝑘} нормально в 𝐷. Следовательно, существует подпоследовательность {𝑓𝑘𝑝}, ко-

торая сходится локально равномерно в 𝐷. Не нарушая общности, будем считать, что 𝑧𝑘𝑝 → 𝑧0 ∈ 𝛾.
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Так как |𝑓(𝑧𝑘𝑝)| → ∞ при 𝑘𝑝 → ∞, то последовательность {𝑓𝑘𝑝} сходится к бесконечности рав-
номерно на 𝛾. Значит, для любого 𝑠 > 0 при 𝑘𝑝 > 𝑁(𝑠) > 𝑛3

min
𝑧∈𝛾

|𝑓𝑘𝑝(𝑧)| > 𝑠. (13)

Рассмотрим семейство функций 𝐺 = {𝑔𝑘𝑝}𝑘𝑝>𝑁 , где

𝑔𝑘𝑝(𝑧) =
𝑓𝑘𝑝(𝑧)− 𝑎

𝑏− 𝑎
,

𝑎, 𝑏 — произвольные, но фиксированные точки из множества Жюлиа 𝒥 (𝑓), такие, что 𝑎 ̸= 𝑏.
Значение 𝑁 выберем позже.

Убедимся, что при некотором 𝑁 семейство функций 𝐺 удовлетворяет условиям леммы 1, если
в качестве области 𝐷 взять рассматриваемую нами неограниченную компоненту множества ℱ(𝑓)
и положить 𝐷0 = 𝛾.

Так как по свойствам 2, 3 для всех 𝑘 > 1, для любых 𝑎, 𝑏 ∈ 𝒥 (𝑓) при 𝑧 ∈ 𝐷 ⊂ ℱ(𝑓) итерации
𝑓𝑘(𝑧) не принимают значений 𝑎, 𝑏, то функции 𝑔𝑘𝑝(𝑧) не принимают значений 0 и 1 в 𝐷 при всех

𝑝 > 1. Кроме того, выбрав в (13) 𝑠0 = 𝑠(𝑎,𝑏)
def
= |𝑎|+ |𝑏− 𝑎|, получим, что при 𝑘𝑝 > 𝑁(𝑠0) > 𝑛3

|𝑔𝑘𝑝(𝑧)| =
|𝑓𝑘𝑝(𝑧)− 𝑎|

|𝑏− 𝑎|
>

⃒⃒
|𝑓𝑘𝑝(𝑧)| − |𝑎|

⃒⃒
|𝑏− 𝑎|

> 1, 𝑧 ∈ 𝛾.

Таким образом, семейство функций 𝐺 удовлетворяет условиям леммы 1 при 𝑁 = 𝑁(𝑠0). Значит,
существуют постоянные 𝑈 , 𝑉 , зависящие только от 𝛾 и 𝐷, что

|𝑔𝑘𝑝(𝑧′)| < 𝑈 |𝑔𝑘𝑝(𝑧)|𝑉 (14)

для всех 𝑧, 𝑧′ ∈ 𝛾.
Проверяется, что для всех 𝑧 ∈ 𝛾

𝐴|𝑓𝑘𝑝(𝑧)| 6 |𝑔𝑘𝑝 | 6 𝐵|𝑓𝑘𝑝(𝑧)|,
где

𝐴 =
1

𝑠0
, 𝐵 =

|𝑎|+ 𝑠0
𝑠0|𝑏− 𝑎|

, 𝑠0 = |𝑎|+ |𝑏− 𝑎|. (15)

Следовательно, для всех 𝑧, 𝑧′ ∈ 𝛾 при 𝑘𝑝 > 𝑁

|𝑓𝑘𝑝(𝑧′)| < 𝑈*|𝑓𝑘𝑝(𝑧)|𝑉 , 𝑈* =
𝑈𝐵𝑉

𝐴
.

Пусть 𝑘𝑝 > 𝑁 , 𝑧, 𝑧′ — точки 𝛾, такие, что:

1) 𝑓𝑘𝑝(𝑧) = 𝑎
(𝑘𝑝)
𝑛+𝑘𝑝

, 𝑎
(𝑘𝑝)
𝑛+𝑘𝑝

∈ 𝐴𝑛+𝑘𝑝 ;

2) 𝑓𝑘𝑝(𝑧′) = 𝑐
(𝑘𝑝)
𝑛+𝑘𝑝+1, 𝑐

(𝑘𝑝)
𝑛+𝑘𝑝+1 ∈ 𝐶*

𝑛+𝑘𝑝+1.

Тогда при 𝑘𝑝 > 𝑁

𝑀(𝑅𝑛+𝑘𝑝 , 𝑓) = 𝑅𝑛+𝑘𝑝+1 < |𝑐(𝑘𝑝)𝑛+𝑘𝑝+1| = |𝑓𝑘𝑝(𝑧′)| < 𝑈*|𝑓𝑘𝑝(𝑧)|𝑉 = 𝑈*|𝑎(𝑘𝑝)𝑛+𝑘𝑝
|𝑉 = 𝑈*𝑅𝑉

𝑛+𝑘𝑝 ,

что противоречит тому, что 𝑓 — трансцендентная функция, так как 𝑅𝑛+𝑘𝑝 → ∞ при 𝑘𝑝 → ∞.
Теорема доказана.

4. О существенности условия Фейера

Условие 1) из (8) для справедливости теоремы 6 и необходимо. Действительно, для любой
последовательности {𝑝𝑛}, такой, что

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑝𝑛
= ∞,

существует целая функция

𝑓(𝑧) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛𝑧
𝑝𝑛
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с вещественными коэффициентами, ограниченная на вещественной оси [24], [25]. Значит, имеется
открытое связное множество 𝐷 ⊃ R, на котором функция 𝑓 также ограничена. Пусть |𝑓(𝑧)| 6 1
при 𝑧 ∈ 𝐷. Так как для вещественных 𝑥 все итерации 𝑓𝑘(𝑥) вещественны, то |𝑓𝑘(𝑥)| 6 1, 𝑥 ∈ R.
Очевидно,

𝑎 =
∞∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛| < ∞.

Пусть 𝐾 — любой компакт из 𝐷. Тогда для 𝑧 ∈ 𝐾 имеем:

|𝑓(𝑧)| 6 1,

|𝑓2(𝑧)| =
⃒⃒ ∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛[𝑓(𝑧)]
𝑝𝑛
⃒⃒
6

∞∑︀
𝑛=1

|𝑎𝑛||𝑓(𝑧)|𝑝𝑛 6 𝑎,

. . . . . . . . .

|𝑓𝑘(𝑧)| =
⃒⃒ ∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛[𝑓
𝑘−1(𝑧)]𝑝𝑛

⃒⃒
6 𝑎.

Таким образом, семейство {𝑓𝑘} нормально в 𝐷. Отсюда следует, что R ⊂ 𝐷 ⊂ ℱ(𝑓). Это
означает, что множество ℱ(𝑓) содержит неограниченную компоненту.
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