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ИНТЕГРИРОВАНИЕ УРАВНЕНИЯ КОРТЕВЕГА-ДЕ ФРИЗА
СО СПЕЦИАЛЬНЫМ СВОБОДНЫМ ЧЛЕНОМ В КЛАССЕ

ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

А.Б. ЯХШИМУРАТОВ

Аннотация. В этой работе метод обратной спектральной задачи применяется к ин-
тегрированию уравнения Кортевега-де Фриза со свободным членом, не зависящим от
пространственной переменной в классе периодических функций.
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стема уравнений Дубровина-Трубовица, уравнение Кортевега-де Фриза.

1. Введение

В работах [1–8] и др. исследовано уравнение Кортевега-де Фриза (КдФ) в классе пери-
одических функций.

В данной работе изучается уравнение КдФ со свободным членом, не зависящим от про-
странственной переменной, а именно рассмотрим следующее уравнение

𝑞𝑡 = 𝑞𝑥𝑥𝑥 − 6𝑞𝑞𝑥 + 𝑓(𝑡), 𝑡 > 0, 𝑥 ∈ 𝑅1 (1)

с начальным условием

𝑞(𝑥, 𝑡)|𝑡=0 = 𝑞0(𝑥), (2)

где 𝑓(𝑡) — действительная непрерывная функция. Требуется найти действительную функ-
цию 𝑞(𝑥, 𝑡), которая 𝜋-периодическая по переменной 𝑥:

𝑞(𝑥 + 𝜋, 𝑡) ≡ 𝑞(𝑥, 𝑡), 𝑡 > 0, 𝑥 ∈ 𝑅1 (3)

и удовлетворяет условиям гладкости:

𝑞(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶3
𝑥(𝑡 > 0) ∩ 𝐶1

𝑡 (𝑡 > 0) ∩ 𝐶(𝑡 > 0). (4)

Отметим, что уравнение КдФ с самосогласованным источником в классе быстроубы-
вающих функций было рассмотрено в работах [9–13] и др., а нелинейные уравнения с
самосогласованным источником в классе периодических функций в различных постанов-
ках изучены в работах [14–16].

Цель данной работы — дать процедуру построения решения 𝑞(𝑥, 𝑡) задачи (1)–(4) в
рамках обратной спектральной задачи для оператора Штурма-Лиувилля.
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2. Необходимые сведения

В этом пункте, для полноты изложения, приведем некоторые основные сведения, касаю-
щиеся обратной спектральной задачи для оператора Штурма-Лиувилля с периодическим
потенциалом (см. [17–19]).

Рассмотрим следующий оператор Штурма-Лиувилля на всей прямой

𝐿𝑦 ≡ −𝑦′′ + 𝑞(𝑥)𝑦 = 𝜆 𝑦, 𝑥 ∈ 𝑅1, (5)

где 𝑞(𝑥) — действительная непрерывная 𝜋-периодическая функция.
Обозначим через 𝑐(𝑥, 𝜆) и 𝑠(𝑥, 𝜆) решения уравнения (5), удовлетворяющие начальным

условиям 𝑐(0, 𝜆) = 1, 𝑐′(0, 𝜆) = 0 и 𝑠(0, 𝜆) = 0, 𝑠′(0, 𝜆) = 1. Функция ∆(𝜆) = 𝑐(𝜋, 𝜆)+𝑠′(𝜋, 𝜆)
называется функцией Ляпунова или дискриминантом Хилла.

Спектр оператора (5) чисто непрерывный и совпадает со следующим множеством

𝐸 = {𝜆 ∈ 𝑅1 : −2 6 ∆(𝜆) 6 2 } = [𝜆0, 𝜆1] ∪ [𝜆2, 𝜆3] ∪ ... ∪ [𝜆2𝑛, 𝜆2𝑛+1] ∪ ... .

Интервалы (−∞, 𝜆0), (𝜆2𝑛−1, 𝜆2𝑛), 𝑛 = 1, 2, ... называются лакунами. Здесь 𝜆0, 𝜆4𝑘−1,
𝜆4𝑘 — собственные значения периодической задачи (𝑦(0) = 𝑦(𝜋), 𝑦′(0) = 𝑦′(𝜋)), а 𝜆4𝑘+1,
𝜆4𝑘+2 — собственные значения антипериодической задачи (𝑦(0) = −𝑦(𝜋), 𝑦′(0) = −𝑦′(𝜋))
для уравнения (5).

Пусть 𝜉𝑛, 𝑛 = 1, 2, ... корни уравнения 𝑠(𝜋, 𝜆) = 0. Отметим, что 𝜉𝑛, 𝑛 = 1, 2, ...
совпадают с собственными значениями задачи Дирихле (𝑦(0) = 0, 𝑦(𝜋) = 0) для уравнения
(5), кроме того выполняются следующие включения 𝜉𝑛 ∈ [𝜆2𝑛−1, 𝜆2𝑛], 𝑛 = 1, 2, ... .

Числа 𝜉𝑛, 𝑛 = 1, 2, ... вместе со знаками 𝜎𝑛 = 𝑠𝑖𝑔𝑛{𝑠′2(𝜋, 𝜉𝑛) − 1}, 𝑛 = 1, 2, ... называют-
ся спектральными параметрами задачи (5). Спектральные параметры 𝜉𝑛, 𝜎𝑛, 𝑛 = 1, 2, ...
и границы 𝜆𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, ... спектра называют спектральными данными оператора
(5). Восстановление коэффициента 𝑞(𝑥) по спектральным данным называется обратной
спектральной задачей для оператора (5).

Спектр оператора Штурма-Лиувилля с коэффициентом 𝑞(𝑥+ 𝜏) не зависит от действи-
тельного параметра 𝜏 , а спектральные параметры зависят от 𝜏 : 𝜉𝑛(𝜏), 𝜎𝑛(𝜏), 𝑛 = 1, 2, ....
Спектральные параметры удовлетворяют следующей системе уравнений Дубровина-
Трубовица

𝑑𝜉𝑛
𝑑𝜏

= 2𝜎𝑛(𝜏) ·
√︀

(𝜉𝑛 − 𝜆2𝑛−1)(𝜆2𝑛 − 𝜉𝑛)×

×

⎯⎸⎸⎷(𝜉𝑛 − 𝜆0)
∞∏︁

𝑘=1
𝑘 ̸=𝑛

(𝜉𝑛 − 𝜆2𝑘−1)(𝜉𝑛 − 𝜆2𝑘)

(𝜉𝑘 − 𝜉𝑛)2
, 𝑛 > 1.

Система уравнений Дубровина-Трубовица и следующая формула следов

𝑞(𝜏) = 𝜆0 +
∞∑︁
𝑘=1

(𝜆2𝑘−1 + 𝜆2𝑘 − 2𝜉𝑘(𝜏))

дают метод решения обратной задачи.

3. Основная теорема

Основной результат настоящей работы заключается в следующей теореме.

Теорема 1. Пусть 𝑞(𝑥, 𝑡) решение задачи (1)–(4). Тогда границы 𝜆𝑛(𝑡), 𝑛 > 0 спектра
следующего оператора

𝐿(𝑡)𝑦 ≡ −𝑦′′ + 𝑞(𝑥, 𝑡)𝑦 = 𝜆𝑦, 𝑥 ∈ 𝑅1 (6)
удовлетворяют уравнениям

𝜆̇𝑛(𝑡) = 𝑓(𝑡), 𝑛 > 0, (7)
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а спектральные параметры 𝜉𝑛(𝑡), 𝑛 > 1 удовлетворяют аналогу системы уравнений
Дубровина-Трубовица:

𝜉𝑛(𝑡) = 4𝜎𝑛(𝑡)[𝑞(0, 𝑡) + 2𝜉𝑛(𝑡)] ·
√︀

(𝜉𝑛(𝑡) − 𝜆2𝑛−1(𝑡))(𝜆2𝑛(𝑡) − 𝜉𝑛(𝑡))×

×

⎯⎸⎸⎷(𝜉𝑛(𝑡) − 𝜆0(𝑡))
∞∏︁

𝑘=1
𝑘 ̸=𝑛

(𝜉𝑛(𝑡) − 𝜆2𝑘−1(𝑡))(𝜉𝑛(𝑡) − 𝜆2𝑘(𝑡))

(𝜉𝑘(𝑡) − 𝜉𝑛(𝑡))2
+ 𝑓(𝑡), 𝑛 > 1, (8)

где знак 𝜎𝑛(𝑡) меняется на противоположный при каждом столкновении точки 𝜉𝑛(𝑡) с
границами своей лакуны [𝜆2𝑛−1(𝑡), 𝜆2𝑛(𝑡)]. Кроме того, выполняются следующие началь-
ные условия:

𝜉𝑛(𝑡)|𝑡=0 = 𝜉0𝑛, 𝜎𝑛(𝑡)|𝑡=0 = 𝜎0
𝑛 , 𝑛 > 1,

где 𝜉0𝑛, 𝜎
0
𝑛, 𝑛 > 1 — спектральные параметры оператора Штурма-Лиувилля с коэффици-

ентом 𝑞0(𝑥).

Доказательство. Обозначим через 𝑦𝑛(𝑥, 𝑡), 𝑛 = 1, 2, ... ортонормированные соб-
ственные функции задачи Дирихле (𝑦(0) = 0, 𝑦(𝜋) = 0) для уравнения (6), соответ-
ствующие собственным значениям 𝜉𝑛(𝑡), 𝑛 = 1, 2, ... . Дифференцируя по 𝑡 тождество
(𝐿(𝑡)𝑦𝑛, 𝑦𝑛) = 𝜉𝑛 и используя симметричность оператора 𝐿(𝑡), имеем

𝜉𝑛 = (𝐿(𝑡)𝑦̇𝑛 + 𝑞𝑡𝑦𝑛, 𝑦𝑛) + (𝐿(𝑡)𝑦𝑛, 𝑦̇𝑛) = (𝑦̇𝑛, 𝐿(𝑡)𝑦𝑛) + (𝐿(𝑡)𝑦𝑛, 𝑦̇𝑛) + (𝑞𝑡𝑦𝑛, 𝑦𝑛) =

= 𝜉𝑛((𝑦𝑛, 𝑦𝑛))̇ + (𝑞𝑡𝑦𝑛, 𝑦𝑛) =

𝜋∫︁
0

𝑞𝑡(𝑥, 𝑡)𝑦
2
𝑛(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥. (9)

Здесь (· , ·) скалярное произведение пространства 𝐿2(0, 𝜋).
Используя (1), равенство (9) перепишем в виде

𝜉𝑛 =

𝜋∫︁
0

𝑞𝑥𝑥𝑥𝑦
2
𝑛𝑑𝑥− 6

𝜋∫︁
0

𝑞𝑥𝑦𝑛(𝑞𝑦𝑛)𝑑𝑥 + 𝑓(𝑡). (10)

Применяя формулы интегрирования по частям в (10), получим

𝜉𝑛 =

𝜋∫︁
0

𝑦2𝑛𝑑𝑞𝑥𝑥 − 6

𝜋∫︁
0

(𝜉𝑛𝑦
2
𝑛 + 𝑦′′𝑛𝑦𝑛)𝑑𝑞 + 𝑓(𝑡) =

= 𝑦2𝑛 𝑞𝑥𝑥|
𝜋
0 −

𝜋∫︁
0

2𝑦𝑛𝑦
′
𝑛𝑑𝑞𝑥 − 6(𝜉𝑛𝑦

2
𝑛 + 𝑦′′𝑛𝑦𝑛)𝑞|𝜋0+

+6

𝜋∫︁
0

(2𝜉𝑛𝑦𝑛𝑦
′
𝑛 + 𝑦′′′𝑛 𝑦𝑛 + 𝑦′′𝑛𝑦

′
𝑛)𝑞𝑑𝑥 + 𝑓(𝑡) =

= −2𝑦𝑛𝑦
′
𝑛 𝑞𝑥|

𝜋
0 + 2

𝜋∫︁
0

((𝑦′𝑛)2 + 𝑦′′𝑛𝑦𝑛)𝑑𝑞+

+6

𝜋∫︁
0

{2𝜉𝑛𝑦
′
𝑛 · (𝑞𝑦𝑛) + 𝑦′′′𝑛 · (𝑞𝑦𝑛)}𝑑𝑥 + 6

𝜋∫︁
0

𝑦′′𝑛𝑦
′
𝑛𝑞𝑑𝑥 + 𝑓(𝑡) =

= 2((𝑦′𝑛)2 + 𝑦𝑛𝑦
′′
𝑛)𝑞|𝜋0 − 2

𝜋∫︁
0

{3𝑦′𝑛𝑦
′′
𝑛 + 𝑦𝑛𝑦

′′′
𝑛 }𝑞𝑑𝑥+
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𝜋∫︁
0

{𝜉𝑛𝑦𝑛𝑦′𝑛 + 𝑦′𝑛𝑦
′′
𝑛}𝑑𝑥 + 6

𝜋∫︁
0

{𝜉𝑛𝑦′′′𝑛 𝑦𝑛 + 𝑦′′𝑛𝑦
′′′
𝑛 }𝑑𝑥 + 6

𝜋∫︁
0

𝑦′′𝑛𝑦
′
𝑛𝑞𝑑𝑥 + 𝑓(𝑡) =

= 2(𝑦′𝑛)2 𝑞|𝜋0 + 4

𝜋∫︁
0

{𝜉𝑛𝑦′′′𝑛 𝑦𝑛 + 𝑦′′𝑛𝑦
′′′
𝑛 }𝑑𝑥 + 6𝜉2𝑛𝑦

2
𝑛

⃒⃒𝜋
0

+ 6𝜉𝑛 (𝑦′𝑛)2
⃒⃒𝜋
0

+ 𝑓(𝑡) =

= 2(𝑦′𝑛)2 (𝑞 + 3𝜉𝑛)|𝜋0 + 4𝜉𝑛

𝜋∫︁
0

𝑦𝑛𝑑𝑦
′′
𝑛 + 2(𝑦′′𝑛)2

⃒⃒𝜋
0

+ 𝑓(𝑡) =

= 2(𝑦′𝑛)2 (𝑞 + 3𝜉𝑛)|𝜋0 + 4𝜉𝑛𝑦𝑛𝑦
′′
𝑛|

𝜋
0 − 4𝜉𝑛

𝜋∫︁
0

𝑦′𝑛𝑦
′′
𝑛𝑑𝑥 + 𝑓(𝑡) =

= 2(𝑦′𝑛)2 (𝑞 + 3𝜉𝑛)|𝜋0 − 2𝜉𝑛 (𝑦′𝑛)2
⃒⃒𝜋
0

+ 𝑓(𝑡).

Таким образом,

𝜉𝑛 = 2[(𝑦′𝑛(𝜋, 𝑡))2 − (𝑦′𝑛(0, 𝑡))2] · [𝑞(0, 𝑡) + 2𝜉𝑛(𝑡)] + 𝑓(𝑡). (11)

Обозначим через 𝑐(𝑥, 𝜆, 𝑡) и 𝑠(𝑥, 𝜆, 𝑡) решения уравнения (6), удовлетворяющие началь-
ным условиям 𝑐(0, 𝜆, 𝑡) = 1, 𝑐′(0, 𝜆, 𝑡) = 0 и 𝑠(0, 𝜆, 𝑡) = 0, 𝑠′(0, 𝜆, 𝑡) = 1. В этом случае,
функция Ляпунова определяется равенством ∆(𝜆, 𝑡) = 𝑐(𝜋, 𝜆, 𝑡) + 𝑠′(𝜋, 𝜆, 𝑡).

Полагая 𝜆 = 𝜉𝑛(𝑡) в тождестве
𝜋∫︁

0

𝑠2(𝑥, 𝜆, 𝑡)𝑑𝑥 = 𝑠′(𝜋, 𝜆, 𝑡)
𝜕 𝑠(𝜋, 𝜆, 𝑡)

𝜕𝜆
− 𝑠(𝜋, 𝜆, 𝑡)

𝜕2𝑠(𝜋, 𝜆, 𝑡)

𝜕𝜆 𝜕 𝑥

и пользуясь равенством 𝑠(𝜋, 𝜉𝑛(𝑡), 𝑡) = 0, получим

𝑐2𝑛(𝑡) ≡
𝜋∫︁

0

𝑠2(𝑥, 𝜉𝑛(𝑡), 𝑡)𝑑𝑥 = 𝑠′(𝜋, 𝜉𝑛(𝑡), 𝑡)
𝜕𝑠(𝜋, 𝜉𝑛(𝑡), 𝑡)

𝜕𝜆
.

В частности, отсюда следует, что

𝑠𝑖𝑔𝑛

{︂
𝜕𝑠(𝜋, 𝜉𝑛(𝑡), 𝑡)

𝜕𝜆

}︂
= 𝑠𝑖𝑔𝑛{𝑠′(𝜋, 𝜉𝑛(𝑡), 𝑡)}. (12)

Подставляя следующее выражение

𝑦𝑛(𝑥, 𝑡) =
1

𝑐𝑛(𝑡)
𝑠(𝑥, 𝜉𝑛(𝑡), 𝑡)

в равенство (11), имеем

𝜉𝑛(𝑡) = 2[𝑞(0, 𝑡) + 2𝜉𝑛(𝑡)] ·

[︁
𝑠′(𝜋, 𝜉𝑛(𝑡), 𝑡) − 1

𝑠′(𝜋,𝜉𝑛(𝑡),𝑡)

]︁
𝜕𝑠(𝜋,𝜉𝑛(𝑡),𝑡)

𝜕𝜆

+ 𝑓(𝑡). (13)

Подставляя значения 𝑥 = 𝜋 и 𝜆 = 𝜉𝑛(𝑡) в тождество

𝑐(𝑥, 𝜆, 𝑡)𝑠′(𝑥, 𝜆, 𝑡) − 𝑐′(𝑥, 𝜆, 𝑡)𝑠(𝑥, 𝜆, 𝑡) = 1,

находим

𝑐(𝜋, 𝜉𝑛(𝑡), 𝑡) =
1

𝑠′(𝜋, 𝜉𝑛(𝑡), 𝑡)
. (14)

С помощью (14) и равенства

[𝑐(𝜋, 𝜆, 𝑡) − 𝑠′(𝜋, 𝜆, 𝑡)]2 = (∆2(𝜆, 𝑡) − 4) − 4𝑐′(𝜋, 𝜆, 𝑡)𝑠(𝜋, 𝜆, 𝑡),
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получим

𝑠′(𝜋, 𝜉𝑛(𝑡), 𝑡) − 1

𝑠′(𝜋, 𝜉𝑛(𝑡), 𝑡)
=

𝜎𝑛(𝑡)

𝑠𝑖𝑔𝑛{𝑠′(𝜋, 𝜉𝑛(𝑡), 𝑡)}
√︀

∆2(𝜉𝑛(𝑡), 𝑡) − 4, (15)

где 𝜎𝑛(𝑡) = 𝑠𝑖𝑔𝑛{𝑠′2(𝜋, 𝜉𝑛(𝑡), 𝑡) − 1}. Используя (12) и (15), выводим

𝑠′(𝜋, 𝜉𝑛(𝑡), 𝑡) − 1
𝑠′(𝜋,𝜉𝑛(𝑡),𝑡)

𝜕𝑠(𝑥,𝜉𝑛(𝑡),𝑡)
𝜕𝜆

= 𝜎𝑛(𝑡) ·
⎯⎸⎸⎷∆2(𝜉𝑛(𝑡), 𝑡) − 4(︁

𝜕𝑠(𝜋,𝜉𝑛(𝑡),𝑡)
𝜕𝜆

)︁2 .

Из разложений

𝑠(𝜋, 𝜆, 𝑡) = 𝜋
∞∏︁
𝑘=1

𝜉𝑘(𝑡) − 𝜆

𝑘2
,

и

∆2(𝜆, 𝑡) − 4 = −4𝜋2(𝜆− 𝜆0(𝑡)) ·
∞∏︁
𝑘=1

(𝜆− 𝜆2𝑘−1(𝑡))(𝜆− 𝜆2𝑘(𝑡))

𝑘4
,

следует, что
𝑠′(𝜋, 𝜉𝑛(𝑡), 𝑡) − 1

𝑠′(𝜋,𝜉𝑛(𝑡),𝑡)

𝜕𝑠(𝑥,𝜉𝑛(𝑡),𝑡)
𝜕𝜆

= 2𝜎𝑛(𝑡) ·
√︀

(𝜉𝑛(𝑡) − 𝜆2𝑛−1(𝑡))(𝜆2𝑛(𝑡) − 𝜉𝑛(𝑡))×

×

⎯⎸⎸⎷(𝜉𝑛(𝑡) − 𝜆0(𝑡))
∞∏︁

𝑘=1
𝑘 ̸=𝑛

(𝜉𝑛(𝑡) − 𝜆2𝑘−1(𝑡))(𝜉𝑛(𝑡) − 𝜆2𝑘(𝑡))

(𝜉𝑘(𝑡) − 𝜉𝑛(𝑡))2
. (16)

Из (12) и (16) следует (8).
Известно, что границы 𝜆𝑛(𝑡), 𝑛 = 0, 1, 2, ... спектра оператора (6) совпадают либо

с собственными значениями периодической задачи, либо антипериодической задачи для
уравнения Штурма-Лиувилля (6). Обозначив через 𝑣𝑛(𝑥, 𝑡) нормированную собственную
функцию, соответствующую собственному значению 𝜆𝑛(𝑡), периодической или антипери-
одической задачи для уравнения Штурма-Лиувилля (6), действуя вышеприведенным об-
разом, выводим равенства (7). Теорема доказана.

4. Следствия из основной теоремы

Следствие 1. Если мы вместо 𝑞(𝑥, 𝑡) рассмотрим 𝑞(𝑥 + 𝜏, 𝑡), то собственные значения
периодической и антипериодической задачи зависят только от параметра 𝑡, а собственные
значения 𝜉𝑛 задачи Дирихле и знаки 𝜎𝑛 зависят от 𝜏 и 𝑡: 𝜉𝑛 = 𝜉𝑛(𝜏, 𝑡), 𝜎𝑛 = 𝜎𝑛(𝜏, 𝑡) = ±1,
𝑛 > 1. В этом случае, система (8) примет вид

𝜕𝜉𝑛(𝜏, 𝑡)

𝜕𝑡
= 4𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)[𝑞(𝜏, 𝑡) + 2𝜉𝑛] ·

√︀
(𝜉𝑛 − 𝜆2𝑛−1)(𝜆2𝑛 − 𝜉𝑛)×

×

⎯⎸⎸⎷(𝜉𝑛 − 𝜆0)
∞∏︁

𝑘=1
𝑘 ̸=𝑛

(𝜉𝑛 − 𝜆2𝑘−1)(𝜉𝑛 − 𝜆2𝑘)

(𝜉𝑘 − 𝜉𝑛)2
+ 𝑓(𝑡), 𝑛 > 1. (17)

Используя формулу следов

𝑞(𝜏, 𝑡) = 𝜆0 +
∞∑︁
𝑘=1

[𝜆2𝑘−1 + 𝜆2𝑘 − 2𝜉𝑘(𝜏, 𝑡)], (18)

уравнение (17) можно написать в следующем замкнутом виде

𝜕𝜉𝑛(𝜏, 𝑡)

𝜕𝑡
= 4𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)

{︃
𝜆0 +

∞∑︁
𝑘=1

(𝜆2𝑘−1 + 𝜆2𝑘 − 2𝜉𝑘) + 2𝜉𝑛

}︃
·
√︀

(𝜉𝑛 − 𝜆2𝑛−1)(𝜆2𝑛 − 𝜉𝑛)×
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×

⎯⎸⎸⎷(𝜉𝑛 − 𝜆0)
∞∏︁

𝑘=1
𝑘 ̸=𝑛

(𝜉𝑛 − 𝜆2𝑘−1)(𝜉𝑛 − 𝜆2𝑘)

(𝜉𝑘 − 𝜉𝑛)2
+ 𝑓(𝑡), 𝑛 > 1. (19)

Следствие 2. Эта теорема дает метод решения задачи (1)-(4). Действительно, обозна-
чим через 𝜆𝑛(𝑡), 𝑛 = 0, 1, 2, ... , 𝜉𝑛(𝜏, 𝑡), 𝜎𝑛(𝜏, 𝑡), 𝑛 = 1, 2, ... спектральные данные
задачи

−𝑦′′ + 𝑞(𝑥 + 𝜏, 𝑡)𝑦 = 𝜆 𝑦, 𝑥 ∈ 𝑅1.

Найдём спектральные данные 𝜆0
𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, ... , 𝜉0𝑛(𝜏), 𝜎0

𝑛(𝜏), 𝑛 = 1, 2, ... для
уравнения

−𝑦′′ + 𝑞0(𝑥 + 𝜏)𝑦 = 𝜆𝑦, 𝑥 ∈ 𝑅1.

Решая уравнения (7) с начальными условиями 𝜆𝑛(𝑡)|𝑡=0 = 𝜆0
𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, ... , находим

𝜆𝑛(𝑡) = 𝜆0
𝑛 +

𝑡∫︁
0

𝑓(𝑠)𝑑𝑠, 𝑛 = 0, 1, 2, ... . (20)

Далее, решаем задачу Коши

𝜉𝑛(𝜏, 𝑡)|𝑡=0 =𝜉0𝑛(𝜏), 𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)
⃒⃒
𝑡=0 = 𝜎0

𝑛(𝜏) , 𝑛 = 1, 2, ...

для системы уравнений Дубровина-Трубовица (19). По формуле следов (18) находим ре-
шение 𝑞(𝜏, 𝑡) задачи (1)–(4).

Замечание 1. Из равенств (20) видно, что спектр оператора Штурма-Лиувилля (6)
двигается на оси, сохраняя начальную структуру, т.е., длины лакун не меняются.

Следствие 3. В работе [18] доказана следующая теорема: для экспоненциального убы-
вания длин лакун оператора Штурма-Лиувилля с 𝜋-периодическим действительным ко-
эффициентом необходима и достаточна аналитичность этого коэффициента. Отсюда вы-
водим, что если начальная функция 𝑞0(𝑥) является действительной аналитической функ-
цией, то длины 𝜆0

2𝑛 − 𝜆0
2𝑛−1 лакун, соответствующие этому коэффициенту, убывает экспо-

ненциально. Так как длины лакун, соответствующие коэффициенту 𝑞(𝑥, 𝑡), не зависят от
𝑡, значит, 𝑞(𝑥, 𝑡) является аналитической функцией по 𝑥.

Следствие 4. В работе [20] доказано обобщение обратной теоремы Борга: для того
чтобы 𝜋-периодический действительный потенциал оператора Штурма-Лиувилля имел
период 𝜋

𝑛
, необходимо и достаточно исчезновения всех лакун, номера которых не делятся

на 𝑛. Здесь 𝑛 > 2 натуральное число и лакуна (𝜆2𝑘−1, 𝜆2𝑘) имеет номер 𝑘. Поэтому, если
𝑞0(𝑥) имеет период 𝜋

𝑛
, то решение задачи (1)-(4) 𝑞(𝑥, 𝑡) является 𝜋

𝑛
-периодическим по 𝑥.

Пользуясь случаем, автор выражает благодарность проф. А.Б.Хасанову (Ургенчский
государственный университет, Узбекистан) за обсуждение работы и ценные советы.
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