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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА НУЛЕЙ
СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ ЗАДАЧИ

ШТУРМА-ЛИУВИЛЛЯ

А.Ю. ТРЫНИН

Аннотация. В работе получены дифференциальные соотношения в терминах диф-
ференциалов Гато для функционалов, ставящих в соответствие суммируемому потен-
циалу 𝑞 задачи Штурма-Лиувилля 𝑘-ый нуль 𝑛-ой собственной функции.
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1. Введение

Различные свойства собственных функций и собственных значений задачи Штурма-
Лиувилля с негладкими потенциалами являются предметом исследований ведущих на-
учных школ спектральной теории дифференциальных операторов уже довольно много
десятилетий. Круг этих задач на данный момент достаточно полно изучен. Не претендуя
на полноту обзора публикаций по данной тематике, приведём ряд известных работ этого
научного направления, опубликованных относительно недавно.

В [1] для фиксированного суммируемого потенциала получены асимптотические фор-
мулы для собственных функций и собственных значений классической задачи Штурма-
Лиувилля с помощью современной трактовки метода Лиувилля-Стеклова.

Работы [2], [3] посвящены изучению асимптотики собственных функций и собственных
значений оператора Штурма-Лиувилля с сингулярным потенциалом, являющимся обоб-
щённой функцией первого порядка, 𝑞(𝑥) = 𝑢′(𝑥), где 𝑢 ∈ 𝐿2[0, 𝜋].

К исследованиям, в которых оценки изучаемых параметров операторов Штурма-
Лиувилля равномерны по потенциалу 𝑞 в шаре пространства Соболева, следует отнести
работы [4], [5].

В фундаментальных работах [6], [7], [8] строится аналог осцилляционной теории Штур-
ма распределения нулей собственных функций на пространственной сети или графах.

Пусть 𝑞 ∈ 𝐿[0, 𝜋], и 𝜆𝑛 = 𝜆𝑛[𝑞] — 𝑛−ое собственное значение задачи Штурма-Лиувилля⎧⎨⎩ 𝑦′′ + [𝜆− 𝑞]𝑦 = 0,
sin𝛼𝑦′(0) + cos𝛼𝑦(0) = 0,
sin 𝛽𝑦′(𝜋) + cos 𝛽𝑦(𝜋) = 0,

(1)

где 𝛼, 𝛽 ∈ R, а 𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆𝑛) ≡ 𝑦𝑛(𝑥) есть соответствующая ему ортонормированная собствен-
ная функция этой задачи ‖𝑦(·, 𝑞, 𝜆𝑛)‖𝐿2[0,𝜋] = 1. Будем нумеровать нули функции 𝑦𝑛, таким
образом 0 ≤ 𝑥0,𝑛 < 𝑥1,𝑛 < · · · < 𝑥𝑛,𝑛 ≤ 𝜋. Зафиксируем некоторые 𝑛 ∈ N и 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, 𝑘 ∈ Z.

A.Yu. Trynin, Differential properties of zeros of eigenfunctions of the Sturm-Liouville
problem.
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Обозначим через 𝑥𝑘,𝑛[𝑞] функционал, ставящий в соответствие потенциалу 𝑞 𝑘+1-ый нуль
слева 𝑛-ой собственной функции 𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆𝑛[𝑞]). Договоримся обозначать через

𝐷𝜑[𝑞, 𝑤] = lim
𝑡→0

𝜑(𝑞 + 𝑡𝑤) − 𝜑(𝑞)

𝑡

дифференциал Гато функционала 𝜑 : 𝐿[0, 𝜋] → R при приращении 𝑤 ∈ 𝐿[0, 𝜋].
В случае граничных условий первого рода в [9] получены некоторые дифференциаль-

ные соотношения в терминах дифференциалов Гато для узловых точек задачи Штурма-
Лиувилля, правда, содержащие производные собственных функций как по переменной 𝑥,
так и по спектральному параметру.

Теорема 1 ([9]). Пусть 𝑞, 𝑤 ∈ 𝐿2[0, 𝜋], тогда дифференциал Гато функционала 𝑥𝑘,𝑛[𝑞]
(𝑛 ∈ N и 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 при 𝛼 = 𝛽 = 0 в (1)) при приращении 𝑤 удовлетворяет соотношению

𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝑤] =
1[︀

𝑦′(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)
]︀2 ∫︁ 𝑥𝑘,𝑛

0

𝑤(𝜏)𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛) 𝑑𝜏

− 𝑦̇(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)

𝑦̇(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)𝑦′(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)𝑦′(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)

∫︁ 𝜋

0

𝑤(𝜏)𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛) 𝑑𝜏,

где

𝑦′(𝑥, 𝑞, 𝜆) =
𝜕

𝜕𝑥
𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆), 𝑦̇(𝑥, 𝑞, 𝜆) =

𝜕

𝜕𝜆
𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆).

Это соотношение использовалось автором для исследования свойств обратной узловой
задачи Штурма-Лиувилля с потенциалом из пространства 𝐿2[0, 𝜋].

В работе [10] получены дифференциальные соотношения в терминах дифференциалов
Гато для узловых точек регулярной задачи Штурма-Лиувилля с суммируемым потенци-
алом и краевыми условиями третьего рода, из которых обязательно следовало удалять
условия первого рода (𝛼 ̸= 𝜋𝑙 и 𝛽 ̸= 𝜋𝑚, 𝑙,𝑚 ∈ Z). С их помощью, в частности, удалось
показать отсутствие устойчивости задачи представления непрерывной на отрезке [0, 𝜋]
функции с помощью интерполяционных процессов Лагранжа, построенных по собствен-
ным функциям задачи Штурма-Лиувилля. Впервые такие процессы предложил изучать
Г.И. Натансон в статье [11]. Теперь результат работы [10] удалось перенести на случай
произвольных краевых условий третьего рода, т.е. 𝛼, 𝛽 ∈ R.

2. Основные результаты

В настоящей работе получены некоторые дифференциальные соотношения в терминах
дифференциалов Гато для узловых точек регулярной задачи Штурма-Лиувилля с произ-
вольными краевыми условиями третьего рода.

Теорема 2. Пусть 𝑞, 𝑤 ∈ 𝐿[0, 𝜋], тогда дифференциал Гато функционала 𝑥𝑘,𝑛[𝑞]
(𝑛 ∈ N и 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛) при приращении 𝑤 удовлетворяет соотношению

𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝑤] =
1[︀

𝑦′(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)
]︀2 ∫︁ 𝜋

0

𝑤(𝜏)𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛)𝛽𝑘,𝑛(𝜏) 𝑑𝜏, (2)

где

𝛽𝑘,𝑛(𝜏) =

{︂
1 − 𝛼𝑘,𝑛, если 𝜏 ∈ [0, 𝑥𝑘,𝑛],
−𝛼𝑘,𝑛, если 𝜏 ∈ (𝑥𝑘,𝑛, 𝜋],

𝛼𝑘,𝑛 =

∫︁ 𝑥𝑘,𝑛

0

𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛) 𝑑𝜏.

Отсюда несложно получается полезная при исследовании устойчивости представления
непрерывной функции с помощью интерполяционного процесса Лагранжа-Штурма-
Лиувилля
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Теорема 3. Какой бы суммируемый потенциал 𝑞 ∈ 𝐿[0, 𝜋] ни взять, для любого
𝜉 ∈ (0, 𝜋), для всех 𝑛 ∈ N и 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 таких, что 𝑥0,𝑛[𝑞] ̸≡ 0 или 𝑥𝑛,𝑛[𝑞] ̸≡ 𝜋, диффе-
ренциал Гато функционала 𝑥𝑘,𝑛[𝑞] при приращении

𝑤(𝑥) =

{︂
0, если 𝑥 ∈ [0, 𝜉],
1, если 𝑥 ∈ (𝜉, 𝜋]

(3)

будет отрицателен, то есть 𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝑤] < 0.

Замечание. В случае, когда хотя бы одно краевое условие принимает вид условий Ди-
рихле: 𝛼 = 2𝜋𝑙, или 𝛽 = 2𝜋𝑙, 𝑙 ∈ Z, т.е. 𝑥0,𝑛[𝑞] ≡ 0, или 𝑥𝑛,𝑛[𝑞] ≡ 𝜋, соответствующий
дифференциал Гато для любых 𝑞, 𝑤 ∈ 𝐿[0, 𝜋]

𝐷𝑥0,𝑛[𝑞, 𝑤] = 0 или 𝐷𝑥𝑛,𝑛[𝑞, 𝑤] = 0.

Замечание. Утверждение теоремы 3 согласуется с теоремой Штурма, теоремой сравне-
ния и известной теоремой об осцилляции (см., например, [12, гл. 1, § 3, теорема 3.1 –
теорема 3.3]). Хотя приращение 𝑤 вида (3) положительно не всюду или почти всюду на
отрезке [0, 𝜋].

3. Доказательства основных результатов

Доказательство теоремы 2. Сначала исследуем случай 𝛼 ̸= 2𝜋𝑙, 𝑙 ∈ Z, 𝛽 ̸= 2𝜋𝑚, 𝑚 ∈ Z.
Рассмотрим функционал 𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆), ставящий в соответствие элементу множества

Ω = [0, 𝜋] × 𝐿[0, 𝜋] × R значение в точке 𝑥 ∈ [0, 𝜋] решения задачи Коши⎧⎨⎩ 𝑦′′ +
(︀
𝜆− 𝑞(𝑥)

)︀
𝑦 = 0,

𝑦(0, 𝜆) = 1,
𝑦′(0, 𝜆) = ℎ = − ctg𝛼.

(4)

Выберем и зафиксируем произвольные целые числа 𝑛 ∈ N и 𝑘 ∈ [0, 𝑛].
Дифференциал Гато функционала 𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆) при приращении 𝑤 ∈ 𝐿[0, 𝜋] на поверхности

множества Ω, определяемой уравнением 𝑦(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛) = 0, равен нулю:

𝐷𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆)[𝑞, 𝑤]
⃒⃒⃒
𝑦(𝑥𝑘,𝑛,𝑞,𝜆𝑛)=0

= 𝑦′(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝑤]

+𝐷𝑦(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)[𝑞, 𝑤] + 𝑦̇(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆)𝐷𝜆𝑛[𝑞, 𝑤]
⃒⃒⃒
𝑦(𝑥𝑘,𝑛,𝑞,𝜆𝑛)=0

= 0. (5)

Здесь и далее полагаем

𝑦′(𝑥, 𝑞, 𝜆) =
𝜕

𝜕𝑥
𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆), 𝑦̇(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆) =

𝜕

𝜕𝜆
𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆).

Полный дифференциал Гато функционала 𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆) при 𝑥 = 𝜋, 𝜆 = 𝜆𝑛 и приращении
𝑤 ∈ 𝐿[0, 𝜋] есть

𝐷𝑦(𝜋, 𝑞, 𝜆)[𝑞, 𝑤]
⃒⃒⃒
𝜆=𝜆𝑛

= 𝐷𝑦(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)[𝑞, 𝑤] + 𝑦̇(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)𝐷𝜆𝑛[𝑞, 𝑤]. (6)

Аналогично получается полный дифференциал Гато для функционала 𝑦′(𝑥, 𝑞, 𝜆) при
𝑥 = 𝜋, 𝜆 = 𝜆𝑛 и приращении 𝑤 ∈ 𝐿[0, 𝜋]:

𝐷𝑦′(𝜋, 𝑞, 𝜆)[𝑞, 𝑤]
⃒⃒⃒
𝜆=𝜆𝑛

= 𝐷𝑦′(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)[𝑞, 𝑤] + 𝑦̇′(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)𝐷𝜆𝑛[𝑞, 𝑤]. (7)

Теперь, в силу (1), (6) и (7), положив 𝐻 = ctg 𝛽, имеем

𝐷
(︀
𝑦′(𝜋, 𝑞, 𝜆) +𝐻𝑦(𝜋, 𝑞, 𝜆)

)︀
[𝑞, 𝑤]

⃒⃒⃒
𝜆=𝜆𝑛

= 𝐷
(︀
𝑦′(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛) +𝐻𝑦(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)

)︀
[𝑞, 𝑤]

+
(︀
𝑦̇′(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛) +𝐻𝑦̇(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)

)︀
𝐷𝜆𝑛[𝑞, 𝑤] = 0. (8)
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Подсчитаем частный дифференциал Гато 𝐷𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆)[𝑞, 𝑤] при фиксированных 𝑥 и 𝜆 и
приращении 𝑤 ∈ 𝐿[0, 𝜋]. Заменяя в уравнении задачи Коши (4) 𝑞 на 𝑞 + 𝑡𝑤, получим

𝑦′′ + [𝜆− 𝑞]𝑦 = 𝑡𝑤𝑦. (9)
Обозначим

𝛷(𝑥, 𝜆, 𝜏) =

⃒⃒⃒⃒
𝜙(𝑥, 𝜆) 𝜓(𝑥, 𝜆)
𝜙(𝜏, 𝜆) 𝜓(𝜏, 𝜆)

⃒⃒⃒⃒
,

где 𝜙(𝑥, 𝜆) и 𝜓(𝑥, 𝜆) — решения типа синуса и косинуса уравнения задачи Коши (4) (то
есть решения с начальными условиями 𝜙(0, 𝜆) = 𝜓′(0, 𝜆) = 0, 𝜙′(0, 𝜆) = 𝜓(0, 𝜆) = 1). Тогда
для решения задачи Коши (4) и задачи с такими же начальными условиями и уравнением
(9) будет верно тождество

𝑦(𝑥, 𝑞 + 𝑡𝑤, 𝜆) − 𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆) ≡ 𝑡

∫︁ 𝑥

0

𝛷(𝑥, 𝜆, 𝜏)𝑤(𝜏)𝑦(𝜏, 𝑞 + 𝑡𝑤, 𝜆) 𝑑𝜏.

Разделим обе части полученного тождества на 𝑡 и перейдём к пределу при 𝑡→ 0

𝐷𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆)[𝑞, 𝑤] = lim
𝑡→0

𝑦(𝑥, 𝑞 + 𝑡𝑤, 𝜆) − 𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆)

𝑡

=

∫︁ 𝑥

0

𝛷(𝑥, 𝜆, 𝜏)𝑤(𝜏)𝑦(𝜏, 𝑞, 𝜆) 𝑑𝜏. (10)

Предельный переход под знаком интеграла возможен, так как каждая 𝑦(𝑥, 𝑞 + 𝑡𝑤, 𝜆) есть
непрерывная на [0, 𝜋] функция, и равномерная сходимость 𝑦(𝑥, 𝑞 + 𝑡𝑤, 𝜆) к 𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆) при
𝑡 → 0 следует, например, из теоремы о дифференцируемости по параметрам решения
задачи Коши [14, Гл.4, §24, теорема 16]. Теперь из (8) и (10) следует

𝐷𝜆𝑛[𝑞, 𝑤] = −
(︀
𝑦̇′(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛) +𝐻𝑦̇(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)

)︀−1(︀
𝐷𝑦′(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)[𝑞, 𝑤] +𝐻𝐷𝑦(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)[𝑞, 𝑤]

)︀
= −

(︀
𝑦̇′(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛) +𝐻𝑦̇(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)

)︀−1

{︃∫︁ 𝜋

0

𝛷′
𝑥(𝜋, 𝜆𝑛, 𝜏)𝑤(𝜏)𝑦(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛) 𝑑𝜏

+𝐻

∫︁ 𝜋

0

𝛷(𝜋, 𝜆𝑛, 𝜏)𝑤(𝜏)𝑦(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛) 𝑑𝜏

}︃
= −

(︀
𝑦̇′(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛) +𝐻𝑦̇(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)

)︀−1
∫︁ 𝜋

0

𝛷1(𝜆𝑛, 𝜏)𝑤(𝜏)𝑦(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛) 𝑑𝜏, (11)

где

𝛷1(𝜆𝑛, 𝜏) =

⃒⃒⃒⃒
𝜙′(𝜋, 𝜆𝑛) +𝐻𝜙(𝜋, 𝜆𝑛) 𝜓′(𝜋, 𝜆𝑛) +𝐻𝜓(𝜋, 𝜆𝑛)

𝜙(𝜏, 𝜆𝑛) 𝜓(𝜏, 𝜆𝑛)

⃒⃒⃒⃒
. (12)

Так как 𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆𝑛) = 𝜓(𝑥, 𝜆𝑛) + ℎ𝜙(𝑥, 𝜆𝑛), то из (1) следует равенство

−ℎ
(︀
𝜙′(𝜋, 𝜆𝑛) +𝐻𝜙(𝜋, 𝜆𝑛)

)︀
= 𝜓′(𝜋, 𝜆𝑛) +𝐻𝜓(𝜋, 𝜆𝑛),

и представление

𝛷1(𝜆𝑛, 𝜏) =
(︀
𝜙′(𝜋, 𝜆𝑛) +𝐻𝜙(𝜋, 𝜆𝑛)

)︀ ⃒⃒⃒⃒ 1 −ℎ
𝜙(𝜏, 𝜆𝑛) 𝜓(𝜏, 𝜆𝑛)

⃒⃒⃒⃒
=

(︀
𝜙′(𝜋, 𝜆𝑛) +𝐻𝜙(𝜋, 𝜆𝑛)

)︀
𝑦(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛). (13)

Так как уравнение задачи Коши (4) не содержит первых производных, то, в силу формулы
Лиувилля [14, Гл. 3, §18, (15)], определитель Вронского 𝑊 фундаментальной системы 𝜙,
𝜓 𝑊 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 = −1.

Подсчёт определителя (12) при 𝜏 = 𝜋 даёт 𝛷1(𝜆𝑛, 𝜋) = −𝑊 = 1. Теперь из (13) при
𝜏 = 𝜋 следует соотношение(︀

𝜙′(𝜋, 𝜆𝑛) +𝐻𝜙(𝜋, 𝜆𝑛)
)︀

=
1

𝑦(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)
.
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Продолжая подсчёт дифференциала Гато (11) и учитывая (13), получим

𝐷𝜆𝑛[𝑞, 𝑤] = −
(︀
𝑦̇′(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛) +𝐻𝑦̇(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)

)︀−1

× 1

𝑦(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)

∫︁ 𝜋

0

𝑤(𝜏)𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛) 𝑑𝜏. (14)

В силу (5), (10) и (14), имеем

𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝑤] = − 1

𝑦′(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)

{︂∫︁ 𝑥𝑘,𝑛

0

𝛷(𝑥𝑘,𝑛, 𝜆𝑛, 𝜏)𝑤(𝜏)𝑦(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛) 𝑑𝜏

−
(︀
𝑦̇′(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛) +𝐻𝑦̇(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)

)︀−1 𝑦̇(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)

𝑦(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)

∫︁ 𝜋

0

𝑤(𝜏)𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛) 𝑑𝜏

}︂
. (15)

Заметим, что 𝛷(𝑥𝑘,𝑛, 𝜆𝑛, 𝜏) есть решение задачи Коши с таким же дифференциаль-
ным уравнением, как и в задаче (4) и начальными условиями 𝑦(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛) = 0,
𝑦′(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛) = 𝑊 = −1. По теореме Пикара имеем

𝛷(𝑥𝑘,𝑛, 𝜆𝑛, 𝜏) = − 𝑦(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛)

𝑦′(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)
.

Теперь из (15) получаем

𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝑤] =
1[︀

𝑦′(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)
]︀2{︂∫︁ 𝑥𝑘,𝑛

0

𝑤(𝜏)𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛) 𝑑𝜏

}︂

+
(︀
𝑦̇′(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛) +𝐻𝑦̇(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)

)︀−1 𝑦̇(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)

𝑦′(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)𝑦(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)

{︂∫︁ 𝜋

0

𝑤(𝜏)𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛) 𝑑𝜏

}︂
. (16)

Учитывая (1), это равенство можно переписать в виде

𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝑤] =
1[︀

𝑦′(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)
]︀2{︂∫︁ 𝑥𝑘,𝑛

0

𝑤(𝜏)𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛) 𝑑𝜏

}︂

−
(︀
𝑦̇′(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛) +𝐻𝑦̇(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)

)︀−1 𝐻𝑦̇(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)

𝑦′(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)𝑦′(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)

{︂∫︁ 𝜋

0

𝑤(𝜏)𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛) 𝑑𝜏

}︂
.

При формальном переходе к пределу при ℎ → ∞, 𝐻 → ∞ из этой формулы получаем
обобщение (на случай пространства 𝐿[0, 𝜋]) результата работы [9], сформулированного в
теореме 1.

Далее, продифференцируем уравнение задачи Коши (4) по 𝜆 (при фиксированном по-
тенциале 𝑞𝜆 ≡ 𝑞 по переменной 𝜆 решение задачи Коши (4) есть целая функция, смотрите
[12]), умножим на 𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆) и проинтегрируем в пределах от 𝑥 до 𝜋:∫︁ 𝜋

𝑥

𝑦
𝜕𝑦′′

𝜕𝜆
𝑑𝜏 +

∫︁ 𝜋

𝑥

𝑦
[︀
𝜆− 𝑞(𝜏)

]︀𝜕𝑦
𝜕𝜆

𝑑𝜏 +

∫︁ 𝜋

𝑥

𝑦2 𝑑𝜏 = 0.

После двукратного интегрирования по частям первого интеграла получаем(︁
𝑦
𝜕𝑦′

𝜕𝜆
− 𝑦′

𝜕𝑦

𝜕𝜆

)︁⃒⃒⃒𝜋
𝑥

+

∫︁ 𝜋

𝑥

{︁
𝑦′′ +

[︀
𝜆− 𝑞(𝜏)

]︀
𝑦
}︁𝜕𝑦
𝜕𝜆

𝑑𝜏

+

∫︁ 𝜋

𝑥

𝑦2 𝑑𝜏 = 0. (17)

Так как 𝑦 есть решение уравнения задачи (4), то второй интеграл в (17) исчезает. Подста-
вим 𝑥 = 𝑥𝑘,𝑛, 𝜆 = 𝜆𝑛 в полученное тождество (17). Учитывая, что при такой подстановке
решение начальной задачи (4) 𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆𝑛) превратилось в собственную функцию задачи
Штурма-Лиувилля (1), и 𝑦(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛) = 0, из краевых условий (1) получим

𝑦(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)
(︁
𝑦̇′(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛) +𝐻𝑦̇(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)

)︁
+
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𝑦′(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)𝑦̇(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛) +

∫︁ 𝜋

𝑥𝑘,𝑛

𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛) 𝑑𝜏 = 0. (18)

Теперь преобразуем (16)

𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝑤] =
1[︀

𝑦′(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)
]︀2{︂∫︁ 𝑥𝑘,𝑛

0

𝑤(𝜏)𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛) 𝑑𝜏

}︂

− 𝑦̇(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)

𝑦′(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)
[︀
𝑦′(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)𝑦̇(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛) +

∫︀ 𝜋

𝑥𝑘,𝑛
𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛) 𝑑𝜏

]︀
×
{︂∫︁ 𝜋

0

𝑤(𝜏)𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛) 𝑑𝜏

}︂
.

Или
𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝑤] =

1[︀
𝑦′(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)

]︀2 ∫︁ 𝜋

0

𝑤(𝜏)𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛)𝛽𝑘,𝑛(𝜏) 𝑑𝜏, (19)

где

𝛽𝑘,𝑛(𝜏) =

{︂
1 − 𝛼𝑘,𝑛, если 𝜏 ∈ [0, 𝑥𝑘,𝑛],
−𝛼𝑘,𝑛, если 𝜏 ∈ (𝑥𝑘,𝑛, 𝜋],

𝛼𝑘,𝑛 =
𝑦̇(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)𝑦′(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)

𝑦′(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)𝑦̇(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛) +
∫︀ 𝜋

𝑥𝑘,𝑛
𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛) 𝑑𝜏

.

Заметим, что в силу теоремы об осцилляции (см., например, [12, гл. 1, § 3, теорема 3.3])
𝑦̇(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)𝑦′(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛) > 0 и

∫︀ 𝜋

𝑥𝑘,𝑛
𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛) 𝑑𝜏 > 0, поэтому 𝛼𝑘,𝑛 ∈ (0, 1) для любых

𝑛 ∈ N и 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛. Значение 𝛼𝑘,𝑛 не зависит от выбора приращения 𝑤 ∈ 𝐿[0, 𝜋]. Подсчитаем
𝛼𝑘,𝑛. Для этого положим 𝑤 ≡ 1. Очевидно, 𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 1] = 0 для всех 𝑛 ∈ N и 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛. Из
(19) получаем

(1 − 𝛼𝑘,𝑛)

∫︁ 𝑥𝑘,𝑛

0

𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛) 𝑑𝜏 − 𝛼𝑘,𝑛

∫︁ 𝜋

𝑥𝑘,𝑛

𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛) 𝑑𝜏 = 0 (20)

или
𝛼𝑘,𝑛 =

1

‖𝑦(·, 𝑞, 𝜆𝑛)‖2𝐿2[0,𝜋]

∫︁ 𝑥𝑘,𝑛

0

𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛) 𝑑𝜏.

Теперь, в силу инвариантности соотношения (19) относительно умножения функционала
𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆) на отличную от нуля константу, формула (19) может быть записана в виде (2).

В случае 𝛼 ̸= 2𝜋𝑙, 𝑙 ∈ Z, 𝛽 ̸= 2𝜋𝑚, 𝑚 ∈ Z утверждение теоремы 2 доказано.
Теперь изучем случай 𝛼 = 2𝜋𝑙, 𝑙 ∈ Z, 𝛽 = 2𝜋𝑚, 𝑚 ∈ Z.
Рассмотрим функционал 𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆), ставящий в соответствие элементу множества

Ω = [0, 𝜋] × 𝐿[0, 𝜋] × R значение в точке 𝑥 ∈ [0, 𝜋] решения задачи Коши⎧⎨⎩ 𝑦′′ +
(︀
𝜆− 𝑞(𝑥)

)︀
𝑦 = 0,

𝑦(0, 𝜆) = 0,
𝑦′(0, 𝜆) = 1.

(21)

Если 𝑘 = 0 или 𝑘 = 𝑛, то соотношение (2) проверяется непосредственной подстановкой
𝑥𝑘,𝑛 = 𝑥𝑘,𝑛[𝑞]. Выберем и зафиксируем произвольные целые числа 𝑛 ∈ N и 𝑘 ∈ [1, 𝑛− 1].

Дифференциал Гато функционала 𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆) при приращении 𝑤 ∈ 𝐿[0, 𝜋] на поверхности
множества Ω, определяемой уравнением 𝑦(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛) = 0, равен нулю:

𝐷𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆)[𝑞, 𝑤]
⃒⃒⃒
𝑦(𝑥𝑘,𝑛,𝑞,𝜆𝑛)=0

= 𝑦′(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝑤]

+𝐷𝑦(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)[𝑞, 𝑤] + 𝑦̇(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆)𝐷𝜆𝑛[𝑞, 𝑤]
⃒⃒⃒
𝑦(𝑥𝑘,𝑛,𝑞,𝜆𝑛)=0

= 0. (22)
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Полный дифференциал Гато функционала 𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆) при 𝑥 = 𝜋, 𝜆 = 𝜆𝑛 и приращении
𝑤 ∈ 𝐿[0, 𝜋] есть

𝐷𝑦(𝜋, 𝑞, 𝜆)[𝑞, 𝑤]
⃒⃒⃒
𝜆=𝜆𝑛

= 𝐷𝑦(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)[𝑞, 𝑤] + 𝑦̇(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)𝐷𝜆𝑛[𝑞, 𝑤] = 0. (23)

Подсчитаем частный дифференциал Гато 𝐷𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆)[𝑞, 𝑤] при фиксированных 𝑥 и 𝜆 и
приращении 𝑤 ∈ 𝐿[0, 𝜋]. Заменяя в уравнении задачи Коши (21) 𝑞 на 𝑞 + 𝑡𝑤, получим

𝑦′′ + [𝜆− 𝑞]𝑦 = 𝑡𝑤𝑦. (24)

Обозначим
𝛷(𝑥, 𝜆, 𝜏) =

⃒⃒⃒⃒
𝜙(𝑥, 𝜆) 𝜓(𝑥, 𝜆)
𝜙(𝜏, 𝜆) 𝜓(𝜏, 𝜆)

⃒⃒⃒⃒
,

где 𝜙(𝑥, 𝜆) и 𝜓(𝑥, 𝜆) — решения типа синуса и косинуса уравнения задачи Коши (21). Тогда
для решения задачи Коши (21) и задачи с такими же начальными условиями и уравнением
(24) будет верно тождество

𝑦(𝑥, 𝑞 + 𝑡𝑤, 𝜆) − 𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆) ≡ 𝑡

∫︁ 𝑥

0

𝛷(𝑥, 𝜆, 𝜏)𝑤(𝜏)𝑦(𝜏, 𝑞 + 𝑡𝑤, 𝜆) 𝑑𝜏.

Разделим обе части полученного тождества на 𝑡 и перейдём к пределу при 𝑡→ 0

𝐷𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆)[𝑞, 𝑤] = lim
𝑡→0

𝑦(𝑥, 𝑞 + 𝑡𝑤, 𝜆) − 𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆)

𝑡

=

∫︁ 𝑥

0

𝛷(𝑥, 𝜆, 𝜏)𝑤(𝜏)𝑦(𝜏, 𝑞, 𝜆) 𝑑𝜏. (25)

Возможность предельного перехода под знаком интеграла обосновывается так же, как в
(10) в случае 𝛼 ̸= 2𝜋𝑙, 𝑙 ∈ Z, 𝛽 ̸= 2𝜋𝑚, 𝑚 ∈ Z. Теперь из (23) и (25) следует

𝐷𝜆𝑛[𝑞, 𝑤] = −
(︀
𝑦̇(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)

)︀−1(︀
𝐷𝑦(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)[𝑞, 𝑤]

)︀
= −

(︀
𝑦̇(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)

)︀−1

{︃∫︁ 𝜋

0

𝛷(𝜋, 𝜆𝑛, 𝜏)𝑤(𝜏)𝑦(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛) 𝑑𝜏

}︃

= −
(︀
𝑦̇(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)

)︀−1
∫︁ 𝜋

0

𝛷1(𝜆𝑛, 𝜏)𝑤(𝜏)𝑦(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛) 𝑑𝜏, (26)

где

𝛷1(𝜆𝑛, 𝜏) =

⃒⃒⃒⃒
𝜙(𝜋, 𝜆𝑛) 𝜓(𝜋, 𝜆𝑛)
𝜙(𝜏, 𝜆𝑛) 𝜓(𝜏, 𝜆𝑛)

⃒⃒⃒⃒
= −𝜓(𝜋, 𝜆𝑛)𝜙(𝜏, 𝜆𝑛) ≡ −𝜓(𝜋, 𝜆𝑛)𝑦(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛). (27)

Это следует из того, что 𝜙(𝜋, 𝜆𝑛) = 0 и 𝑦(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛) ≡ 𝜙(𝜏, 𝜆𝑛).
Так как 𝛷′

1(𝜆𝑛, 𝜋) = 𝑊 = −1, то, учитывая соотношение 𝜙(𝜋, 𝜆𝑛) = 0, имеем

−𝜙′(𝜋, 𝜆𝑛)𝜓(𝜋, 𝜆𝑛) = −1.

Из тождества 𝑦(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛) ≡ 𝜙(𝜏, 𝜆𝑛) получаем

𝜓(𝜋, 𝜆𝑛) =
1

𝜙′(𝜋, 𝜆𝑛)
=

1

𝑦′(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)
.

Продолжая подсчёт дифференциала Гато (26) и учитывая (27), получим представление

𝐷𝜆𝑛[𝑞, 𝑤] =
(︀
𝑦̇(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)𝑦′(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)

)︀−1
∫︁ 𝜋

0

𝑤(𝜏)𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛) 𝑑𝜏. (28)

В силу (22), (25) и (28), имеем

𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝑤] = − 1

𝑦′(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)

{︂∫︁ 𝑥𝑘,𝑛

0

𝛷(𝑥𝑘,𝑛, 𝜆𝑛, 𝜏)𝑤(𝜏)𝑦(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛) 𝑑𝜏
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+
𝑦̇(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)

𝑦′(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)𝑦̇(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)

∫︁ 𝜋

0

𝑤(𝜏)𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛) 𝑑𝜏

}︂
. (29)

Заметим, что 𝛷(𝑥𝑘,𝑛, 𝜆𝑛, 𝜏) есть решение задачи Коши с таким же дифференци-
альным уравнением как и в задаче (21) и начальными условиями 𝑦(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛) = 0,
𝑦′(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛) = 𝑊 = −1. По теореме Пикара 𝛷(𝑥𝑘,𝑛, 𝜆𝑛, 𝜏) = − 𝑦(𝜏,𝑞,𝜆𝑛)

𝑦′(𝑥𝑘,𝑛,𝑞,𝜆𝑛)
. Теперь из (29)

получаем

𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝑤] =
1[︀

𝑦′(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)
]︀2{︂∫︁ 𝑥𝑘,𝑛

0

𝑤(𝜏)𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛) 𝑑𝜏

}︂
− 𝑦̇(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)

𝑦′(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)𝑦′(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)𝑦̇(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)

{︂∫︁ 𝜋

0

𝑤(𝜏)𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛) 𝑑𝜏

}︂
. (30)

Из этой формулы следует, что результат работы [9], приведённый в формулировке теоремы
1, допускает обобщение на случай 𝑞, 𝑤 ∈ 𝐿[0, 𝜋].

Далее, продифференцируем уравнение задачи Коши (21) по 𝜆, умножим на 𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆) и
проинтегрируем в пределах от 𝑥 до 𝜋:∫︁ 𝜋

𝑥

𝑦
𝜕𝑦′′

𝜕𝜆
𝑑𝜏 +

∫︁ 𝜋

𝑥

𝑦
[︀
𝜆− 𝑞(𝜏)

]︀𝜕𝑦
𝜕𝜆

𝑑𝜏 +

∫︁ 𝜋

𝑥

𝑦2 𝑑𝜏 = 0.

После двукратного интегрирования по частям первого интеграла получаем(︁
𝑦
𝜕𝑦′

𝜕𝜆
− 𝑦′

𝜕𝑦

𝜕𝜆

)︁⃒⃒⃒𝜋
𝑥

+

∫︁ 𝜋

𝑥

{︁
𝑦′′ +

[︀
𝜆− 𝑞(𝜏)

]︀
𝑦
}︁𝜕𝑦
𝜕𝜆

𝑑𝜏

+

∫︁ 𝜋

𝑥

𝑦2 𝑑𝜏 = 0. (31)

Так как 𝑦 есть решение уравнения задачи (21), то второй интеграл в (31) исчезает. Под-
ставим 𝑥 = 𝑥𝑘,𝑛, 𝜆 = 𝜆𝑛 в полученное тождество (31). Учитывая, что при такой подста-
новке решение задачи Коши (21) 𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆𝑛) превратилось в собственную функцию задачи
Штурма-Лиувилля (1), и 𝑦(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛) = 0, из краевых условий (1) получим

−𝑦′(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)𝑦̇(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)+

𝑦′(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)𝑦̇(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛) +

∫︁ 𝜋

𝑥𝑘,𝑛

𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛) 𝑑𝜏 = 0.

Теперь преобразуем (30)

𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝑤] =
1[︀

𝑦′(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)
]︀2{︂∫︁ 𝑥𝑘,𝑛

0

𝑤(𝜏)𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛) 𝑑𝜏

}︂

− 𝑦̇(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)

𝑦′(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)
[︀
𝑦′(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)𝑦̇(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛) +

∫︀ 𝜋

𝑥𝑘,𝑛
𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛) 𝑑𝜏

]︀
×
{︂∫︁ 𝜋

0

𝑤(𝜏)𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛) 𝑑𝜏

}︂
.

Или
𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝑤] =

1[︀
𝑦′(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)

]︀2 ∫︁ 𝜋

0

𝑤(𝜏)𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛)𝛽𝑘,𝑛(𝜏) 𝑑𝜏, (32)

где

𝛽𝑘,𝑛(𝜏) =

{︂
1 − 𝛼𝑘,𝑛, если 𝜏 ∈ [0, 𝑥𝑘,𝑛],
−𝛼𝑘,𝑛, если 𝜏 ∈ (𝑥𝑘,𝑛, 𝜋],

𝛼𝑘,𝑛 =
𝑦̇(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)𝑦′(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)

𝑦′(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)𝑦̇(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛) +
∫︀ 𝜋

𝑥𝑘,𝑛
𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛) 𝑑𝜏

.
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Заметим, что в силу теоремы об осцилляции (смотрите, например, [12, гл. 1, § 3, теоре-
ма 3.3]) 𝑦̇(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛)𝑦′(𝑥𝑘,𝑛, 𝑞, 𝜆𝑛) > 0 и

∫︀ 𝜋

𝑥𝑘,𝑛
𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛) 𝑑𝜏 > 0, поэтому 𝛼𝑘,𝑛 ∈ (0, 1) для

любых 𝑛 ∈ N и 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛− 1. Значение 𝛼𝑘,𝑛 не зависит от выбора приращения 𝑤 ∈ 𝐿[0, 𝜋].
Подсчитаем 𝛼𝑘,𝑛. Для этого положим 𝑤 ≡ 1. Очевидно, 𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 1] = 0 для всех 𝑛 ∈ N и
0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛. Из (32) получаем

(1 − 𝛼𝑘,𝑛)

∫︁ 𝑥𝑘,𝑛

0

𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛) 𝑑𝜏 − 𝛼𝑘,𝑛

∫︁ 𝜋

𝑥𝑘,𝑛

𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛) 𝑑𝜏 = 0

или

𝛼𝑘,𝑛 =
1

‖𝑦(·, 𝑞, 𝜆𝑛)‖2𝐿2[0,𝜋]

∫︁ 𝑥𝑘,𝑛

0

𝑦2(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛) 𝑑𝜏.

Обратим внимание на то, что полученное представление 𝛼𝑘,𝑛, а, следовательно, и (32)
остаются справедливыми и для значений 𝑘 = 0 и 𝑘 = 𝑛. Теперь формулы (32) могут быть
записаны в виде (2).

В случае 𝛼 = 2𝜋𝑙, 𝑙 ∈ Z, 𝛽 = 2𝜋𝑚, 𝑚 ∈ Z теорема 2 доказана.
Далее рассмотрим вариант, когда 𝛼 ̸= 2𝜋𝑙, 𝑙 ∈ Z, 𝛽 = 2𝜋𝑚, 𝑚 ∈ Z. Вновь

через 𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆) обозначим функционал, ставящий в соответствие элементу множества
Ω = [0, 𝜋] × 𝐿[0, 𝜋] × R значение в точке 𝑥 ∈ [0, 𝜋] решения задачи Коши (4). Теперь за-
фиксируем произвольные 𝑛 ∈ N и целое 𝑘 ∈ [0, 𝑛 − 1]. Далее доказательство подобно
рассмотрению случая 𝛼 ̸= 2𝜋𝑙, 𝑙 ∈ Z, 𝛽 ̸= 2𝜋𝑚, 𝑚 ∈ Z. Вместо (8) в (11) нужно исполь-
зовать соотношение (23), а функцию 𝛷1(𝜆𝑛, 𝜏) определим следующим образом. Так как
𝛽 = 2𝜋𝑚, 𝑚 ∈ Z, то

𝛷1(𝜆𝑛, 𝜏) =

⃒⃒⃒⃒
𝜙(𝜋, 𝜆𝑛) 𝜓(𝜋, 𝜆𝑛)
𝜙(𝜏, 𝜆𝑛) 𝜓(𝜏, 𝜆𝑛)

⃒⃒⃒⃒
= 𝐶𝑦(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛). (33)

Константу 𝐶 = 𝜙(𝜋, 𝜆𝑛) определим из соотношения 𝛷1(𝜆𝑛, 0) = 𝜙(𝜋, 𝜆𝑛). Таким образом,
получаем представление функции

𝛷1(𝜆𝑛, 𝜏) = 𝜙(𝜋, 𝜆𝑛)𝑦(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛).

Далее, производная функции 𝛷1(𝜆𝑛, 𝜏) в точке 𝜋 есть значение определителя Вронского
𝑊 = −1. Таким образом,

−1 = 𝜙(𝜋, 𝜆𝑛)𝑦′(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛).

Получаем равенство

𝛷1(𝜆𝑛, 𝜏) = − 1

𝑦′(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)
𝑦(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛).

Отсюда и (26) имеем (28), а, следовательно, и представление дифференциала Гато вида
(30) для случая 𝛼 ̸= 2𝜋𝑙, 𝑙 ∈ Z, 𝛽 = 2𝜋𝑚, 𝑚 ∈ Z. Затем завершаем доказательство
утверждения теоремы при 𝛼 ̸= 2𝜋𝑙, 𝑙 ∈ Z, 𝛽 = 2𝜋𝑚, 𝑚 ∈ Z аналогично случаю 𝛼 = 2𝜋𝑙,
𝑙 ∈ Z, 𝛽 = 2𝜋𝑚, 𝑚 ∈ Z. Обратим внимание на то, что полученное представление 𝛼𝑘,𝑛, а,
следовательно, и (32) остаются справедливыми и для значения 𝑘 = 𝑛.

Осталось рассмотреть вариант 𝛼 = 2𝜋𝑙, 𝑙 ∈ Z, 𝛽 ̸= 2𝜋𝑚, 𝑚 ∈ Z. Здесь через 𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆) обо-
значим функционал, ставящий в соответствие элементу множества Ω = [0, 𝜋]×𝐿[0, 𝜋]×R
значение в точке 𝑥 ∈ [0, 𝜋] решения задачи Коши (21). В этом случае зафиксируем произ-
вольные 𝑛 ∈ N и целое 𝑘 ∈ [1, 𝑛]. Далее доказательство проводится подобно рассмотрению
случая 𝛼 ̸= 2𝜋𝑙, 𝑙 ∈ Z, 𝛽 ̸= 2𝜋𝑚, 𝑚 ∈ Z. Так как при 𝛼 = 2𝜋𝑙, 𝑙 ∈ Z, 𝛽 ̸= 2𝜋𝑚, 𝑚 ∈ Z
собственная функция 𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆𝑛) ≡ 𝜙(𝑥, 𝜆𝑛), т.е. 𝜙′(𝜋, 𝜆𝑛) + 𝐻𝜙(𝜋, 𝜆𝑛) = 0, и определитель
(12) равен

𝛷1(𝜆𝑛, 𝜏) = −
(︀
𝜓′(𝜋, 𝜆𝑛) +𝐻𝜓(𝜋, 𝜆𝑛)

)︀
𝜙(𝜏, 𝜆𝑛).
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Подсчёт определителя (12) при 𝜏 = 𝜋 даёт 𝛷1(𝜆𝑛, 𝜋) = −𝑊 = 1. Теперь из (12) и тождества
𝑦(𝑥, 𝑞, 𝜆𝑛) ≡ 𝜙(𝑥, 𝜆𝑛) при 𝜏 = 𝜋 следует соотношение(︀

𝜓′(𝜋, 𝜆𝑛) +𝐻𝜓(𝜋, 𝜆𝑛)
)︀

= − 1

𝑦(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)
.

Следовательно,

𝛷1(𝜆𝑛, 𝜏) =
1

𝑦(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)
𝜙(𝜏, 𝜆𝑛) =

𝑦(𝜏, 𝑞, 𝜆𝑛)

𝑦(𝜋, 𝑞, 𝜆𝑛)
.

Затем по аналогии со случаем 𝛼 ̸= 2𝜋𝑙, 𝑙 ∈ Z, 𝛽 ̸= 2𝜋𝑚, 𝑚 ∈ Z получаем соотношения (15),
(16) и (18). Откуда вновь следует представление дифференциала Гато для функционала
𝐷𝑥𝑘,𝑛[𝑞, 𝑤] вида (19). Затем завершаем доказательство утверждения теоремы при 𝛼 =
2𝜋𝑙, 𝑙 ∈ Z, 𝛽 ̸= 2𝜋𝑚, 𝑚 ∈ Z при произвольных 𝑛 ∈ N и целых 𝑘 ∈ [1, 𝑛] аналогично
случаю 𝛼 ̸= 2𝜋𝑙, 𝑙 ∈ Z, 𝛽 ̸= 2𝜋𝑚, 𝑚 ∈ Z. Здесь вновь, обратим внимание на то, что
полученное представление 𝛼𝑘,𝑛, а, следовательно, и (19) остаются справедливыми и для
значения 𝑘 = 0.

Теорема 2 доказана.
�

Доказательство теоремы 3. Если 𝑤 ≡ 1, то в силу того, что функция 𝑦2(𝑥, 𝑞, 𝜆𝑛) по-
чти всюду положительна на отрезке [0, 𝜋] и 𝛼𝑘,𝑛 ∈ (0, 1), то интеграл (19) или (32) для
соответствующих вариантов значений параметров 𝛼 и 𝛽 разбивается на два интеграла:
на интервале (0, 𝑥𝑘,𝑛) он положителен, а на (𝑥𝑘,𝑛, 𝜋) отрицателен. В силу (20) (это соот-
ношение рассматривается при соответствующих вариантах значений параметров 𝛼 и 𝛽),
константы 𝛼𝑘,𝑛 обладают тем свойством, что по абсолютной величине эти два интеграла
равны. Если же в качестве приращения взять функцию (3), то для всех 𝑛 ∈ N и 𝑘 ∈ N
таких, что 𝑥𝑘,𝑛 ∈ (0, 𝜋)

”
положительная“, часть интеграла (32) будет строго меньше аб-

солютной величины
”
отрицательной“ части. Здесь важную роль играет тот факт, что все

нули 𝑥𝑘,𝑛[𝑞] лежат внутри интервала (0, 𝜋).
Теорема 3 доказана.

�

Замечание. Теперь, используя исследования работы [15], результаты, полученные в [10],
можно перенести на случай произвольных краевых уcловий третьего рода.
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