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НЕЛИНЕЙНЫЕ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ
С ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИМ КОЛЬЦОМ РАЗМЕРНОСТИ 3

Р.Д. МУРТАЗИНА

Аннотация. В работе приводится метод классификации нелинейных гиперболиче-
ских уравнений 𝑢𝑥𝑦 = 𝑓(𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑦), интегрируемых по Дарбу, основанный на ис-
следовании пары характеристических колец Ли. Получены конструктивные усло-
вия на правую часть 𝑓 уравнения с характеристическим кольцом размерности три.
Эти уравнения обладают интегралами второго порядка. В частности, для уравне-
ния 𝑢𝑥𝑦 = 𝜙(𝑢)𝜓(𝑢𝑥)ℎ(𝑢𝑦) приведен список уравнений, удовлетворяющих данным кон-
структивным условиям. Для полученных уравнений приведены формулы 𝑥- и 𝑦-
интегралов.

Ключевые слова: интегралы, характеристическое кольцо, векторные поля.

1. Введение

Объектом исследования данной работы является уравнение с двумя независимыми пе-
ременными вида

𝑢𝑥𝑦 = 𝑓(𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑦). (1)

Известно, что существует два типа интегрируемых уравнений (1). К первому типу от-
носится волновое уравнение 𝑢𝑥𝑦 = 0, а также уравнение Лиувилля 𝑢𝑥𝑦 = 𝑒𝑢 и его мно-
гочисленные аналоги. Наиболее известным уравнением второго типа является уравнение
синус-Гордона 𝑢𝑥𝑦 = sin𝑢.

Уравнения первого типа исследовались классиками математики 18-19 веков Дарбу, Эй-
лером, Лагранжем, Лиувиллем, Лапласом, Ли, Якоби, Гурса [1]–[3] и называются уравне-
ниями, интегрируемыми по Дарбу. В 1967 г. был открыт новый фундаментальный метод
интегрирования нелинейных эволюционных уравнений в частных производных Гардне-
ром, Грином, Крускалой и Миурой: метод обратной задачи рассеяния (см. [4]–[6]). По-
следнее привело к развитию теории точного интегрирования уравнений второго типа.

В предлагаемой работе для решения классификационной задачи используется метод,
связанный с характеристическим кольцом. Идеи этого алгебраического подхода были
предложены в классических работах Дарбу, Гурса, Вессио и других авторов (см. [1]–[3],
[7]–[8]), однако окончательное формулирование произошло сравнительно недавно (см. [9]–
[13]).

Получены конструктивные условия на правую часть уравнений (1) с характеристиче-
ским кольцом Ли размерности три. Эти уравнения обладают 𝑥- и 𝑦-интегралами второго
порядка (см. [14]).
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2. Кольцо Ли размерности 3

Рассмотрим уравнение (1), обладающее 𝑥-интегралом второго порядка 𝑤 = 𝑤(𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑥𝑥).
Введем обозначения:

𝑢1 = 𝑢𝑥, 𝑢1 = 𝑢𝑦, 𝑢2 = 𝑢𝑥𝑥, 𝑢2 = 𝑢𝑦𝑦, 𝑢3 = 𝑢𝑥𝑥𝑥, 𝑢3 = 𝑢𝑦𝑦𝑦, . . . .

Перейдем от переменных 𝑢1,𝑢,𝑢1,𝑢2,𝑢3,. . . к переменным 𝑢1, 𝑢, 𝑢1, 𝑤, 𝑤1, 𝑤2, . . . , 𝑤𝑛, . . . .
На множестве локально-аналитических функций, зависящих от конечного числа перемен-
ных 𝑢1, 𝑢, 𝑢1, 𝑤, 𝑤1, 𝑤2, . . . , 𝑤𝑛, . . . оператор полного дифференцирования по переменной
𝑦 примет вид

𝐷 = 𝑢2
𝜕

𝜕𝑢1
+ 𝑢1

𝜕

𝜕𝑢
+ 𝑓

𝜕

𝜕𝑢1
= 𝑢2𝑋1 +𝑋2.

Образующие 𝑋1 и 𝑋2 порождают кольцо Ли.
Имеем

[𝑋1, 𝑋2] =
𝜕

𝜕𝑢
+ 𝑓𝑢1

𝜕

𝜕𝑢1
= 𝑋3.

Видно, что поля 𝑋1, 𝑋2, 𝑋3 образуют базиc кольца Ли.
Из выражений для 𝑋1, 𝑋2, 𝑋3 следует, что

𝜕

𝜕𝑢1
=

1

𝑓 − 𝑢1𝑓𝑢1
(𝑋2 − 𝑢1𝑋3) .

Тогда

[𝑋1, 𝑋3] =
𝑓𝑢1𝑢1

𝑓 − 𝑢1𝑓𝑢1
(𝑋2 − 𝑢1𝑋3) ,

[𝑋2, 𝑋3] =
𝑢1𝑓𝑢𝑢1 + 𝑓𝑓𝑢1𝑢1 − 𝑓𝑢 − 𝑓𝑢1𝑓𝑢1

𝑓 − 𝑢1𝑓𝑢1
(𝑋2 − 𝑢1𝑋3) .

Теперь перейдем от переменных 𝑢1, 𝑢 = 𝑣, 𝑢1 = 𝑣1, 𝑤, 𝑤1, 𝑤2, . . ., 𝑤𝑛, . . . к переменным
𝑢1, 𝑢, 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, . . .. Справедливы следующие соотношения

𝜕

𝜕𝑢
=

𝜕

𝜕𝑣
+ 𝑤𝑢

𝜕

𝜕𝑤
+ 𝑤1𝑢

𝜕

𝜕𝑤1

+ . . . ,

𝜕

𝜕𝑢1
=

𝜕

𝜕𝑣1
+ 𝑤𝑢1

𝜕

𝜕𝑤
+ 𝑤1𝑢1

𝜕

𝜕𝑤1

+ . . . ,

𝜕

𝜕𝑢2
= 𝑤𝑢2

𝜕

𝜕𝑤
+ 𝑤1𝑢2

𝜕

𝜕𝑤1

+ . . . , . . . .

Обозначим через 𝑍 поле 𝑋 в новой системе координат, в которой оператор 𝐷 перепишем
в виде

𝐷 = 𝑢2
𝜕

𝜕𝑢1
+ 𝑢1

𝜕

𝜕𝑢
+ 𝑓

𝜕

𝜕𝑢1
+𝐷𝑓

𝜕

𝜕𝑢2
+ . . . = 𝑢2𝑍1 + 𝑍2.

Имеем

𝑍3 = [𝑍1, 𝑍2] =
𝜕

𝜕𝑢
+ 𝑓𝑢1

𝜕

𝜕𝑢1
+ (𝐷𝑓)𝑢1

𝜕

𝜕𝑢2
+ . . . .

Коммутаторы векторных полей 𝑍1, 𝑍2, 𝑍3 имеют вид

[𝑍1, 𝑍3] =
𝑓𝑢1𝑢1

𝑓 − 𝑢1𝑓𝑢1
(𝑍2 − 𝑢1𝑍3) ,

[𝑍2, 𝑍3] =
𝑢1𝑓𝑢𝑢1 + 𝑓𝑓𝑢1𝑢1 − 𝑓𝑢 − 𝑓𝑢1𝑓𝑢1

𝑓 − 𝑢1𝑓𝑢1
(𝑍2 − 𝑢1𝑍3) .

(2)
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Так как операторы 𝐷 и 𝐷 коммутируют
[𝐷,𝐷] = 𝐷𝑓 · 𝑍1 + 𝑢2[𝐷,𝑍1] + [𝐷,𝑍2] =

= (𝑓𝑢𝑢1 + 𝑓𝑓𝑢1 + 𝑢2𝑓𝑢1)𝑍1 + 𝑢2[𝐷,𝑍1] + [𝐷,𝑍2],

то
[𝐷,𝑍1] = −𝑓𝑢1𝑍1, [𝐷,𝑍2] = −(𝑓𝑢𝑢1 + 𝑓𝑓𝑢1)𝑍1,

а также, используя тождество Якоби, имеем
[𝐷,𝑍3] = −𝑓𝑢1𝑍3 − (𝑓𝑢 + 𝑓𝑢1𝑓𝑢1)𝑍1,

[𝐷, [𝑍1, 𝑍3]] = 𝑍3(𝑓𝑢1)𝑍1 − 2𝑓𝑢1𝐴(𝑍2 − 𝑢1𝑍3)−
−𝑍1(𝑓𝑢1)𝑍3 − 𝑍1(𝑓𝑢 + 𝑓𝑢1𝑓𝑢1)𝑍1,

[𝐷, [𝑍2, 𝑍3]] = 𝑍3(𝑓𝑢𝑢1 + 𝑓𝑓𝑢1)𝑍1 − (𝑓𝑢𝑢1 + 𝑓𝑓𝑢1)𝐴(𝑍2 − 𝑢1𝑍3)−
−𝑍2(𝑓𝑢1)𝑍3 − 𝑓𝑢1𝐵(𝑍2 − 𝑢1𝑍3)− 𝑍2(𝑓𝑢 + 𝑓𝑢1𝑓𝑢1)𝑍1 + (𝑓𝑢 + 𝑓𝑢1𝑓𝑢1)𝑍3,

где 𝐴 =
𝑓𝑢1𝑢1

𝑓−𝑢1𝑓𝑢1
, 𝐵 =

𝑢1𝑓𝑢𝑢1+𝑓𝑓𝑢1𝑢1−𝑓𝑢−𝑓𝑢1𝑓𝑢1
𝑓−𝑢1𝑓𝑢1

.

Соотношения (2) выполнены если и только если
[𝐷, [𝑍1, 𝑍3]] = [𝐷,𝐴(𝑍2 − 𝑢1𝑍3)], [𝐷, [𝑍2, 𝑍3]] = [𝐷,𝐵(𝑍2 − 𝑢1𝑍3)].

Для 𝑦-характеристического кольца Ли выполняются аналогичные рассуждения.
Справедливо следующее утверждение.

Теорема 1. Уравнение (1) обладает 𝑥- и 𝑦-интегралами второго порядка, если выпол-
нены следующие соотношения:

𝐴𝑢1 = 0, 𝐴𝑢𝑢1 + 𝐴𝑢1𝑓 = −2𝑓𝑢1𝐴, (3)
𝐵𝑢1 = 0, 𝐵𝑢𝑢1 +𝐵𝑢1𝑓 = −(𝑓𝑢𝑢1 + 𝑓𝑓𝑢1)𝐴− 𝑓𝑢1𝐵, (4)

где 𝐴 =
𝑓𝑢1𝑢1

𝑓−𝑢1𝑓𝑢1
, 𝐵 =

𝑢1𝑓𝑢𝑢1+𝑓𝑓𝑢1𝑢1−𝑓𝑢−𝑓𝑢1𝑓𝑢1
𝑓−𝑢1𝑓𝑢1

.

𝐴𝑢1 = 0, 𝐴𝑢𝑢1 + 𝐴𝑢1𝑓 = −2𝑓𝑢1𝐴, (5)

𝐵𝑢1 = 0, 𝐵𝑢𝑢1 +𝐵𝑢1𝑓 = −(𝑓𝑢𝑢1 + 𝑓𝑓𝑢1)𝐴− 𝑓𝑢1𝐵, (6)
где 𝐴 =

𝑓𝑢1𝑢1
𝑓−𝑢1𝑓𝑢1

, 𝐵 =
𝑢1𝑓𝑢𝑢1+𝑓𝑓𝑢1𝑢1−𝑓𝑢−𝑓𝑢1𝑓𝑢1

𝑓−𝑢1𝑓𝑢1
.

Доказательство. Соотношение [𝐷, [𝑍1, 𝑍3]] = [𝐷,𝐴(𝑍2 − 𝑢1𝑍3)] эквивалентно следующей
системе уравнений

𝑍3(𝑓𝑢1)− 𝑍1(𝑓𝑢 + 𝑓𝑢1𝑓𝑢1) + 𝐴𝑓𝑢1(𝑓 − 𝑢1𝑓𝑢1) = 0,

𝐷𝐴+ 2𝑓𝑢1𝐴 = 0,

𝐷𝐴 · 𝑢1 + 2𝐴𝑓𝑢1𝑢1 − 𝑍1(𝑓𝑢1) + 𝐴(𝑓 − 𝑢1𝑓𝑢1) = 0,

(7)

а [𝐷, [𝑍2, 𝑍3]] = [𝐷,𝐵(𝑍2 − 𝑢1𝑍3)] перепишем так:
𝑍3(𝑓𝑢𝑢1 + 𝑓𝑓𝑢1)− 𝑍2(𝑓𝑢 + 𝑓𝑢1𝑓𝑢1) +𝐵𝑓𝑢1(𝑓 − 𝑢1𝑓𝑢1) = 0,

𝐷𝐵 +𝐵𝑓𝑢1 + 𝐴(𝑓𝑢𝑢1 + 𝑓𝑓𝑢1) = 0,

𝐷𝐵 · 𝑢1 +𝐵𝑓 + 𝑓𝑢 + 𝑓𝑢1𝑓𝑢1 + 𝐴𝑢1(𝑓𝑢𝑢1 + 𝑓𝑓𝑢1)− 𝑍2(𝑓𝑢1) = 0.

(8)

Система уравнений (7), (8) эквивалентна системе
𝐷𝐴+ 2𝑓𝑢1𝐴 = 0,

𝐷𝐵 +𝐵𝑓𝑢1 + 𝐴(𝑓𝑢𝑢1 + 𝑓𝑓𝑢1) = 0.

Откуда следует выполнение (3) и (4). Аналогично, рассматривая 𝑦-характеристическое
кольцо Ли, получаем (5) и (6). Теорема доказана.
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3. Классификация уравнений

Рассмотрим классы уравнений, которые удовлетворяют условиям (3) – (6).
Пусть правая часть уравнения (1) зависит только от 𝑢. Для уравнения 𝑢𝑥𝑦 = 𝑓(𝑢)

согласно (3) – (6) имеем

𝐴 = 0, 𝐵 = −𝑓
′

𝑓
, 𝐴 = 0, 𝐵 = −𝑓

′

𝑓
, 𝐵′𝑢1 = 0,

𝑓 ′

𝑓
= 𝐶1.

Тогда 𝑓 = 𝐶2𝑒
𝐶1𝑢, где 𝐶1, 𝐶2 - постоянные, 𝐶2 ̸= 0.

Таким образом, получили уравнение Лиувилля 𝑢𝑥𝑦 = 𝑒𝑢, которое имеет интегралы вто-
рого порядка

𝑤 = 𝑢2 −
1

2
𝑢21, 𝑤 = 𝑢2 −

1

2
𝑢21.

Теперь рассмотрим уравнение
𝑢𝑥𝑦 = 𝜙(𝑢)𝜓(𝑢1).

Формулы (3) – (6) при 𝑓 = 𝜙(𝑢)𝜓(𝑢1) преобразуются так:

𝐴 = 0, 𝐵 = −𝜙
′

𝜙
, 𝐴 =

𝜓′′

𝜓 − 𝑢1𝜓′ , 𝐵 = −𝜙
′

𝜙
,

𝐵𝑢𝑢1 = 0, 𝐴𝑢1𝜓 = −2𝜓′𝐴, 𝐵𝑢𝑢1 = −𝜙′𝜓𝑢1𝐴− 𝜙𝜓′𝐵.

Решение последней системы уравнений определяет функции 𝜙 и 𝜓

𝜙 = 𝐶2𝑒
𝐶1𝑢, 𝜓 = 𝐶4

√︁
𝑢21 + 𝐶3,

где 𝐶𝑖 — постоянные, 𝑖 = 1, 2, 3, 4 и 𝐶2 ̸= 0, 𝐶3 ̸= 0, 𝐶4 ̸= 0.
Растяжением функций 𝑢, 𝑢1 и независимых переменных 𝑥, 𝑦 получаем уравнение вида

𝑢𝑥𝑦 = 𝑒𝑢
√︁
𝑢21 − 4

c интегралами

𝑤 = 𝑢2 −
1

2
𝑢21 −

1

2
𝑒2𝑢, 𝑤 =

𝑢2 − 𝑢21 + 4√︀
𝑢21 − 4

.

Рассмотрим уравнение (1) с правой частью 𝑓 = 𝜙(𝑢)𝜓(𝑢1)ℎ(𝑢1). Тогда соотношения (3) –
(6) примут вид

𝐴 =
ℎ′′

ℎ− 𝑢1ℎ′
, 𝐵 = −𝜙

′

𝜙
= −(ln𝜙)′,

𝐴 =
𝜓′′

𝜓 − 𝑢1𝜓′ , 𝐵 = −𝜙
′

𝜙
= −(ln𝜙)′,

𝐴𝑢1ℎ = −2ℎ′𝐴, 𝐵𝑢𝑢1 = −𝜓ℎ(𝜙′𝑢1 + 𝜙2𝜓′ℎ)𝐴− 𝜙𝜓ℎ′𝐵,

𝐴𝑢1𝜓 = −2𝜓′𝐴, 𝐵𝑢𝑢1 = −𝜓ℎ(𝜙′𝑢1 + 𝜙2𝜓ℎ′)𝐴− 𝜙𝜓′ℎ𝐵.

(9)

Из 𝐴 = ℎ′′

ℎ−𝑢1ℎ′ и 𝐴𝑢1ℎ = −2ℎ′𝐴 следует, что функция ℎ удовлетворяет уравнению
ℎ′ = 𝐶1𝑢1

ℎ
+ 𝛾1, где 𝐶1, 𝛾1 – постоянные. Аналогично, из 𝐴 = 𝜓′′

𝜓−𝑢1𝜓′ и 𝐴𝑢1𝜓 = −2𝜓′𝐴 полу-
чаем, что функция 𝜓 такая, что выполняется уравнение

𝜓′ =
𝐶2𝑢1
𝜓

+ 𝛾2,

где 𝐶2, 𝛾2 – постоянные. А также определим функции 𝐴 и 𝐴

𝐴 =
𝐶1

ℎ2
, 𝐴 =

𝐶2

𝜓2
.
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Теперь шестое и восьмое уравнения системы (9) перепишем так(︀
𝐶1𝐶2𝜙

2 − (ln𝜙)′′
)︀
𝑢1 =

(︀
𝛾1𝜙

′ − 𝐶1𝛾2𝜙
2
)︀
𝜓,(︀

𝐶1𝐶2𝜙
2 − (ln𝜙)′′

)︀
𝑢1 =

(︀
𝛾2𝜙

′ − 𝐶2𝛾1𝜙
2
)︀
ℎ.

Так как ℎ− 𝑢1ℎ
′ ̸= 0 и 𝜓 − 𝑢1𝜓

′ ̸= 0, то

𝐶1𝐶2𝜙
2 − (ln𝜙)′′ = 0, 𝛾1𝜙

′ − 𝐶1𝛾2𝜙
2 = 0, 𝛾2𝜙

′ − 𝐶2𝛾1𝜙
2. (10)

Если 𝛾1 = 0, то 1𝛾2 = 0 и 𝛾2𝜙
′ = 0. Пусть 𝛾2 = 0. Тогда функции 𝜙(𝑢), 𝜓(𝑢1), ℎ(𝑢1)

удовлетворяют уравнениям

(ln𝜙)′′ = 𝐶1𝐶2𝜙
2, ℎ′ =

𝐶1𝑢1
ℎ

, 𝜓′ =
𝐶2𝑢1
𝜓

.

В случае 𝛾2 ̸= 0 получаем, что 𝐶1 = 𝜙′ = ℎ′ = 0 (𝑓 = ̃︀𝜓(𝑢1)).
Теперь допустим, что 𝛾1 ̸= 0. Если 𝛾2 ̸= 0, то –

𝜙′ =
𝐶1𝛾2
𝛾1

𝜙2, 𝜙′ =
𝐶2𝛾1
𝛾2

𝜙2, (ln𝜙)′′ = 𝐶1𝐶2𝜙
2.

Откуда 𝐶1𝛾
2
2 = 𝐶2𝛾

2
1 . Если 𝛾2 = 0, то 𝐶2 = 𝜙′ = 0 (𝑓 = ̃︀𝜓(𝑢1)̃︀ℎ(𝑢1)).

Таким образом, справедливо следующее утверждение.

Лемма 1. Характеристическое кольцо Ли уравнения 𝑢𝑥𝑦 = 𝜙(𝑢)𝜓(𝑢1)ℎ(𝑢1) размерно-
сти три, если и только если функции 𝜙(𝑢), 𝜓(𝑢1), ℎ(𝑢1) удовлетворяют одному из сле-
дующих условий:

— либо
(ln𝜙)′′ = 𝐶1𝐶2𝜙

2, ℎ′ = 𝐶1
𝑢1
ℎ
, 𝜓′ = 𝐶2

𝑢1
𝜓
; (11)

— либо
𝜙′ =

𝐶2𝐶3

𝐶4

𝜙2, ℎ′ = 𝐶1
𝑢1
ℎ

+ 𝐶3, 𝜓′ = 𝐶2
𝑢1
𝜓

+ 𝐶4. (12)

Здесь 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3, 𝐶4 — постоянные.

Заменой 𝜙→ 𝜙√
𝐶1𝐶2

, ℎ→
√
𝐶1ℎ, 𝜓 →

√
𝐶2𝜓 формулы (11) примут вид

(ln𝜙)′′ = 𝜙2, ℎ′ =
𝑢1
ℎ
, 𝜓′ =

𝑢1
𝜓
.

Уравнение 𝑢𝑥𝑦 = 𝜙(𝑢)
√︀
𝑢21 + 𝛽1

√︀
𝑢21 + 𝛽2, где функция 𝜙 такая, что (ln𝜙)′′ = 𝜙2 и 𝛽1, 𝛽2 —

постоянные, имеет интегралы второго порядка

𝑤 =
𝑢2√︀
𝑢21 + 𝛽1

− 𝜙
√︁
𝑢21 + 𝛽1, 𝑤 =

𝑢2√︀
𝑢21 + 𝛽2

− 𝜙
√︁
𝑢21 + 𝛽2.

Заменой 𝜙 → 𝐶4𝜙
𝐶2𝐶3

, ℎ →
√
𝐶1ℎ, 𝜓 →

√
𝐶2𝜓 формулы (12) примут вид

( ̃︀𝐶3 =
𝐶3√
𝐶1
, ̃︀𝐶4 =

𝐶4√
𝐶2
)

𝜙′ = 𝜙2, ℎ′ =
𝑢1
ℎ

+ ̃︀𝐶3, 𝜓′ =
𝑢1
𝜓

+ ̃︀𝐶4.

Интегралы второго порядка уравнения 𝑢𝑥𝑦 = − 1
𝑢+𝛼

𝜓(𝑢1)ℎ(𝑢1), где функции 𝜓 и ℎ удо-
влетворяют уравнениям

𝜓′ =
𝑢1
𝜓

+ ̃︀𝐶4 и ℎ′ =
𝑢1
ℎ

+ ̃︀𝐶3
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соответственно, а 𝛼 — постоянная, имеют вид

𝑤 =
𝑢2
𝜓

− 𝜓

𝑢
, 𝑤 =

𝑢2
ℎ

− ℎ

𝑢
.
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