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КОМБИНАТОРНАЯ СЛОЖНОСТЬ ОДНОГО КЛАССА
ЗАДАЧИ ЛИНЕЙНОГО РАСКРОЯ

В.М. КАРТАК, В.В. КАРТАК

Аннотация. В статье рассмотрена классическая задача одномерной упаковки
(1dCSP), которая является NP-трудной. Приведен один из возможных комбинаторных
алгоритмов ее решения, основанный на методе ветвей и границ. Оценена сложность
представленного алгоритма для одного класса задач, который назван плотным. Выяв-
лены примеры, наиболее трудные для решения комбинаторными алгоритмами. Этот
результат согласуется с экспериментальными данными и может быть использован для
генерации трудных тестовых задач, а также для прогнозирования времени работы ал-
горитма.

Ключевые слова: линейный раскрой, метод ветвей и границ, целочисленное про-
граммирование, сложность алгоритма.

1. Введение

Классическая задача одномерной упаковки One-Dimensional Cutting Stock Problem
(1dCSP) состоит в следующем: дано множество неотрицательных чисел 𝑙𝑖 ∈ R+,
𝑖 ∈ 𝐼 = {1, . . . ,𝑚} и некоторое положительное число 𝐿 > 0. Требуется найти минималь-
ное натуральное число 𝑛 такое, что 𝐼 разбивается на 𝑛 не пересекающихся подмножеств
𝐼 = ∪𝑛

𝑘=1𝐼𝑘 и
∑︀

𝑖∈𝐼𝑘 𝑙𝑖 6 𝐿. Обозначим эту задачу как 𝐸 = (𝐿,𝑚, (𝑙1, 𝑙2, . . . 𝑙𝑚)). Без потери
общности предположим, что 𝑙𝑖 упорядочены по мере их убывания 𝑙1 ≥ 𝑙2 ≥ ... ≥ 𝑙𝑚.

В литературе эта задача известна как задача размещения в контейнеры, задача линей-
ного раскроя. К этой постановке также сводится ряд задач календарного планирования и
составления расписаний. Данная задача относится к классу 𝑁𝑃 -трудных задач и, следо-
вательно, не может быть решена псевдополиномиальным алгоритмом (см. [1]).

И.В. Романовский в своих работах интерпретировал задачу одномерной упаковки как
проблему комбинаторной оптимизации. Им была предложена общая идея переборного
метода для ее решения и предложена его конкретизация в виде метода "ветвей и гра-
ниц"(Method Branch and Bound, MBB) [2], который был реализован С.В. Кацевым, см. [3].
Позднее S.Martello и P.Toth в работе [4] и Э.А. Мухачева и В.М. Картак в работе [5] предло-
жили улучшенные версии MBB, добавив в них дополнительные ограничения. В 1997 году
D. Schwerin и G. Wascher провели классификацию входных данных для задачи линейного
раскроя, см. [6]. В своей последующей работе [7] они, а также Э.А. Мухачева и В.М. Кар-
так в работе [5], выделили наиболее трудные классы для получения оптимума (трудность
класса определялось числом примеров, для которых удалось получить оптимум за отве-
денное время). При этом наиболее трудными примерами оказались

”
триплеты“, в которых

𝐿/4 < 𝑙𝑖 6 𝐿.
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Данная статья посвящена рассмотрению вычислительной сложности комбинаторных
алгоритмов в случае плотной задачи.

2. Схема комбинаторного алгоритма

Каждому подмножеству разбиения 𝐼𝑘 сопоставим 𝑚-мерный бинарный вектор
a𝑘 = (𝑎𝑘1, . . . , 𝑎

𝑘
𝑚)𝑇 , где 𝑎𝑘𝑖 = 1 если 𝑖 ∈ 𝐼𝑘, иначе 𝑎𝑖 = 0. Тогда любое решение задачи,

состоящее из 𝑛 подмножеств, может быть представлено в виде бинарной матрицы разбие-
ния 𝒜 = (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛) размеров 𝑚× 𝑛. Разбиение, при котором 𝑛 достигает минимума,
называется оптимальным.

Для получения оптимального разбиения комбинаторные алгоритмы типа ветвей и гра-
ниц вынуждены в худшем случае последовательно просматривать все возможные вариан-
ты разбиения [2], [4], [5]. Для избежания повторов вводится лексикографическое упорядо-
чивание матриц разбиения.

Вектор 𝑎𝑗 имеет более высокий приоритет по сравнению с 𝑎𝑘, если верно∑︀1
𝑖=𝑚 𝑎𝑗𝑖 · 2𝑖 >

∑︀1
𝑖=𝑚 𝑎𝑘𝑖 · 2𝑖. Потребуем, чтобы столбцы в матрице 𝒜 были упорядочены по

невозрастанию приоритетов. Из двух матриц приоритетной считается та, которая содер-
жит более приоритетный вектор. Таким образом, все матрицы можно лексикографически
упорядочить по мере невозрастания их приоритетов 𝒜1 ≥ 𝒜2 ≥ . . . ≥ 𝒜𝐾 . Теперь общая
схема перебора будет выглядеть следующим образом:

Пусть Λ(𝒜𝑖) — число столбцов в матрице 𝒜𝑖.

Шаг 1. Подготовка к решению:
∙ вычисляем 𝐿𝑑 — нижнюю границу;
∙ строим 𝒜1 с помощью алгоритма первый подходящий [1]. 𝐿𝑢 = Λ(𝒜1) – верхняя

граница;
∙ 𝒜𝑏𝑒𝑠𝑡 = 𝒜1 — лучший план раскроя.

Шаг 2. Если 𝐿𝑑 = 𝐿𝑢, то переход к Шагу 4.
Шаг 3. Последовательно перебираем 𝒜𝑖 c использованием лексикографического упо-

рядочивания и использования отсечений ([4], [5]). Если Λ(𝒜𝑖) < 𝐿𝑢, то 𝒜𝑏𝑒𝑠𝑡 = 𝒜𝑖,
𝐿𝑢 = Λ(𝒜𝑖), переход к Шагу 2.

Шаг 4. Найдено оптимальное решение 𝒜𝑏𝑒𝑠𝑡.
Оценим вычислительную сложность представленного алгоритма. Очевидно, что макси-

мальное число итераций алгоритм произведет в том случае, когда не удается достигнуть
нижней границы, так как в этом случае алгоритм вынужден генерировать все возможные
матрицы разбиения.

3. Оценка сложности алгоритма в плотном случае

Вектор 𝑎 назовем плотным, если
∑︀𝑚

𝑖=1 𝑎𝑗𝑙𝑗 < min𝑘 ∈𝐼/{𝑡:𝑎𝑡=1} 𝑙𝑘. Матрицу назовем плот-
ной, если она состоит только из плотных векторов.

Пусть 𝑛 – оптимальное значение задачи 𝐸. Будем говорить, что задача 𝐸 плотная,
если любая матрица разбиения 𝒜, соответствующая оптимальному решению, является
плотной.

Из представленной схемы видно, что для доказательства оптимальности значения 𝑛
алгоритм вынужден построить все допустимые матрицы 𝒜 размеров 𝑚 × 𝑛 и показать,
что допустимой матрицы с числом столбцов 𝑛 − 1 не существует. Оценим максимальное
возможное число таких матриц.

Для этой цели возьмем некоторую последовательность неповторяющихся номеров
𝑄 = (𝑞1, 𝑞2, . . . 𝑞𝑚), где 𝑞𝑖 ∈ 𝐼 (всего возможно 𝑚! различных таких последовательно-
стей). Каждой такой последовательности однозначно сопоставим матрицу 𝒜 по следую-
щему правилу.
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∙ Пусть 𝑘1 такой номер, что
∑︀𝑘1

𝑖=1 𝑙𝑙𝑞𝑖 6 𝐿 и
∑︀𝑘1+1

𝑖=1 𝑙𝑙𝑞𝑖 > 𝐿. Тогда вектор 𝑎1 строим по
правилу 𝑎1𝑞𝑖 = 1, 𝑖 = 1, 𝑘1, остальные элементы нули.

∙ Номер 𝑘2 такой, что
∑︀𝑘1+𝑘2

𝑖=𝑘1+1 𝑙𝑙𝑞𝑖 6 𝐿 и
∑︀𝑘1+𝑘2+1

𝑖=𝑘1+𝑘2+1 𝑙𝑙𝑞𝑖 > 𝐿. Вектор 𝑎2 строится по
правилу 𝑎2𝑞𝑖 = 1, 𝑖 = 𝑘1 + 1, 𝑘1 + 𝑘2, остальные элементы нули, и т.д.

После построения матрицы 𝒜 ее столбцы лексикографически упорядочим.
Заметим, что одна и та же матрица 𝒜 может быть получена из нескольких различ-

ных последовательностей. Пусть 𝐾(𝒜) – число последовательностей, из которых получа-
ется матрица 𝒜. Очевидно, что если 𝒜 плотная матрица, состоящая из 𝑛 столбцов, то
𝐾(𝒜) = 𝑘1!𝑘2!..𝑘𝑛!𝑛!.

Лемма 1. Справедлива оценка 𝑘1!𝑘2!..𝑘𝑛! ≥ (𝑘!)𝑛−𝑟 · ((𝑘 + 1)!)𝑟, здесь 𝑘 = [𝑚/𝑛] — целая
часть от деления m на n, r — остаток от деления m на n.

▷ Найдем минимум выражения 𝑘1!𝑘2!..𝑘𝑛!, используя граф Феррера ([8], стр. 21). Со-
ставим таблицу из 𝑚 строк и 𝑛 столбцов. В первом столбце заполним 𝑘1 строку, считая
снизу, во втором 𝑘2 строки, и т.д., в последнем 𝑛-ом столбце заполним 𝑘𝑛 строк, и присвоим
заполненным ячейкам веса, как показано на рисунке.

𝑘3
𝑘1 𝑘3 − 1

𝑘1 − 1 𝑘3 − 2 . . . 𝑘𝑛
𝑘1 − 2 𝑘2 𝑘3 − 3 . . . 𝑘𝑛 − 1
𝑘1 − 3 𝑘2 − 1 𝑘3 − 4 . . . 𝑘𝑛 − 2
. . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . 1

Общее число всех заполненных клеток равно 𝑘1 + 𝑘2 + · · ·+ 𝑘𝑛 = 𝑚. Мы ищем минимум
произведения 𝑘1!𝑘2!𝑘3! . . . 𝑘𝑛!, которое содержит ровно 𝑛 множителей.

На графе разрешается выполнять следующую операцию:
”
перекладывать“ верхнюю за-

нятую ячейку из одного столбца в другой столбец на верхнюю позицию. Например, пере-
ложим верхнюю ячейку из третьего столбца во второй:

𝑘1 𝑘3 − 1
𝑘1 − 1 𝑘2 + 1 𝑘3 − 2 . . . 𝑘𝑛
𝑘1 − 2 𝑘2 𝑘3 − 3 . . . 𝑘𝑛 − 1
𝑘1 − 3 𝑘2 − 1 𝑘3 − 4 . . . 𝑘𝑛 − 2
. . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . 1

Возможны только два случая

𝑘1!(𝑘2 + 1)!(𝑘3 − 1)! . . . 𝑘𝑛! < 𝑘1!𝑘2!𝑘3! . . . 𝑘𝑛! если 𝑘2 + 1 < 𝑘3,

𝑘1!(𝑘2 + 1)!(𝑘3 − 1)! . . . 𝑘𝑛! = 𝑘1!𝑘2!𝑘3! . . . 𝑘𝑛! если 𝑘2 + 1 = 𝑘3.

Как видим, при
”
перекладывании“ ячейки вниз искомое произведение не увеличивается.

Оно достигает своего минимума в той ситуации, когда при любом перекладывании ячейки
на ряд ниже произведение остается тем же самым. Тогда операция

”
перекладывания“

сводится по сути к перестановке столбцов.
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Итак, при фиксированных 𝑚 и 𝑛 произведение 𝑘1!𝑘2!𝑘3! . . . 𝑘𝑛! достигает своего миниму-
ма по переменным 𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑛 в случае:

𝑘1!𝑘2!𝑘3! . . . 𝑘𝑛! = (𝑘!)𝑛−𝑟 · ((𝑘 + 1)!)𝑟 · 𝑛! = (𝑘!)𝑛 · (𝑘 + 1)𝑟 · 𝑛!. ◁

Пусть 𝐸 – плотная задача и 𝑆(𝑚,𝑛) – число возможных различных плотных матриц 𝒜
размеров 𝑚× 𝑛. Тогда имеет место следующая оценка

𝑆(𝑚,𝑛)∑︁
𝑖=1

𝐾(𝒜) 6 𝑚!.

Из Леммы 1 следует, что
𝑆(𝑚,𝑛)∑︁
𝑖=1

𝐾(𝒜) =

𝑆(𝑚,𝑛)∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖
1!𝑘

𝑖
2!..𝑘

𝑖
𝑛!𝑛! 6 𝑚! ⇒ 𝑆(𝑚,𝑛) · (𝑘!)𝑛−𝑟 · ((𝑘 + 1)!)𝑟𝑛! 6 𝑚!

или

𝑆(𝑚,𝑛) 6
𝑚!

(𝑘!)𝑛−𝑟 · ((𝑘 + 1)!)𝑟 · 𝑛!
.

Заметим, что существуют такие задачи 𝐸, при которых достигается равенство. Например:
𝑙1 = 𝑙2 = · · · = 𝑙𝑚 и 𝑚 = 𝑛 ⌊𝐿/𝑙1⌋.

Ответим теперь на вопрос: при каком соотношении между 𝑚 и 𝑛 функция 𝑆(𝑚,𝑛)
достигает максимума?(𝑚 фиксированное число.) Для этого откажемся от целочислен-
ности и заменим все факториалы на Гамма-функцию по правилу: Γ(𝑛 + 1) = 𝑛!

Лемма 2. Функция 𝑆(𝑚,𝑛) мажорируется функцией 𝐹 (𝑚,𝑛)

𝑆(𝑚,𝑛) ≤ 𝐹 (𝑚,𝑛) =
Γ(𝑚 + 1)

Γ𝑛(𝑚
𝑛

+ 1)Γ(𝑛 + 1)
.

▷ Докажем, что верно неравенство
𝑚!

(𝑘!)𝑛 · (𝑘 + 1)𝑟 · 𝑛!
≤ Γ(𝑚 + 1)

Γ𝑛(𝑚
𝑛

+ 1)Γ(𝑛 + 1)
.

Задача равносильна доказательству

(𝑘!)𝑛 · (𝑘 + 1)𝑟 ≥ Γ𝑛
(︁𝑚
𝑛

+ 1
)︁

= Γ𝑛

(︂
𝑘𝑛 + 𝑟

𝑛
+ 1

)︂
= Γ𝑛

(︁
𝑘 +

𝑟

𝑛
+ 1

)︁
.

Обозначим 𝑥 = 𝑘 + 1, 𝑠 = 𝑟/𝑛, причем 0 ≤ 𝑠 < 1, получим

Γ(𝑥) · (𝑥)𝑠 ≥ Γ(𝑥 + 𝑠). (1)

Неравенство (1) верно в силу известного неравенства (см. [9], [10], [11], [12])

𝑥1−𝑠 <
Γ(𝑥 + 1)

Γ(𝑥 + 𝑠)
, 0 < 𝑠 < 1,

так как после преобразования оно имеет следующий вид:
𝑥

𝑥𝑠
<

𝑥Γ(𝑥)

Γ(𝑥 + 𝑠)
, 0 < 𝑠 < 1.

В случае 𝑠 = 1 неравенство (1) превращается в тождество. ◁
Сформулируем следующую вспомогательную лемму.

Лемма 3. При 𝑧 ≥ 3 дигамма-функция Ψ(𝑧) = Γ′(𝑧)/Γ(𝑧) оценивается:

ln 𝑧 − 𝐶(𝑧) ≤ Ψ(𝑧) ≤ ln 𝑧 + 𝐶(𝑧), где 𝐶(𝑧) — конечное выражение.
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▷ Распишем подробнее выражение

Ψ(𝑧 + 1) = Ψ(𝑧) +
1

𝑧
= Ψ(𝑧 − 1) +

1

𝑧 − 1
+

1

𝑧
= · · · =

Представим переменную 𝑧 в виде 𝑧 = [𝑧] + {𝑧} = 𝑛 + 𝛼, 0 ≤ 𝛼 < 1, тогда предыдущее
равенство продолжается:

= Ψ(𝛼 + 2) +
1

𝛼 + 2
+

1

𝛼 + 3
+ · · · +

1

𝑧
.

Справедлива оценка: ∫︁ 𝛼+𝑘+1

𝛼+𝑘

𝑑𝑡

𝑡
≤ 1

𝛼 + 𝑘
≤

∫︁ 𝛼+𝑘

𝛼+𝑘−1

𝑑𝑡

𝑡
.

Просуммируем все неравенства, получим:∫︁ 𝛼+𝑛+1

𝛼+2

𝑑𝑡

𝑡
≤

𝑛∑︁
𝑘=2

1

𝛼 + 𝑘
≤

∫︁ 𝛼+𝑛

𝛼+1

𝑑𝑡

𝑡
.

Левая и правая части неравенства интегрируются:

ln(𝑧 + 1) − ln(𝛼 + 2) ≤
𝑛∑︁

𝑘=2

1

𝛼 + 𝑘
≤ ln 𝑧 − ln(𝛼 + 1).

Прибавим ко всем частям неравенства Ψ(𝛼 + 2), получим:

ln(𝑧 + 1) + Ψ(𝛼 + 2) − ln(𝛼 + 2) ≤ Ψ(𝑧 + 1) ≤ ln 𝑧 + Ψ(𝛼 + 2) − ln(𝛼 + 1).

Таким образом, при 𝑧 ≥ 3 справедлива оценка

ln 𝑧 − 𝐶(𝑧) ≤ Ψ(𝑧) ≤ ln 𝑧 + 𝐶(𝑧),

здесь 𝐶(𝑧) — конечное выражение. ◁
Введем функцию, имеющую смысл числа заготовок в карте раскроя

Φ(𝑚) =
{︁𝑚

𝑛
: 𝐹 (𝑚,𝑛) → 𝑚𝑎𝑥

}︁
.

Теорема 1. При 𝑚 → ∞ значение Φ(𝑚) ≃ 𝛽 · ln𝑚, где 𝛽 некоторая константа.

▷ При фиксированном 𝑚 найдем минимум знаменателя:

𝑓(𝑡) = (Γ (𝑡 + 1))
𝑚
𝑡 Γ

(︁𝑚
𝑡

+ 1
)︁

Для этого продифференцируем его по 𝑡:

(Γ (𝑡 + 1))
𝑚
𝑡 𝑚Γ

(︂
𝑚 + 𝑡

𝑡

)︂(︁
− ln (Γ (𝑡 + 1)) + Ψ (𝑡 + 1) 𝑡− Ψ

(︁𝑚
𝑡

+ 1
)︁)︁

𝑡−2

Рассмотрим уравнение

ln Γ(𝑡 + 1) − 𝑡Ψ(𝑡 + 1) + Ψ
(︁𝑚
𝑡

+ 1
)︁

= 0. (2)

Обозначим 𝐴(𝑡) = ln Γ(𝑡 + 1) − 𝑡Ψ(𝑡 + 1) и воспользуемся известными равенствами
Γ(𝑧 + 1) = 𝑧Γ(𝑧) и Ψ(𝑧 + 1) = Ψ(𝑧) + 1/𝑧 для подсчета 𝐴(𝑡 + 1) :

𝐴(𝑡 + 1) = ln Γ(𝑡 + 2) − (𝑡 + 1)Ψ(𝑡 + 2) = ln((𝑡 + 1)Γ(𝑡 + 1)) −
(︂

Ψ(𝑡 + 1) +
1

𝑡 + 1

)︂
(𝑡 + 1) =

= ln(𝑡 + 1) + ln Γ(𝑡 + 1) − 𝑡Ψ(𝑡 + 1) − Ψ(𝑡 + 1) − 1 = 𝐴(𝑡) + ln(𝑡 + 1) − Ψ(𝑡 + 1) − 1.

Таким образом,
𝐴(𝑡 + 1) − 𝐴(𝑡) = ln(𝑡 + 1) − Ψ(𝑡 + 1) − 1. (3)
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Правая часть (3) конечна по Лемме 3, поэтому можно оценить скорость роста 𝐴(𝑡) :
𝐴(𝑡) ≃ 𝛼𝑡, 𝛼 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Пусть некоторое 𝑡𝑚 – решение уравнения (2), тогда, подставляя в
него оценку для 𝐴(𝑡), получим Ψ

(︁
𝑚
𝑡𝑚

+ 1
)︁
≃ 𝛼𝑡𝑚.

Воспользуемся еще раз Леммой 3: ln (𝑚/𝑡𝑚) ≃ 𝛼𝑡𝑚, отсюда 𝑡𝑚 ≃ 𝛽 ln𝑚, 𝛽 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. ◁

4. Выводы

Для целых значений 𝑚 ∈ {1, . . . , 1000} график функции Φ(𝑚) был построен поточечно,
см. Рис.1. По графику определено значение константы 𝛽 ≈ 0.98.

Рис. 1. График Φ(𝑚), полученный численно

Полученный результат согласуется с данными Schwerin P., Wascher G., которые экспери-
ментально выделили трудные классы для решения последовательными алгоритмами при
𝑚 ∈ [40..200], см. [7]. На Рис.1 их результат выделен прямоугольником.

Результаты Теоремы 1 можно также использовать для формирования наиболее трудо-
емких тестовых задач, в которых число допустимых решений будет максимально.

Авторы выражают искреннюю благодарность профессору Юлмухаметову Р.С. за цен-
ные замечания и доказательство Теоремы 1.
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