
ISSN 2074-1863 Уфимский математический журнал. Том 3. № 3 (2011). С. 93-104.
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Аннотация. В статье изучается поведение неоднородной электропроводящей жидко-
сти, протекающей сквозь пористую преграду и обтекающей шероховатую поверхность.
Рассматривается семейство краевых задач с малым параметром, в которых микроне-
однородности сосредоточены на границе области (исходный профиль скоростей зави-
сит от малого параметра и поверхность, вдоль которой рассматривается пограничный
слой, является быстро осциллирующей). Получена усредненная задача и доказана схо-
димость решения исходной задачи к решениям усредненной. Таким образом, описыва-
ется эффективное поведение этой микронеоднородной жидкости.

Ключевые слова:пограничный слой Прандтля, осциллирующая граница, усреднение,
асимптотика, магнитогидродинамическая жидкость.

Введение

В этой работе мы рассматриваем поведение пограничного слоя Прандтля при обтека-
нии шероховатой поверхности при условии, что погранслой формируется при протекании
через пористую преграду. История применения этой теории начинается в начале XX века,
когда Прандтль опубликовал работу, посвященную теории пограничного слоя. Он показал,
что при некоторых условиях поток жидкости при обтекании твердого тела может быть
разделен на внешний, движение жидкости в котором можно считать невязким, и пригра-
ничный к поверхности тела, где вязкость оказывает значительное влияние (пограничный
слой). Он вывел систему уравнений для первого приближения скорости в пограничном
слое (система уравнений пограничного слоя). На границе между пограничным слоем и
основным потоком ставятся естественные условия сопряжения.

В работе мы будем ссылаться на монографию [6], в которой наиболее полно отражена
теория пограничного слоя Прандтля, авторы выводят систему уравнений Прандтля для
вязкой жидкости, доказывают теоремы существования для ряда моделей, а также при-
водят основные методы, используемые при решении задач движения жидкости. Также в
монографии рассмотрены методы усреднения для некоторых моделей с малым парамет-
ром.

Методы теории пограничного слоя используются для описания приграничного движе-
ния различных жидкостей, включая неньютоновские (дилатантные и псевдопластиче-
ские), а также электропроводные, в том числе плазму. Некоторые применения методов в
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теории пограничного слоя неньютоновской жидкости (модифицированной жидкости Ла-
дыженской О.А.) см. в [1], [2], [3]. Задачи с малыми параметрами в теории пограничного
слоя возникают довольно естественно. Например, в [4] для изучения течения несжимаемой
жидкости, проходящей сквозь малое отверстие, была использована теория усреднения. В
[5] было рассмотрено воздействие гармонического осциллятора с быстро меняющимися
параметрами на пограничном слое при обтекании пластины.

В данной статье изучается поведение пограничного слоя неоднородной магнитной жид-
кости, проходящей сквозь перфорированную преграду, изготовленную из микропористого
материала, при обтекании шероховатой пластины. Вводится малый параметр, характе-
ризующий микронеоднородную структуру преграды, жидкости, а также шероховатости
обтекаемой пластины.

С математической точки зрения изучается асимптотическое поведение решения системы
уравнений Прандтля для потока жидкости в окрестности шероховатой пластины (т.е. в
области с быстро осциллирующей границей). В качестве малого параметра выступают:

• размеры микронеоднородностей в материале преграды;
• расстояние между однородными слоями потока жидкости;
• размеры микронеоднородностей (шероховатости) на обтекаемой поверхности.

Выводится предельная задача при стремлении малого параметра к нулю и доказывается
теорема усреднения. Для этого рассматривается задача о продолжении пограничного слоя
для жидкости, проходящей сквозь пористую микронеоднородную преграду Pε (рис. 1).
Результаты частично опубликованы в [7, 8, 9].

Рис. 1. Физическая модель

В последнее время появились работы, где выводятся оценки скорости сходимости для ре-
шений задач теории пограничного слоя с малым параметром к решению соответствующих
усреднённых (см., например, [10]). Выведение оценок скорости сходимости при стремлении
малого параметра к нулю для пограничного слоя жидкости, проходящей через перфориро-
ванную преграду и обтекающей шероховатую поверхность, является целью наших даль-
нейших исследований. В настоящей работе мы ограничиваемся только доказательством
самого факта сходимости.
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1. Постановка задачи и формулировка основного результата

В этом разделе мы описываем шероховатость границы, определяем начальный профиль
скоростей жидкости, проходящей через перфорированную преграду, и формулируем ос-
новные результаты.

1.1. Описание области и граничные условия. Обозначим через ε малый параметр.
Пусть функция Uε(y) задаёт скорость жидкости после прохождения преграды, т.е. яв-
ляется начальным профилем скоростей. На функцию Uε(y) накладываются естественные
ограничения.

Допустим, что:
• Uε > 0 при y > 0;
• имеет место сходимость

Uε → U сильно в L2(R); (1)
• семейство функций Uε равномерно ограничено на R.
Предположим, что поверхность, вдоль которой течет жидкость, имеет неровную шеро-

ховатую структуру, причем размер шероховатостей мал по сравнению с толщиной погра-
ничного слоя.

Поверхность пластинки пусть определяется равенством y = Fε(x), где семейство Fε

равномерно сходится к нулю при ε → 0 и Fε(0) = 0.

Рис. 2. Магнитогидродинамический пограничный слой жидкости, проходя-
щей через пористую преграду и обтекающий шероховатую поверхность

Таким образом, возникает семейство задач о продолжении плоского пограничного слоя
магнитной жидкости

ν
∂2uε

∂y2
− uε

∂uε

∂x
− vε

∂uε

∂y
= −d(x, y)(U∞(x)− uε)− U∞dU∞

dx
,

∂uε

∂x
+

∂vε

∂y
= 0

(2)

в области Dε = {0 < x < X0, Fε(x) < y < ∞} с граничными условиями
uε(0, y) = Uε(y),

uε(x, Fε(x)) = 0, vε(x, Fε(x)) = V (x),

uε(x, y) → U∞(x) при y →∞,

(3)
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где d(x, y) =
σ(x, y)B2(x)

ρ
> 0, σ — магнитная проводимость жидкости, B — ортогональная

к поверхности обтекаемой пластины компонента вектора магнитной индукции, ρ = 1 —
плотность жидкости, (uε(x, y), vε(x, y)) — поле скоростей потока жидкости (параллель-
ная и ортогональная пластине, соответственно), (Uε(y), 0) — начальная скорость потока,
(0, V (x)) — скорость на нижней границе рассматриваемой области, (U∞(x), 0) — скорость
на верхней границе (скорость основного потока жидкости) (рис. 2).

Ниже мы покажем, что следующая задача о продолжении пограничного слоя будет
усреднённой для семейства (2) — (3) при ε → 0:

ν
∂2u

∂y2
− u

∂u

∂x
− v

∂u

∂y
= −d(x, y)(U∞(x)− u)− U∞dU∞

dx
,

∂u

∂x
+

∂v

∂y
= 0.

(4)

в области D = {0 < x < X0, 0 < y < ∞} с граничными условиями
u(0, y) = U(y), u(x, 0) = 0, v(x, 0) = V (x),

u(x, y) → U∞(x) при y →∞.
(5)

1.2. Задача в переменных фон Мизеса. Рассмотрим вспомогательную задачу. Име-
ем уравнение

ν
∂2ũε

∂y2
− ũε ∂ũε

∂x
− ṽε ∂ũε

∂y
= −dε(x, y)(U∞(x)− ũε)− U∞dU∞

dx
,

∂ũε

∂x
+

∂ṽε

∂y
= 0

(6)

в области D = {0 < x < X0, 0 < y < ∞} и граничные условия
ũε(0, y) = Uε(y),

ũε(x, 0) = 0, ṽε(x, 0) = V (x),

ũε(x, y) → U∞(x) при y →∞.

(7)

Сделаем следующую замену переменных Мизеса для задач (6), (7) и (4)–(5)
(x, y) → (x, ψ):

x = x,

ψ = ψ(x, y),
(8)

где

u =
∂ψ

∂y
,

v − V = −∂ψ

∂x
,

ψ(x, 0) = 0,

(9)

u, v решения соответствующей задачи, V — вертикальная компонента скорости на нижней
границе области. В качестве новой неизвестной функции выступает

w(x, ψ) = u2(x, y).

Область D переходит в область Ω = {0 < x < X0, 0 < ψ < ∞}.
Задача (6) — (7) в переменных Мизеса ставится следующим образом:

Lε(wε) ≡ ν
√

wε

∂2wε

∂ψ2
− ∂wε

∂x
− V

∂wε

∂ψ
= −2dvM

ε (x, ψ)(U∞ −√wε)− 2U∞dU∞

dx
(10)
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в области Ω с граничными условиями

wε(x, 0) = 0,

wε(0, ψ) = Wε(ψ),

wε(x, ψ) → (U∞)2(x) при ψ →∞,

(11)

где

Wε

(∫ y

0

Uε(η)dη

)
≡ U2

ε (y),

dvM
ε (x, ψ(x, y)) ≡ dε(x, y).

(12)

Имеет место следующее условие согласования:

ν
√

WεW
′′
ε + 2U∞(0)U∞

x (0)− V (0)W ′
ε + 2dvM

ε (0, ψ)(U∞(0)−√ω1) = O(ψ) (13)

при ψ → 0.
Обобщённым решением задачи (10) — (13) назовём функцию wε(x, ψ) со свойствами: wε

непрерывна, ограничена и положительна при ψ > 0;
∂wε

∂ψ
ограничена в Ω; wε ≥ kψ при

0 ≤ ψ ≤ ψ1, k = const > 0; w удовлетворяет граничному условию (11) при ψ = 0 и ψ →∞,
а также интегральному тождеству:

∫

Ω

(
− ν

∂wε

∂ψ

∂φ

∂ψ
+ 2

√
wε

∂φ

∂x
+ 2V

√
wε

∂φ

∂ψ
− 2dvM

ε φ+

2U∞
√

wε

(
dU∞

dx
+ dvM

ε

)
φ

)
dxdψ + 2

∞∫

0

√
Wεφ(0, ψ)dψ = 0

(14)

для любой функции φ(x, ψ) ∈ W 1
2 (Ω), равной нулю при x = X0, ψ = 0 и для достаточно

больших ψ.
Эквивалентность постановок показана в [6, глава 10].
Для задачи (4) — (5) форма Мизеса следующая:

L0(w) ≡ ν
√

w
∂2w

∂ψ2
− ∂w

∂x
− V

∂w

∂ψ
= −2dvM(x, ψ)(U∞ −√w)− 2U∞dU∞

dx
(15)

в области Ω с граничными условиями

w(x, 0) = 0,

w(0, ψ) = W (ψ),

w(x, ψ) → (U∞)2(x) при ψ →∞,

(16)

где

W

(∫ y

0

U(η)dη

)
≡ U2(y), (17)

и условием согласования

ν
√

WW ′′ + 2U∞(0)U∞
x (0)− V (0)W ′ + 2dvM(0, ψ)(U∞(0)−√ω1) = O(ψ) (18)

при ψ → 0. Здесь dvM(x, ψ(x, y)) ≡ d(x, y).
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1.3. Формулировка основных результатов. В этом разделе мы формулируем ре-
зультаты о существовании и сходимости решений.

Теорема 1 (О существовании). Пусть Fε — непрерывно дифференцируемая на R функ-
ция, Fε(0) = 0

Решение uε(x, y), vε(x, y) задачи (2),(3) существует тогда и только тогда, когда суще-
ствуют функции ũε(x, y) и ṽε(x, y), являющиеся в области D решением системы урав-
нений Прандтля (6) с условиями (7). При этом

dε(x, y) = d(x, y + Fε(x)).

В этом случае
uε(x, y) = ũε(x, y − Fε(x)),

vε(x, y) = ṽε(x, y − Fε(x))− F ′
ε(x) · ũε(x, y − Fε(x)).

Теорема 2. Предположим, что
• U(y) > 0 при y > 0, U(0) = 0, U ′(0) > 0, U(y) → U∞(0) 6= 0 при y →∞;
• Uε(y) > 0 при y > 0, Uε(0) = 0, U ′

ε(0) > 0, Uε(y) → U∞(0) 6= 0 as y →∞;

• dU∞

dx
, V (x) бесконечно дифференцируемы на [0, X0];

• d(x, y) бесконечно дифференцируема в D;
• U(y), U ′(y), U ′′(y) ограничены при 0 ≤ y < ∞ и удовлетворяют условию Гёльдера;
• Uε(y), U ′

ε(y), U ′′
ε (y) ограничены при 0 ≤ y < ∞ и удовлетворяют условию Гёльдера;

• dU∞

dx
> 0 при 0 ≤ x ≤ X;

• Uε(y) < U∞(0), U(y) < U∞(0) для любых y > 0, ε > 0.
Тогда существуют такие X ≤ X0 и ε0 > 0, что
• для любого ε < ε0 существует единственное обобщённое решение (10) — (13) и
единственное обобщённое решение задачи (15) — (18) в Ω;

• семейство решений задачи (10) — (13) сходится к решению задачи (15) — (18) при
ε → 0 так, что

wε ⇒ w

равномерно в ΩN = {0 < x < X, 0 < ψ < N} для любого N > 0, и

wε ⇀ w

слабо в W 1
2 (ΩN).

2. Доказательство теоремы 1

Доказательство. Введем новые независимые переменные:

ξ = x, η = y − Fε(x).

Поскольку ∂
∂x

= ∂
∂ξ
− ∂

∂η
F ′

ε(x), ∂
∂y

= ∂
∂η

, систему (6) можно переписать:
{

uε(uεξ − F ′
εuεη) + uεηvε = νuεηη + U∞U∞′ + d(ξ, η + Fε(ξ))(U

∞ − uε),
uεξ − F ′

εuεη + vεη = 0.
(19)

Обозначим
ṽε := vε − F ′

εuε, ũε := uε, dε(ξ, η) := d(ξ, η + Fε(ξ)) (20)
и перепишем (19) в виде

{
ũεũε

ξ + ũε
ηṽ

ε = νũε
ηη + U∞U∞′ + dε(ξ, η)(U∞ − ũε),

ũε
ξ + ṽε

η = 0.
(21)
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На границе выполняются условия

ũε|ξ=0 = uε|ξ=0 = Uε(η + Fε(0)) = Uε(η),

ũε
∣∣
η=0

= uε(ξ, Fε(ξ)) = 0, ṽε
∣∣
η=0

= vε

∣∣
η=0

− F ′
ε(ξ)uε

∣∣
η=0

= V (ξ),

ũε(ξ, η) −→
η→∞

U∞(ξ).

Условия согласования, требуемые в классической теореме существования (теоремы 9.1.1
из [6]), выполняются по построению.

Теорема полностью доказана.

Замечание 1. Далее, доказательство существования и единственности решений
проводится аналогично доказательству теоремы 9.1.1 (о существовании и единственно-
сти решений системы уравнений Прандтля для магнитной однородной жидкости) (см.
[6, Chapter 9, §9.1]), поэтому мы его здесь не приводим.

3. Вспомогательные результаты

Рассмотрим задачу о продолжении двумерного немагнитного пограничного слоя:

ν
∂2u

∂y2
− u

∂u

∂x
− v

∂u

∂y
=

1

ρ

dp

dx
= −U∞dU∞

dx
,

∂u

∂x
+

∂v

∂y
= 0

(22)

в области D с граничными условиями
u(0, y) = U(y), u(x, 0) = 0, v(x, 0) = V (x),

u(x, y) → U∞(x) при y →∞.
(23)

Для доказательства теоремы 2 нам понадобится следующее утверждение, доказанное в
[6, 2.1] (Теорема 2.1.1):

Теорема 3. Предположим, что
• U(y) > 0 при y > 0; U(0) = 0, U ′(0) > 0, U(y) → U∞(0) 6= 0 при y →∞;

• dp

dx
и V (x) непрерывны и дифференцируемы на [0, X0];

• U(y), U ′(y), U ′′(y) ограничены при 0 ≤ y < ∞ и удовлетворяют условию Гёльдера;
• имеет место условие согласования

ν
d2u(y)

dy2
− dp(0)

dx
− V (0)

du(y)

dy
= O(y2) (24)

для малых y.
Тогда существует такое X ≤ X0, что существует (u(x, y), v(x, y)) — решение (22),
удовлетворяющее условиями (23) и обладающее следующими свойствами:
• u(x, y) непрерывна и ограничена в D̄;
• u > 0 при y > 0;

• ∂u

∂y
> m > 0 при 0 < y ≤ y0 для каких-то m и y0;

• ∂u

∂y
и

∂2u

∂y2
непрерывны и ограничены в D;

• ∂u

∂x
, v,

∂v

∂y
непрерывны и ограничены в любом ограниченном подмножестве D̄;

• если |U ′(y)| ≤ m1 exp (−m2y),m1,m2 = const > 0, то
∂u

∂x
и

∂v

∂y
ограничены в D.
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Если
dp

dx
≤ 0 и V (x) ≤ 0 или

dp

dx
< 0, то такое решение (22),(23) существует в D для

любых 0 < X ≤ X0.

Рассмотрим следующую задачу:

Lε(wε) ≡ ν
√

wε
∂2wε

∂ψ2
− ∂wε

∂x
− V

∂wε

∂ψ
= −2U∞dU∞

dx
, (25)

0 < ε < ε0, с условиями

wε(x, 0) = 0, wε(0, ψ) = Wε(ψ), wε(x, ψ) → (U∞)2(x) при ψ →∞, (26)

а также задачу:

L0(w) ≡ ν
√

w
∂2w

∂ψ2
− ∂w

∂x
− V

∂w

∂ψ
= −2U∞dU∞

dx
(27)

с условиями

w(x, 0) = 0, w(0, ψ) = W (ψ), w(x, ψ) → (U∞)2(x) при ψ →∞. (28)

Следующая лемма о сходимости необходима для доказательства теоремы 2.

Лемма 1 (О сходимости). Пусть U∞(x), U , Uε(y), V (x) удовлетворяют условиям
теоремы 3 для любого 0 < ε < ε0.

Тогда обобщённые решения задачи (25), (26) сходятся к обобщённому решению задачи
(27), (28) при ε → 0 так, что wε ⇒ w равномерно в ΩN для любого N > 0 и wε ⇀ w слабо
в W 1

2 (ΩN).

Доказательство. В [9] было доказано, что существует w0 и такая последовательность
{εk}k∈N (εk → 0 при k →∞), что

wεk
⇒ w0 равномерно в Ω̄N для любого N > 0, (29)

wεk
⇀ w0 слабо в W 1

2 (Ω̄N) для любого N > 0. (30)
Для wεk

выполнено
∫

Ω

(
−ν

∂wεk

∂ψ

∂φ

∂ψ
− 2

√
wεk

∂φ

∂x
+ 2V (x)

√
wεk

∂φ

∂ψ
+

2U∞
√

wεk

dU∞

dx
φ

)
dxdψ+

+2

∞∫

0

√
Wε(ψ)φ(0, ψ)dψ = 0,

(31)

для φ(x, ψ) ∈ W 1
2 (Ω), равного нулю при x = X0, ψ = 0 и достаточно больших ψ. Далее для

доказательства нам потребуется следующее утверждение.

Предложение 1. Имеет место следующее соотношение:

lim
ε→0

∞∫

0

√
Wε(ψ)φ(ψ)dψ =

∞∫

0

√
W (ψ)φ(ψ)dψ (32)

для любой функции φ(ψ) ∈ W 1
2 (Ω), равной нулю при ψ = 0 и достаточно больших ψ.

Доказательство. Сначала докажем утверждение для индикаторной функции φ(ψ) = I[0,A](ψ).
Введём обозначения для переменных Мизеса:

ψ(y) =

y∫

0

U(η)dη,
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ψε(y) =

y∫

0

Uε(η)dη.

Через Yε обозначим такую величину, что
∫ Yε

0

Uε(y)dy = A.

Через Y обозначим, соответственно, такую величину, что
∫ Y

0

U(y)dy = A.

Из (1) следует, что Yε → Y . Из равномерной ограниченности Uε следует сходимость

U2
ε → U2 сильно в L2(R).

Тогда

lim
ε→0

∞∫

0

√
Wε(ψ)φ(ψ)dψ = lim

ε→0

A∫

0

√
Wε(ψ)dψ = lim

ε→0

Yε∫

0

Uε(y)ψ′ε(y)dy =

= lim
ε→0

Yε∫

0

U2
ε (y)dy =

Y∫

0

U2(y)dy =

Y∫

0

U(y)ψ′(y)dy =

Y∫

0

√
W (ψ(y))ψ′(y)dy =

=

A∫

0

√
W (ψ)dψ =

∞∫

0

√
W (ψ)φ(ψ)dψ.

Таким образом, утверждение верно для индикаторных функций, и следовательно, верно
и для простых.

Зафиксируем δ > 0. Выберем такую простую функцию f , что
∞∫

0

|f(ψ)− η(ψ)|dψ <
δ

3U∞(0)
.

Мы это можем сделать, поскольку η имеет ограниченный носитель.
Тогда

∞∫

0

√
Wε(ψ)φ(ψ)dψ −

∞∫

0

√
Wε(ψ)f(ψ)dψ ≤

≤
∞∫

0

√
Wε(ψ)|φ(ψ)− f(ψ)|dψ ≤ U∞(0)

∞∫

0

|φ(ψ)− f(ψ)|dψ ≤ δ

3
.

Аналогично,
∞∫

0

√
W (ψ)φ(ψ)dψ −

∞∫

0

√
W (ψ)f(ψ)dψ ≤ δ

3
.

Выберем такое ε0 > 0, что для всякого ε < ε0∣∣∣∣∣∣

∞∫

0

√
Wε(ψ)f(ψ)dψ −

∞∫

0

√
W (ψ)f(ψ)dψ

∣∣∣∣∣∣
≤ δ

3
.
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Тогда для любого ε < ε0, мы получаем∣∣∣∣∣∣

∞∫

0

√
Wε(ψ)φ(ψ)dψ −

∞∫

0

√
W (ψ)φ(ψ)dψ

∣∣∣∣∣∣
≤

≤
∣∣∣∣∣∣

∞∫

0

√
Wε(ψ)φ(ψ)dψ −

∞∫

0

√
Wε(ψ)f(ψ)dψ

∣∣∣∣∣∣
+

+

∣∣∣∣∣∣

∞∫

0

√
W (ψ)φ(ψ)dψ −

∞∫

0

√
W (ψ)f(ψ)dψ

∣∣∣∣∣∣
+

+

∣∣∣∣∣∣

∞∫

0

√
Wε(ψ)f(ψ)dψ −

∞∫

0

√
W (ψ)f(ψ)dψ

∣∣∣∣∣∣
≤ δ.

Предложение доказано.

Из лемм 3.1 [9] и 1 следует, что, переходя к пределу при k →∞ в (31), мы получаем
∫

Ω

(
−ν

∂w0

∂ψ

∂φ

∂ψ
− 2

√
w0

∂φ

∂x
+ 2V (x)

√
w0

∂φ

∂ψ
+

2U∞
√

w0

dU∞

dx
φ

)
dxdψ+

+2

∞∫

0

√
W (ψ)φ(0, ψ)dψ = 0.

(33)

Таким образом, w0 является обобщённым решением задачи (27), (28), откуда следует
утверждение леммы.

4. Доказательство теоремы 2

Доказательство. Повторяя доказательство теоремы 2.1 из [7] для задачи (10)–(13) и ис-
пользуя лемму 1, мы выводим следующие равномерные по ε оценки:

∫

Ω

√
wε

(
∂2wε

∂ψ2

)2

η2(ψ)dxdψ ≤ M1, (34)

∫

Ω

(
∂wε

∂x

)2

η2(ψ)dxdψ ≤ M2 (35)

для любого η(ψ) ∈ ∞(R1
+).

Далее, аналогично лемме 1, существуют такие w0 и последовательность wεk
(εk → 0 при

k →∞), что
wεk

⇒ w0 равномерно в Ω̄N для любого N > 0, (36)
wεk

⇀ w0 слабо в W 1
2 (Ω̄N) для любого N > 0. (37)

Для wεk
выполнено

∫

Ω

(
− ν

∂wεk

∂ψ

∂φ

∂ψ
+ 2

√
wεk

∂φ

∂x
+ 2V

√
wεk

∂φ

∂ψ
− 2dvM

εk
φ+

+
2U∞
√

wεk

(
dU∞

dx
+ dvM

εk

)
φ

)
dxdψ + 2

∞∫

0

√
Wεk

φ(0, ψ)dψ = 0

(38)

для любой функции φ(x, ψ) ∈ W 1
2 (Ω), равной нулю при x = X0, ψ = 0 и для достаточно

больших ψ. Повторяя доказательство леммы 3.1 [9], переходим к пределу в (38) при k →∞.
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Сходимость членов с dvM
ε легко устанавливается, используя обратную замену переменных

Мизеса:

u =
√

w, y =

ψ∫

0

dψ√
w(x, ψ)

. (39)

В результате, получаем, что
∫

Ω

(
− ν

∂w0

∂ψ

∂φ

∂ψ
+ 2

√
w0

∂φ

∂x
+ 2V

√
w0

∂φ

∂ψ
− 2dvMφ+

+
2U∞
√

w0

(
dU∞

dx
+ dvM

)
φ

)
dxdψ + 2

∞∫

0

√
Wφ(0, ψ)dψ = 0

(40)

для любой функции φ(x, ψ) ∈ W 1
2 (Ω), Таким образом, w0 является решением обобщённой

задачи. В силу единственности решения, такая предельная функция единственна. Теорема
доказана.

5. Заключительные замечания

Осталось заметить, что при замене (20) исходная задача переходит в задачу (6), (7),
решение которой при ε → 0 стремится к решению усреднённой задачи (4), (5). Таким
образом, нами доказана сходимость решения исходной задачи (2), (3) к решению усред-
нённой задачи (4), (5).
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