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ВОЗМУЩЕНИЕ ОПЕРАТОРА ШРЕДИНГЕРА УЗКИМ
ПОТЕНЦИАЛОМ

Р.Р. ГАДЫЛЬШИН, И.Х. ХУСНУЛЛИН

Аннотация. Исследуется дискретный спектр оператора Шредингера на оси, возму-
щенного потенциалом, зависящим от двух малых параметров, один из которых описы-
вает длину носителя потенциала, а обратное значение второго соответствуют величине
потенциала.

Ключевые слова: Оператор Шредингера, возмущение, согласование асимптотиче-
ский разложений.

1. Введение

В работе рассматривается возмущение дискретного спектра, полуограниченного снизу
самосопряженного оператора Шредингера в L2(R):

H0 := − d2

dx2
+W ,

где W — оператор умножения на локально интегрируемую в R вещественную функцию
W (x) такую, что

∞∫
−∞

W (x)|y(x)|2dx > c‖y‖2L2(R), c > −∞ (1)

для любых функций y из L2(R), для которых этот интеграл существует.
Возмущенный самосопряженный оператор (рассматриваемый также в L2(R)) имеет вид:

Hµ,ε := − d2

dx2
+W + µ−1Vε,

где Vε — оператор умножения на функцию V
(
x
ε

)
, V (ξ) — вещественная финитная функция

из L∞(R),
µ > 0, 0 < ε� 1.

Операторы H0 и Hµ,ε понимаются как расширения по Фридрихсу (см., например, [1,
Глава VI, § 2]) соответствующих симметричных дифференциальных выражений

H0 = − d2

dx2
+W (x), Hµ,ε = − d2

dx2
+W (x) + µ−1V

(x
ε

)
с C∞0 (R).

R.R. Gadyl’shin, I.Kh. Khusnullin, Perturbation of the Shrödinger operator by a narrow
potential.
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А именно, обозначим через (·, ·)L2(R) скалярное произведение в L2(R), а через h0 и hµ,ε —
квадратичные формы на C∞0 (R), порожденные операторами H0 и Hµ,ε:

h0[y] := (H0y, y)L2(R) , hµ,ε[y] = (Hµ,εy, y)L2(R) .

Так как дифференциальные выражения H0 и Hµ,ε симметричны, плотно определены в
L2(R) и ограничены снизу, то квадратичные формы h0 и hµ,ε также симметричны, плотно
определены в L2(R) и полуограничены снизу, причем, эти формы замыкаемы (см., напри-
мер, [1, Глава VI, теорема 1.27]). Операторы H0 и Hµ,ε определим как самосопряженные
полуограниченные снизу операторы в L2(R), ассоциированные с замыканием этих форм
(см., например, [1, Глава VI, теорема 2.6]).

В работе исследуется поведение собственных значений оператора Hµ,ε при µ, ε→ 0.

В случае, когда µ = ε−2, а
∞∫
−∞

V (t) dt = 0, аналогичные вопросы исследовались в [2].

2. Формулировка результатов

В следующем разделе будут доказаны следующие два утверждения.

Лемма 1. Собственные значения операторов H0 (если они существуют) являются
простыми.

Лемма 2. Пусть
εµ−1 = o (1) . (2)

Тогда Hµ,ε → H0 при ε→ 0 в обобщенном смысле.

Из этих двух лемм и [1, Глава IV, Теорема 3.16] вытекает

Теорема 1. Пусть λ0 — собственное значение оператора H0 и выполнено условие (2).
Тогда к нему сходится единственное и, к тому же, простое собственное значение λµ,ε
оператора Hµ,ε, а для соответствующего проектора Pµ,ε имеет сходимость по норме к
проектору P0, соответствующему собственному значению λ0.

Основным содержанием работы является построение полной асимптотики собственного
значения λµ,ε при µ, ε→ 0. Для этого дополнительно будем предполагать, что V ∈ C∞0 (R),
функция W бесконечно дифференцируема в некоторой окрестности нуля (т.е. существует
δ > 0 такое, что W ∈ C∞[−δ, δ]). Для строгого обоснования асимптотик понадобится более
жесткое условие нежели (2). А именно, будем считать, что существует γ > 0, такое что

εµ−1 = O (εγ) . (3)

Всюду далее будем обозначать через ψ0 нормированную в L2(R) собственную функцию
оператора H0, соответствующую собственному значению λ0, и использовать следующее
обозначение:

〈g(t)〉 :=

∞∫
−∞

g(t) dt.

В работе будет доказана следующая

Теорема 2. Собственное значение λµ,ε оператора Hµ,ε, сходящееся к λ0, имеет асимп-
тотику

λµ,ε = λ0 +
∞∑
i=1

i∑
j=1

εiµ−jλi,j, (4)

где
λ1,1 = ψ2

0(0) 〈V (t)〉 . (5)
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Если
ψ0(0) 〈V (t)〉 = 0, (6)

то
λi,i = 0. (7)

Если
〈V (t)〉 = 0, (8)

то
λ2,1 = 2ψ0(0)ψ′0(0) 〈tV (t)〉 . (9)

Если
ψ0(0) = 0, (10)

то

λi+1,i =0, (11)

λ3,1 =(ψ′0(0))2
〈
t2V (t)

〉
. (12)

Из теоремы вытекает

Следствие 1. Если имеет место равенство (8), то

λµ,ε = λ0 + ε2µ−1λ2,1 +O
(
ε3µ−2

)
,

где λ2,1 определяется равенством (9).
Если имеет место равенство (10), то

λµ,ε = λ0 + ε3µ−1λ3,1 +O
(
ε4µ−2

)
,

где λ3,1 определяется равенством (12).

3. Доказательство лемм 1 и 2

Доказательство леммы 1. Допустим, что оператор H0 имеет две линейно независимые
собственные функции y1, y2, соответствующие собственному значению λ0. Следовательно,

(y′i, v
′)L2(R) = (λyi −Wyi, v)L2(R) (13)

для любой функции v ∈ W 1
2 (R). Обозначим через w определитель Вронского функций y1

и y2:
w := y1y

′
2 − y2y

′
1.

По определению производной обобщенной функции (см., например, [3]), для любой функ-
ции ϕ ∈ C∞0 (R) имеем

(w′, ϕ) = − (y1y
′
2 − y2y

′
1, ϕ

′) .

Так как y1, y2 ∈ W 1
2 (R), то y1y

′
2, y2y

′
1 ∈ L1(R). Поэтому

(w′, ϕ) = − (y1y
′
2, ϕ

′)L2(R) + (y2y
′
1, ϕ

′)L2(R) . (14)

Так как yi ∈ W 1
2 (R), то для любой функции C∞0 (R) имеем:

(y1y
′
2, ϕ

′)L2(R) =

∞∫
−∞

y1y
′
2ϕ
′dx =

∞∫
−∞

y′2 ((y1ϕ)′ − y′1ϕ) dx

= (y′2, (y1ϕ)′)L2(R) −
∞∫

−∞

y′1y
′
2ϕdx.
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Аналогично,

(y′1y2, ϕ
′)L2(R) = (y′1, (y2ϕ)′)L2(R) −

∞∫
−∞

y′1y
′
2ϕdx.

Из последних двух равенств и (14) следует, что

(w′, ϕ) = − (y′2, (y1ϕ)′)L2(R) + (y′1, (y2ϕ)′)L2(R) .

Из этого равенства и равенства (13) последовательно получаем, что

(w′, ϕ) =− (λy2 −Wy2, y1ϕ)L2(R) + (λy1 −Wy1, y2ϕ)L2(R) = 0.

Откуда следует, что w ≡ C, где C — константа. Но, так как w ∈ L1(R), то очевидно, что
C = 0. Это означает, что y1, y2 –линейно зависимы. Из полученного противоречия следует
справедливость леммы 1.

Доказательство леммы 2. Из определения форм h0 и hµ,ε и функции V следует, что

|(hµ,ε − h0)[y]| = µ−1

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

V
(x
ε

)
|y(x)|2dx

∣∣∣∣∣∣ 6 Cµ−1

aε∫
−aε

|y(x)|2dx,

где C > 0 — некоторые фиксированные числа, a > 0 — любое число такое, что
suppV (x) ⊂ [−a, a]. Аналогично доказательству неравенства Фридрихса нетрудно дока-
зать следующий его аналог (см., например, [4]):

εa∫
−εa

|y|2dx 6 C1ε

∞∫
−∞

(|y′|2 + |y|2)dx,

где C1 — некоторая константа, независящая от y ∈ C∞0 (R). Следовательно,

|(hµ,ε − h0)[y]| 6 C2µ
−1ε

∞∫
−∞

(|y′|2 + |y|2)dx.

А так как

h0[y] =

∞∫
−∞

|y′|2dx+

∞∫
−∞

W (x)|y(x)|2dx,

то в силу (1) получаем следующую оценку:

|(hµ,ε − h0)[y]| 6− C2µ
−1ε

∞∫
−∞

(W (x)− 1)|y(x)|2dx+ C2µ
−1εh0[y]

6C2µ
−1ε

|c− 1|
∞∫

−∞

|y(x)|2dx+ h0[y]

 .

Так как квадратичные формы h0 и hµ,ε плотно определены в L2(R), ограничены снизу
и замыкаемы, а µ−1ε → 0 при ε → 0 силу (2), то из последней оценки и [1, Глава VI,
теорема 3.6] следует справедливость утверждения доказываемой леммы.
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4. Построение асимптотик

При построении асимптотик собственного значения λµ,ε и соответствующей собственной
функции ψµ,ε будет использоваться метод согласования асимптотических разложений [5].

Из теоремы 1 вытекает, что для нормированной в L2(R) собственной функции ψµ,ε, со-
ответствующей собственному значению λµ,ε, сходящемуся к λ0, имеет место сходимость
ψµ,ε → ψ0 в L2(R). Поэтому вне окрестности начала координат (где и сосредоточено воз-
мущение оператора Hµ,ε) асимптотику (внешние разложения) функции ψµ,ε по аналогии
с (4) будем искать в виде

ψex,±(x, µ, ε) =ψ0(x) +
∞∑
i=1

i∑
j=1

εiµ−jψ±i,j(x), x ∈ R±. (15)

Вне окрестности нуля V
(
x
ε

)
≡ 0. А так как и внешние разложения будут использоваться

вне окрестности нуля, то в силу определения операторов Hµ,ε, H0 получаем следующие
уравнения (в обобщенном смысле) для внешних разложений:

H0ψ
ex,± = λµ,εψex,±, x ∈ R±.

Здесь и всюду далее, R± = {x : ±x > 0}. Подставляя в эти уравнения ряды (4) и (15) и
собирая коэффициенты при одинаковых степенях ε, µ, получаем, очевидно, выполненное
равенство

H0ψ0 = λ0ψ0 (16)

и следующие уравнения для остальных коэффициентов внешних разложений:

εiµ−j : H0ψ
±
i,j =λi,jψ0 + λ0ψ

±
i,j +

i−1∑
p=1

j−1∑
q=1

λp,qψ
±
i−p,j−q, x ∈ R±, (17)

где i ≥ 1, 1 6 j 6 i. Всюду далее на коэффициенты ψ±i,j будем накладывать нормиро-
вочные условия:

0∫
−∞

ψ−i,jψ0 dx+

∞∫
0

ψ+
i,jψ0 dx = 0. (18)

Решения уравнений (17) рассматриваются в W 2
2,loc (R±)∩L2(R±). А так как функция W

бесконечно дифференцируемая в окрестности нуля, то для любых постоянных λi,j решения
ψ±i,j системы рекуррентных уравнений (17) из W 2

2,loc (R±) принадлежат C∞[0, δ], C∞[−δ, 0],
соответственно.

В окрестности начала координат асимптотику (внутреннее разложение) функции ψµ,ε

естественно искать в виде разложения по функциям, зависящим от переменой ξ = xε−1,
соответствующей длине носителя возмущающего потенциала V

(
x
ε

)
.

Структура внутреннего разложения ψin(ξ, µ, ε) определяется из следующих соображе-
ний. Ряды Тейлора в нуле коэффициентов внешних разложений имеют вид:

ψ0(x) =
∞∑
k=0

P
(0)
k (x), P

(0)
k (x) =

ψ
(k)
0 (0)

k!
xk, x→ 0,

ψ±i,j(x) =
∞∑
k=0

P
(i,j,±)
k (x), P

(i,j,±)
k (x) =

(
ψ±i,j
)(k)

(0)

k!
xk, x→ ±0.

(19)
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Подставляя в (15) вместо функций ψ0(x) и ψ±i,j(x) их асимптотики в нуле (19) и делая
замену переменной x = ξε, получаем, что

ψex,±(x, µ, ε) =
∞∑
i=1

εiVi,0(ξ) +
∞∑
i=1

i∑
j=1

εiµ−jV ±i,j(ξ), ξε→ ±0, (20)

где

Vi,0(ξ) =P
(0)
i (ξ), V ±i,j(ξ) =

i−j∑
q=0

P (i−q,j,±)
q (ξ), 1 6 j 6 i. (21)

В соответствии с методом согласования асимптотических разложений внутреннее разло-
жение будем искать в виде

ψin(ξ, µ, ε) =
∞∑
i=1

εivi,0(ξ) +
∞∑
i=1

i∑
j=1

εiµ−jvi,j(ξ), (22)

где
vi,0(ξ) = Vi,0(ξ), vi,j(ξ) = V ±i,j(ξ), ξ → ±∞. (23)

Подставляя ряды (4) и (22) в уравнение

Hµ,εψ
in = λµ,εψin,

заменяя в нем функцию W (x) на ее разложение в ряд Тейлора в нуле, переходя к перемен-
ной ξ = xε−1 и собирая коэффициенты при одинаковых степенях ε, µ, получаем следующие
уравнения для коэффициентов внутреннего разложения:

εi :
d2vi,0
dξ2

=
i−2∑
t=0

W (i−t−2)(0)

(i− t− 2)!
ξi−t−2vt,0 − λ0vi−2,0, i > 0, (24)

εiµ−j :
d2vi,j
dξ2

=
i−2∑
t=0

W (i−t−2)(0)

(i− t− 2)!
ξi−t−2vt,j − λ0vi−2,j+

+ V (ξ)vi−2,j−1 +
i−1∑
p=1

j−1∑
q=1

λp,qvi−p−2,j−q, 1 6 j 6 i.

(25)

Для краткости обозначений, здесь и всюду далее, коэффициенты λp,s, vp,s, индексы кото-
рых не соответствуют индексам из (4) и (20), понимаются равными нулю.

Таким образом, согласование асимптотических разложений свелось к доказательству
существования постоянных λi,j таких, что для решений уравнений (17), (18) и уравнений
(24), (25) справедливы равенства (23).

В силу определения (21), (19) многочленов Vi,0 и уравнения (16) функции

v0,0(ξ) ≡ψ0(0), v1,0(ξ) = ψ′0(0)ξ, vk,0(ξ) =
ψ

(k)
0 (0)

k!
ξk, k > 2, (26)

удовлетворяют (24), (23).
Уравнения (17) для ψ±i,i имеют вид:

H0ψ
±
i,i =λ0ψ

±
i,i + λi,iψ0 +

i−1∑
p=1

λp,pψ
±
i−p,i−p, x ∈ R±, i > 1. (27)

Выведем условие сопряжения для ψ±i,i в нуле из условий согласования (23). Уравнения (25)
и равенства (21), (19) для vi,i и V ±i,i имеют вид:

d2vi,i
dξ2

=0, V ±i,i (ξ) ≡ ψ±i,i(0), i > 1. (28)
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Для функций U− ∈ C∞[−δ, 0] и U+ ∈ C∞[0, δ] введем обозначения:

[U ](0) := U+(0)− U−(0), [U ′](0) := (U+)′(0)− (U−)′(0).

Из (28) и условия согласования (23) для vi,i последовательно вытекает, что

[ψi,i](0) =0, i > 1, (29)

vi,i(ξ) =V ±i,i (ξ) ≡ ψ+
i,i(0) = ψ−i,i(0) := ψi,i(0), i > 1. (30)

Уравнения (25) и равенства (21), (19) для vi+1,i и V ±i+1,i имеют вид:

d2vi+1,i

dξ2
=V (ξ)vi−1,i−1, i > 1 (31)

V ±i+1,i(ξ) =
(
ψ±i,i
)′

(0)ξ + ψ±i+1,i(0), i > 1. (32)

Учитывая (26) получаем, что функции

v2,1(ξ) =ψ0(0)

ξ∫
−∞

τ∫
−∞

V (t)dtdτ + a2,1ξ + b2,1,

vj+1,j(ξ) =ψj−1,j−1(0)

ξ∫
−∞

τ∫
−∞

V (t)dtdτ + aj+1,jξ + bj+1,j, j > 2,

(33)

при любых постоянных ap+1,p, bp+1,p являются решениями уравнений (31). Из (33) вытека-
ет, что

vi+1,i(ξ) =ai+1,iξ + bi+1,i, ξ → −∞, i > 1,

v2,1(ξ) =ψ0(0) (〈V (t)〉 ξ − 〈tV (t)〉) + a2,1ξ + b2,1, ξ → +∞
vj+1,j(ξ) =ψj−1,j−1(0) (〈V (t)〉 ξ − 〈tV (t)〉) +

+ aj+1,jξ + bj+1,j, ξ → +∞, j > 2.

(34)

Сравнивая (32) и правые части (34), получаем справедливость следующего утверждения.

Лемма 3. Если выполняются следующие условия сопряжения в нуле

[ψ′1,1](0) = ψ0(0) 〈V (t)〉 , [ψ′j,j](0) = ψj−1,j−1(0) 〈V (t)〉 , j > 2, (35)

то существуют постоянные ai+1,i, при которых

v2,1(ξ)− V +
2,1(ξ) =b2,1 − ψ+

2,1(0)− ψ0(0) 〈tV (t)〉 , ξ → +∞,
v2,1(ξ)− V −2,1(ξ) =b2,1 − ψ−2,1(0), ξ → −∞,

vj+1,j(ξ)− V +
j+1,j(ξ) =bj+1,j − ψ+

j+1,j(0)− ψ+
j−1,j−1(0) 〈tV (t)〉 , ξ → +∞,

vj+1,j(ξ)− V −j+1,j(ξ) =bj+1,j − ψ−j+1,j(0), ξ → −∞, j > 2.

(36)

Если, к тому же,

[ψ2,1] (0) =− ψ0(0) 〈tV (t)〉 ,
[ψj+1,j](0) =− ψj−1,j−1(0) 〈tV (t)〉 , j > 2,

(37)

то существуют и постоянные bi+1,i, при которых

vi+1,i(ξ)− V ±i+1,i(ξ) = 0, ξ → ±∞,

т.е. выполняется (23) для j = i+ 1.

Аналогично [4] легко показать справедливость следующего утверждения.



62 Р.Р. ГАДЫЛЬШИН, И.Х. ХУСНУЛЛИН

Лемма 4. Пусть F± ∈ L2(R±), F+ ∈ C∞[0, δ], F− ∈ C∞[−δ, 0] и
0∫

−∞

F−ψ0 dx+

∞∫
0

F+ψ0 dx = 0.

Тогда для любых чисел α, β существуют функции U± ∈ W 2
2,loc (R±) ∩ L2(R±),

U+ ∈ C∞[0, δ], U− ∈ C∞[−δ, 0], являющиеся решениями краевой задачи

H0U
± = λ0U

± + F± + Λψ0, x ≷ 0, [U ](0) = β, [U ′](0) = α,

0∫
−∞

U−ψ0 dx+

∞∫
0

U+ψ0 dx = 0

при
Λ = αψ0(0)− βψ′0(0).

Из леммы вытекает

Следствие 2. Если ψ0(0) = β = 0, то Λ = 0.

Из этой леммы следует, что при λ1,1, определяемом равенством (5),

λp,p = ψ0(0) < V (t) > λ̃p,p, p > 2, (38)

где λ̃p,p — некоторые постоянные, существуют функции вида

ψ±i,i(x) = ψ0(0) < V (t) > ψ̃±i,i(x), i > 1, (39)

удовлетворяющие (27), (29), (35), (18). Найдя ψ±i,i(x), окончательно определяем vi,i в соот-
ветствии (30), добиваемся условия согласования (23) для vi,i, а в силу леммы 3 находим
функции vi+1,i с точностью до произвольных слагаемых bi+1,i, добиваясь равенства (36)
для vi+1,i.

Из (5), (38), (39), (30), в частности, следует, что

если ψ0(0) 〈V (t)〉 = 0, то ψ±i,i(x) = vi,i(ξ) ≡ λi,i = 0, i > 1. (40)

Перейдем к следующим шагам построения асимптотик. Обозначим

Ṽ ±i,j(ξ) := V ±i,j(ξ)− (ψ±i−1,j)
′(0)ξ − ψ±i,j(0), 1 6 j 6 i− 1. (41)

В силу уравнения (17) и определений (21), (19), (41) многочленов V ±i,j , Ṽ
±
i,j получаем спра-

ведливость следующего утверждения.

Лемма 5. Многочлены Ṽ ±i,j(ξ) могут зависеть только от λp,q и ψ±p,q(x) при
p 6 j − 1, q 6 j и удовлетворяют равенствам(

Ṽ ±i,j

)′
(0) = Ṽ ±i,j(0) = 0,

d2Ṽ ±i,j
dξ2

=
i−2∑
t=0

W (i−t−2)(0)

(i− t− 2)!
ξi−t−2V ±t,j − λ0V

±
i−2,j+

+
i−1∑
p=1

j−1∑
q=1

λp,qV
±
i−p−2,j−q, ξ ∈ R±, 1 6 j 6 i− 1.

В [4] показана справедливость следующего утверждения.
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Лемма 6. Пусть функция f ∈ C∞(R) совпадает с многочленами f±(ξ) при ξ → ±∞,
а для многочленов ṽ±(ξ) справедливы равенства

d2ṽ±

dξ2
= f±, (ṽ±)′(0) = ṽ±(0) = 0.

Тогда для общего решения уравнения
d2v

dξ2
= f

справедливы равенства
v(ξ) =ṽ−(ξ) + aξ + b, ξ → −∞,
v(ξ) =ṽ+(ξ) + Aξ +B + aξ + b, ξ → +∞,

где A, B — некоторые константы, зависящие от f , а a, b — произвольные постоянные.

На следующем шаге в силу лемм 5, 6 находим решения vq+2,q уравнений (25) такие, что

vq+2,q(ξ)− V +
q+2,q(ξ) =

(
Aq+2,q + aq+2,q −

(
ψ+
q+1,q

)′
(0)
)
ξ+

+Bq+2,q + bq+2,q − ψ+
q+2,q(0), ξ → +∞,

vq+2,q(ξ)− V −q+2,q(ξ) =
(
aq+2,q −

(
ψ−q+1,q

)′
(0)
)
ξ+

+ bq+2,q − ψ−q+2,q(0), ξ → −∞, q > 1,

(42)

где Aq+2,q, Bq+2,q — вполне определенные постоянные, которые не зависят от Ap+2,p, Bp+2,p

при p > q, а aq+2,q, bq+2,q — произвольные постоянные. Помимо условий сопряжения (37)
наложим и условия сопряжения

[ψ′q+1,q](0) = Aq+2,q, q > 1. (43)

В силу леммы 4 существуют постоянные λq+1,q и функции ψ±q+1,q(x), удовлетворяющие
(17), (18) при i = q + 1, j = q и условиям сопряжения (37), (43). Определив ψ±q+1,q(x),
последовательно находим bq+1,q, aq+1,q, окончательно определяем функции vq+1,q(ξ), до-
биваясь равенств vq+1,q(ξ) = V ±q+1,q(ξ) при ξ → ±∞, и функции vq+2,q(ξ) с точностью до
произвольных слагаемых bq+2,q, добиваясь равенств

vq+2,q(ξ)− V +
q+2,q(ξ) =Bq+2,q + bq+2,q − ψ+

q+2,q(0), ξ → +∞,
vq+2,q(ξ)− V −q+2,q(ξ) =bq+2,q − ψ−q+2,q(0), ξ → −∞, q > 1

(аналог равенств (36) на предыдущем шагу). И так далее.
В результате получаем справедливость следующей леммы

Лемма 7. Существуют ряды (4), (15), (22) такие, что справедливы равенства (17),
(24), (25), (23), где многочлены Vi,0(ξ) и V ±i,j(ξ) определяются равенствами (21), (19).

Для коэффициентов этих рядов справедливы равенства (5), (26), (40).

Заметим, что равенства (7) при условии (6) содержатся в (40).
Покажем справедливость равенства (9) при условии (8). В силу леммы 4 имеем:

λ2,1 = [ψ′2,1](0)ψ0(0)− [ψ2,1](0)ψ′0(0). (44)

Значение [ψ2,1](0) определено в (37), а равенство (43) при q = 1 имеет вид

[ψ′2,1](0) = A3,1, (45)

причем,
v3,1(ξ) = (A3,1 + a3,1) ξ +B3,1 + b3,1, ξ → +∞,
v3,1(ξ) =a3,1ξ + b3,1, ξ → −∞

(46)
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согласно (42), а v3,1 решение уравнения (25) при i = 3, j = 1. Так как v1,1(ξ) ≡ 0,
v1,0(ξ) = ψ′0(0)ξ в силу (40) и (26) соответственно, то уравнение (25) для v3,1 имеет вид

d2v3,1

dξ2
=ψ′0(0)V (ξ)ξ. (47)

Следовательно,

v3,1(ξ) =ψ′0(0)

ξ∫
−∞

τ∫
−∞

tV (t)dtdτ + a3,1ξ + b3,1, (48)

а A3,1 = ψ′0(0) 〈tV (t)〉. Из этого равенства и равенств (37), (45), (44) вытекает равенство
(9) при условии (8).

Покажем справедливость равенств (11) при условии (10). Так как vj,j ≡ 0 при j > 0
в силу (40) и равенства v0,0(ξ) ≡ ψ0(0) = 0, то с учетом уравнений (31) и следствия 2
справедливость этих равенств вытекает из следующей цепочки:

vj,j ≡ 0, j > 0 ⇒ d2

dξ2
vi+1,i ≡ 0, i > 1 ⇒ vi+1,i(ξ) = ai+1,iξ + bi+1,i

⇒ [ψi+1,i](0) = 0 ⇒ λi+1,i = 0.

Осталось показать справедливость равенства (12) при условии (10). В силу леммы 4
имеем:

λ3,1 = −[ψ3,1](0)ψ′0(0). (49)

Так как v1,1(ξ) = 0, а v1,0(ξ) = ψ′0(0)ξ в силу (26), то уравнение (25) для v3,1 опять имеет
вид (47). Следовательно, справедливы равенство (48) и (46), где B3,1 = −ψ′0(0) 〈t2V 〉. Так
как [ψ3,1](0) = B3,1, то из (49) следует равенство (12).

5. Обоснование асимптотик

Пусть χ(x) ∈ C∞0 (R) — срезающая функция, равная нулю при |x| < 1 и — единице при
|x| > 2, λ̂N(ε, µ), ψ̂±N(x, ε, µ) и v̂N(ξ, ε, µ) – частичные суммы по ε до порядка N включи-
тельно рядов (4), (15) и (22), соответственно. Обозначим

ΨN(x, ε, µ) :=χ
(
xε−

1
2

)(
ψ̂+
N(x, ε, µ) + ψ̂−N(x, ε, µ)

)
+

+
(

1− χ
(
xε−

1
2

))
v̂N
(
xε−1, ε, µ

)
.

Из определения ΨN следует, что эта функция принадлежит области определения опе-
ратора Hµ,ε (совпадающей с областью определения оператора H0) и

‖ΨN‖L2(R) → 1, ε→ 0. (50)

Следующая лемма доказывается на основе утверждений леммы 7.

Лемма 8. Справедливо равенство

Hµ,εΨN = λ̂NΨN + FN , (51)

где
‖FN‖L2(R) = O

(
ε

N
2
−1 + εγN−1

)
. (52)

Доказательство. Из определений ΨN и Hµ,ε следует, что

FN = F1,N + F2,N + F3,N , (53)
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где

F1,N(x, ε, µ) =χ
(
xε−

1
2

)(
H0 − λ̂N

)(
ψ̂+
N(x, ε, µ) + ψ̂−N(x, ε, µ)

)
,

F2,N(x, ε, µ) =
(

1− χ
(
xε−

1
2

))(
Hµ,ε − λ̂N

)
v̂N
(
xε−1, ε, µ

)
,

F3,N(x, ε, µ) =−
(
ψ̂+
N(x, ε, µ) + ψ̂−N(x, ε, µ)− v̂N

(
xε−1, ε, µ

)) d2

dx2
χ
(
xε−

1
2

)
−

− 2
d

dx

(
ψ̂+
N(x, ε, µ) + ψ̂−N(x, ε, µ)− v̂N

(
xε−1, ε, µ

)) d

dx
χ
(
xε−

1
2

)
Из определения F1,N и равенств (17) следует, что

‖F1,N‖L2(R) = O
(
εN+1µ−N−1

)
. (54)

Так как носитель функции F2,N лежит в отрезке [−2ε
1
2 , 2ε

1
2 ], vi,j(ξ) = O(ξi−j) при

ξ → ±∞ (см. (23), (21), (19)), то в силу равенств (24), (25) получаем следующую оцен-
ку:

‖F2,N‖L2(R) = O

(
ε

N
2
− 3

4

(
ε

1
2 +

ε

µ

)
+ ε

1
4

(
ε

µ

)N−1
(

1 +
ε

1
4

µ

))
. (55)

Из определений (21), (19) многочленов V ±i,j и равенств (23) также следует, что при
x ∈ [−2ε

1
2 ,−ε 1

2 ] ∪ [ε
1
2 , 2ε

1
2 ] верно дифференцируемое равенство

ψ̂+
N(x, ε, µ) + ψ̂−N(x, ε, µ)− v̂N

(
xε−1, ε, µ

)
=

= O

(
xN+1 +

(
ε

µ

)N
x

)
.

(56)

Так как носитель функции F3,N лежит в [−2ε
1
2 ,−ε 1

2 ] ∪ [ε
1
2 , 2ε

1
2 ] и

d

dx
χ
(
xε−

1
2

)
= O(ε−

1
2 ),

d2

dx2
χ
(
xε−

1
2

)
= O(ε−1),

то из (56) следует оценка

‖F3,N‖L2(R) = O

(
ε−

1
4

(
ε

1
2 +

ε

µ

)N)
. (57)

Из (53), (54), (55), (57) и (3) вытекает оценка (52).

В силу оценки резольвенты для линейных самосопряженных операторов (см., например,
[1, Глава V, § 3]) для решения уравнения (51) имеем:

‖ΨN‖L2(R) 6
‖FN‖L2(R)∣∣∣λµ,ε − λ̂N ∣∣∣ .

Из этой оценки, леммы 8 и (50) вытекает равенство∣∣∣λµ,ε − λ̂N ∣∣∣ = O
(
ε

N
2
−1 + εγN−1

)
.

Отсюда в силу произвола в выборе N получаем, что построенный ряд (4) является полным
асимптотическим разложением собственного значения λµ,ε.

Теорема 2 доказана полностью.
В заключение авторы выражают признательность Д.И. Борисову за полезные замеча-

ния.
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