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ОЦЕНКА СНИЗУ СКОРОСТИ УБЫВАНИЯ РЕШЕНИЯ
ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ С ДВОЙНОЙ

НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ

Э.Р. АНДРИЯНОВА, Ф.Х. МУКМИНОВ

Аннотация. Доказывается существование сильного решения параболического урав-
нения с двойной нелинейностью в неограниченной области методом галеркинских при-
ближений. В известных ранее работах существование решения доказывалось, как пра-
вило, в ограниченных областях, путем приближения эволюционного члена уравнения
конечными разностями. Использование галеркинских приближений позволяет устано-
вить второе интегральное тождество, на основе которого получена оценка снизу ско-
рости убывания нормы решения данного уравнения в ограниченной области. Ранее
аналогичные оценки для квазилинейного параболического уравнения высокого поряд-
ка были установлены А.Ф.Тедеевым и Alikakos N., Rostmanian R.

Ключевые слова: параболическое уравнение с двойной нелинейностью, скорость
убывания решения, оценки снизу, существование решения.

1. Введение

Пусть Ω — неограниченная область пространства Rn = {x = (x1, x2, . . . , xn)}, n ≥ 2.
В цилиндрической области D = {t > 0} × Ω для параболического уравнения с двойной
нелинейностью рассматривается первая смешанная задача

(|u|α−2u)t =
n∑
i=1

(|uxi |p−2uxi)xi , α, p > 1, (t,x) ∈ D; (1)

u(t,x)
∣∣∣
S

= 0, S = {t > 0} × ∂Ω; u(0,x) = ϕ(x), ϕ(x) ∈ Lα(Ω). (2)

Вопросы существования и единственности решения задачи рассматривались в работах
Raviart P.A. [1], Lions J.L.[2], Bamberger A.[5], Grange O., Mignot F.[6], Alt, H.W., Luckhaus,
S.[7] Bernis F.[10] и других. В основном рассматривались задачи в ограниченных областях.
Сильное решение задачи в ограниченной области было установлено Raviart P.A. путем за-
мены эволюционной производной разностным отношением. Bernis F. доказал существова-
ние слабого решения задачи в неограниченной области предельным переходом от решений,
построенных в ограниченных областях Grange O., Mignot F. Однако работа со слабым ре-
шением вызывает затруднение в исследовании, например, убывания решения при t→∞.
Bamberger A. установил единственность сильного положительного решения задачи.

Мы предлагаем обычный способ построения сильного решения задачи сразу в нео-
граниченной области на основе галеркинских приближений. Их построение мало чем от-
личается от предложенного Ж.Л. Лионсом в книге [4] для случая α = 2. Предлагаемый
метод может быть адаптирован на существенно более широкий класс уравнений.

E.R. Andriyanova, F.Kh. Mukminov, The lower estimate of decay rate of solutions for
doubly nonlinear parabolic equations.
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Определим пространство W 1
α,p(Ω) как пополнения C∞0 (Ω) по норме

||v||W 1
α,p

= ||v||α + ||∇v||p,

где ||v||α = ||v||α,Ω, ||v||α,Q =

(∫
Q

vαdx

)1/α

.

Через V (DT ) будем обозначать пополнения C∞0 (DT ) по норме

||v||V = ||v||α,DT + ||∇v||p,DT .

Обобщенным решением задачи (1),(2) назовем функцию u ∈ V (DT ), удовлетворяющую
при ϕ ∈ C∞0 (DT

−1) тождеству∫
Ω

(
−|u|α−2uϕt +

n∑
i=1

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣p−2

∂u

∂xi

∂ϕ

∂xi

)
dxdt =

∫
Ω

|u0|α−2u0ϕ(0, x)dx+ (3)

+ (f, ϕ)DT .

Здесь и далее через (f, ϕ)Q обозначаются значения обобщенной функции f на элементе
ϕ ∈ C∞0 (Q), где Q – область в Rn или в R× Rn .

Теорема 1. Пусть f, ft ∈ (V (DT ))′, u0 ∈ W 1
α,p(Ω). Тогда существует обобщенное ре-

шение u задачи (1),(2), удовлетворяющее условиям

u ∈ L∞((0, T );W 1
α,p(Ω)), (4)

|u|
α−2

2 ut ∈ L2(D
T ), α > 1, (5)

ut ∈ Lα(DT ), C([0, T ];Lα(Ω)) при α ∈ (1, 2) (6)

|u|α−2ut ∈ Lα′(DT ) при α ≥ 2. (7)

Галеркинские приближения являются гладкими функциями, что облегчает доказатель-
ство для них разных оценок, которые затем предельным переходом распространяются на
решение задачи (1),(2). В частности, в случае ограниченной области при p > α установле-
ны оценки

c(1 + t)−1/(p−α) ≤ ‖u(t)‖Lα(Ω) 6 Mt−1/(p−α), t > 0. (8)
Оценки (8) при α = 2 получены А.Ф. Тедеевым [19] и Alikakos N., Rostmanian R. [19] для
задачи Коши. Точные двусторонние оценки скорости убывания нормы решения линейного
и квазилинейного параболического уравнения в неограниченной области установлены в
работах Л.М. Кожевниковой [16] и Р. Х. Каримова, Л.М. Кожевниковой [17].

2. Доказательство теоремы существования

Условия на f обеспечивают принадлежность

f ∈ C([0, T ]; (W 1
α,p(Ω))′).

В частности, f(0) ∈ (W 1
α,p(Ω))′.

Рассмотрим сначала случай α > 2. Выберем последовательность ωk ∈ C∞0 (Ω) ли-
нейно независимых функций, линейная оболочка которых плотна в W 1

α,p(Ω). Положим
Im = ∪mk=1suppωk. Галеркинские приближения к решению будем искать в виде

um(t, x) =
m∑
k=1

cmk(t)ωk(x),
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где функции cmk(t) определяются из уравнений∫
Ω

(
ωj
∂

∂t

(
um
bm

+ |um|α−2um

)
+

n∑
i=1

|umxi |p−2umxi(ωj)xi

)
dx = (f, ωj)Ω, (9)

j = 1, 2, ...,m.

Числа bm > 0 выберем позже. Убедимся, что уравнения (9) разрешимы относительно
производных c′mk. Очевидно, что уравнения (9) имеют вид

Ajk(t)c
′
mk = Fj(cm1 , cm2 , ..., cmm) + fj(t).

Матрица коэффициентов

Ajk(t) =

∫
Ω

(
1

bm
+ (α− 1)|um|α−2

)
ωjωkdx

при каждом t является матрицей Грама системы линейно независимых векторов ωk,
k = 1, 2, ...,m и поэтому имеет обратную. Из уравнений (9) при начальных условиях cmk(0),
подобранных так, чтобы um(0, x)→ u0(x), находим функции cmk(t). Сначала эти функции
находятся на малом промежутке времени, но ограниченность галеркинских приближений
позволяет определить их на бесконечном промежутке времени. Числа bm выберем так,
чтобы ||um(0)||22/bm → 0 при m→∞.

Установим теперь оценки для галеркинских приближений. Умножив уравнение (9) на
cmj(t) и просуммировав, находим∫

Ω

(
um

(
um
bm

+ |um|α−2um

)
t

+
n∑
i=1

|umxi |p
)
dx = (f, um)Ω.

После интегрирования по t будем иметь∫
Ω

(
u2
m(t)

2bm
+
α− 1

α
|um(t)|α

)
dx+ ||∇um||pp,Dt0 = (f, um)Dt0+ (10)

+

∫
Ω

(
u2
m(0)

2bm
+
α− 1

α
|um(0)|α

)
dx.

Последний интеграл в правой части ограничен постоянной, не зависящей от m, ввиду
выбранных выше сходимостей. Далее,

|(f, um)Dt0| 6
t∫

0

||um(τ)||W 1
α,p
||f(τ)||(W 1

α,p)
′dτ 6 c

t∫
0

(||um(τ)||α + ||∇um(τ)||p)dτ 6

6 c(ε) + ε

t∫
0

(||um(τ)||αα + ||∇um(τ)||pp)dτ.

Поэтому из (10) и леммы Гронуолла следует ограниченность последовательности um в
пространствах C([0, T ];Lα(Ω)) и V (DT ).

Умножим теперь уравнения (9) на c′mj(t) и просуммируем:∫
Ω

(
u′m

(
um
bm

+ |um|α−2um

)
t

+
n∑
i=1

|umxi |p−2umxiu
′
mxi

)
dx = (f, u′m)Ω.
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После интегрирования по t получим∫
DT0

(
1

bm
+ (α− 1)|um|α−2

)
(u′m)2dxdt+

1

p
||∇um(T )||pp =

=
1

p
||∇um(0)||pp + (f, u′m)DT . (11)

Преобразуем последнее слагаемое интегрированием по частям:

(f, u′m)DT = (f(T ), um(T ))Ω − (f(0), um(0))Ω − (f ′, um)DT .

Заметим, что

|(f(T ), um(T ))Ω| 6 ||f(T )||(W 1
α,p)

′ ||um(T )||W 1
α,p

6 c(ε) + ε(||um(T )||αα + ||∇um(T )||pp).

Далее, ввиду ограниченности um в пространстве V (DT ), имеем

|(f ′, um)DT | 6 ||ft||(V (DT ))′ ||um||V (DT ) 6 c.

Поэтому из равенств (11) устанавливаем ограниченность последовательности |um|
α−2

2 u′m в
L2(D

T ) и последовательности ∇um в пространстве C([0, T ];Lp(Ω)). Установленные фак-
ты позволят выбрать подпоследовательность umk , слабо сходящуюся в указанных ниже
пространствах. Для упрощения записи под-индекс k будем опускать.

um → u слабо в V (DT ).

A(um) = −
n∑
i=1

∂

∂xi

(
|umxi |p−2umxi

)
→ χ слабо в (V (DT ))′.

(
|um|

α−2
2 um

)′
→ ũ слабо в L2(D

T ).

Ниже докажем, что можно выбрать подпоследовательность umk , почти всюду в DT сходя-

щуюся к u. Это позволит установить, что ũ =
(
|u|α−2

2 u
)′
.

Последовательность um ∈ C([0, T ];W 1
α,p(Ω)) ограничена. Для каждой ограниченной об-

ласти Q ⊂ Ω c гладкой границей получаем компактность вложения L1(Q) ⊂ W 1
1 (Q).

Поэтому диагональным процессом можно выделить подпоследовательность umk(ts) → hs
сильно в L1(Q) на счетном плотном множестве ts ⊂ [0, T ]. Выбирая еще раз подпоследо-
вательность, можно считать также (отбрасывая подиндексы), что um(ts, x)→ hs(x) почти
всюду в Q при каждом ts. Совершенно аналогично, при α ≤ p можно также считать, что
последовательность um(ts)→ hs сильно в Lα(Q) при каждом ts.

Установим теперь равностепенную непрерывность по t последовательности vm(t) в
L2(Ω), vm = |um|

α−2
2 um.

||vm(t2)− vm(t1)||2 6

t2∫
t1

||v′m(t)||2dt 6 (12)

|t2 − t1| t2∫
t1

||v′m(t)||22dt


1
2

6 c|t2 − t1|
1
2 .

Далее, последовательность vm(t) ограничена в пространстве C([0, T ];L2(Ω)). Тогда можно
выделить подпоследовательность vmk(t), слабо сходящуюся в L2(Ω) при тех же ts, что
и выше. Вместе с установленной выше сходимостью почти всюду в Q ⊂ Ω это влечет
сильную сходимость в L1(Q) при каждом ts (см. Ж.-Л. Лионс [4]).
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Для ограниченной области Q из (12) нетрудно установить равномерную фундаменталь-
ность vm(t) по норме L1(Q):

||vn(t)− vm(t)||1,Q = ||vn(t)− vn(tsk) + vn(tsk)− vm(tsk) + vm(tsk)− vm(t)||1,Q 6

6 CQ|t− tsk |
1
2 + ||vn(tsk)− vm(tsk)||1,Q.

Выбрав конечный набор чисел tsk с малым шагом и затем увеличивая n,m, добиваемся
равномерной по t малости правой части.

Итак, установлена сходимость vmk → v в C([0, T ];L1(Q)). Сходимость будет также и в
L1((0, T )×Q), поэтому можно выделить подпоследовательность, сходящуюся в (0, T )×Q
почти всюду. Благодаря произвольности Q диагональным процессом можно выделить под-
последовательность vmk , сходящуюся в DT почти всюду. Тогда и последовательность umk
будет сходиться почти всюду в DT к u (лемма 1.3. Ж.-Л. Лионс [4]). Итак, установлено,
что vmk → v = |u|α−2

2 u.
Далее, (v′m, ϕ)DT = −(vm, ϕ

′)DT . Переходя к пределу, получим

(ũ, ϕ)DT = −(v, ϕ′)DT .

Отсюда следует, что ũ = v′ = (|u|α−2
2 u)′.

Покажем, что последовательность |um|α−2u′m ограничена в Lα′(DT ). В самом деле

|(|um|α−2u′m, ϕ)DT | =
∣∣∣(|um|α−2

2 u′m, ϕ|um|
α−2

2

)
DT

∣∣∣ 6 C||ϕ|um|
α−2

2 ||2,DT

6 C||ϕ||α′,DT ||um||
α−2

2

α,DT
6 C1||ϕ||α′,DT .

Тогда можно считать, что |um|α−2u′m → |u|α−2u′ слабо в Lα′(DT ).
Переходим к доказательству равенства χ = A(u). Для этого потребуются интегральные

соотношения. Умножим уравнение (9) на гладкую функцию dj(t), проинтегрируем по t и
перейдем к пределу при m→∞, обозначив dj(t)ωj(x) через ϕ в конечном выражении:

((|u|α−2u)′, ϕ)DT + (χ, ϕ)DT = (f, ϕ)DT . (13)

Отметим, что(
u′m
bm
, ϕ

)
DT

=
1

bm
(−(um, ϕ

′)DT + (um(T ), ϕ(T ))Ω − (um(0), ϕ))→ 0,

благодаря ограниченности um в C([0, T ];Lα(Ω)), и тому, что bm →∞. Таким образом u бу-
дет являться обобщенным решением задачи (1),(2), если будет установлено, что χ = A(u).

Ясно, что функция u ∈ V (DT ) может быть приближена линейными комбинациями
N∑
j=1

dj(t)ωj(x).

Поэтому из (13) получаем

(f − χ, u)DT = ((|u|α−2u)′, u)DT =
α− 1

α
(||u(T )||αα − ||u(0)||αα) . (14)

Отметим ещe, что принадлежность v, v′ ∈ L2(D
T ) влечет v ∈ C([0, T ];L2(Ω)) и

‖u(t)‖α ∈ C([0, T ]), α > 1.
Далее проводятся стандартные аргументы монотонности. Легко проверить, что

Xm =

T∫
0

(A(um(t))− A(h(t)), um(t)− h(t))Ωdt ≥ 0 ∀h ∈ V (DT ). (15)
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Из уравнений (9) легко выводятся соотношения

(A(um), um)DT = (f, um)DT +
α− 1

α
(||um(0)||αα − ||um(T )||αα) +

+
1

2bm

(
||um(0)||22 − ||um(T )||22

)
.

Поэтому

Xm = (f, um)DT +
α− 1

α
(||um(0)||αα − ||um(T )||αα)+

+
1

2bm

(
||um(0)||22 − ||um(T )||22

)
− (A(um), h)DT − (A(h), um − h)DT .

Откуда (поскольку lim inf ||um(T )||α ≥ ||u(T )||α)

lim supXm 6 (f, u)DT +
α− 1

α
(||u0||αα − ||u(T )||αα)− (χ, h)DT − (A(h), u− h)DT .

Применив (14), из (15) получим

(χ− A(h), u− h) ≥ 0.

Положим h = u− λω, λ > 0, ω ∈ V (DT ) :

λ(χ− A(u− λω), ω)DT ≥ 0.

Устремляя λ→ 0, будем иметь (χ− A(u), ω) ≥ 0, ∀ω. Отсюда χ = A(u).
Пусть теперь α 6 2. Галеркинские приближения к решению будем искать в прежнем

виде, но функции cmk(t) определяются из уравнений∫
Ω

(
ωj
∂

∂t

(
v
α
2
−1

m um

)
+

n∑
i=1

|umxi |p−2umxi(ωj)xi

)
dx = (16)

= (f, ωj)Ω, j = 1, 2, ...,m.

Здесь для регуляризации введены функции vm = u2
m + εm, числа εm > 0 выберем позже.

Убедимся, что уравнения (16) разрешимы относительно производных c′mk. Очевидно, что
они имеют вид

Ajk(t)c
′
mk = Fj(cm1 , cm2 , ..., cmm) + fj(t).

Матрица коэффициентов

Ajk(t) =

∫
Ω

((α− 1)u2
m + εm)v

α
2
−2

m ωjωkdx

при каждом t является матрицей Грама системы линейно независимых векторов ωk,
k = 1, 2, ...m и поэтому имеет обратную. Из уравнений (16) при начальных условиях cmk(0),
подобранных так, чтобы um(0, x)→ u0(x), находим функции cmk(t).

Установим теперь оценки для галеркинских приближений. Умножив уравнения (16) на
cmj(t) и просуммировав, находим∫

Ω

(
um

(
(α− 1)v

α
2
−1

m − εm(α− 2)v
α
2
−2

m

)
u′m +

n∑
i=1

|umxi |p
)
dx = (f, um)Ω.

Поскольку umu′m = v′m/2, то после интегрирования по t будем иметь∫
Im

(
α− 1

α
vm(t)

α
2 − εmvm(t)

α
2
−1

)
dx+ ||∇um||pp,Dt0 = (f, um)Dt0 (17)
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+

∫
Im

(
α− 1

α
vm(0)

α
2 − εmvm(0)

α
2
−1

)
dx.

Последний интеграл в правой части ограничен постоянной, не зависящей от m, ввиду
выбранных выше сходимостей. Как и ранее,

|(f, um)Dt0| 6 c(ε) + ε

t∫
0

(||um(τ)||αα + ||∇um(τ)||pp)dτ.

Отметим далее, что выбором εm обеспечивается справедливость неравенств∫
Im

εmvm(t)
α
2
−1dx ≤

∫
Im

ε
α
2
mdx ≤ ε

α
4
m. (18)

Поэтому из (17) и леммы Гронуолла следует равномерная ограниченность интегра-
лов

∫
Im

vm(t)
α
2 dx по t и m, и следовательно, последовательности um в пространствах

C([0, T ];Lα(Ω)) и V (DT ).
Умножим теперь уравнения (16) на c′mj(t) и просуммируем:∫

Ω

(
(u′m)2((α− 1)u2

m + εm)v
α
2
−2

m +
n∑
i=1

|umxi |p−2umxiu
′
mxi

)
dx = (f, u′m)Ω.

После интегрирования по t получим∫
DT0

(u′m)2((α− 1)u2
m + εm)v

α
2
−2

m dxdt+
1

p
||∇um(T )||pp = (19)

=
1

p
||∇um(0)||pp + (f, u′m)DT .

Как и ранее, имеем |(f, u′m)DT | 6 c. Кроме того, (α − 1)u2
m + εm ≥ (α − 1)vm. Полагая

g(u) =
u∫
0

(t2+εm)
α−2

4 dt, из равенств (19) устанавливаем ограниченность последовательности

v
α−2

4
m u′m = (g(um))′ в L2(D

T ) и последовательности ∇um в пространстве C([0, T ];Lp(Ω)).
Установленные факты позволят выбрать подпоследовательность umk , слабо сходящуюся
в указанных ниже пространствах. Для упрощения записи подиндекс k будем опускать.

um → u слабо в V (DT ).

A(um)→ χ слабо в (V (DT ))′.

(g(um))′ → ũ слабо в L2(D
T ).

Ниже докажем, что можно выбрать подпоследовательность umk , почти всюду в DT сходя-
щуюся к u. Это позволит установить, что ũ = |u|α−2

2 u′.
Действуя как выше, можно считать (отбрасывая подиндексы), что um(ts, x) → hs(x)

почти всюду вQ при каждом ts, а при α ≤ p можно также считать, что последовательность
um(ts)→ hs сильно в Lα(Q) при каждом ts.

Установим теперь равностепенную непрерывность по t последовательности g(um(t)) в
L2(Q).

||g(um(t2))− g(um(t1))||2,Q 6

t2∫
t1

||(g(um(t)))′||2,Ωdt 6
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6

|t2 − t1| t2∫
t1

||(g(um(t)))′||22dt


1
2

6 c|t2 − t1|
1
2 . (20)

Последовательность g(um(t)) ограничена в пространстве C([0, T ];L2(Q)). Тогда можно вы-
делить подпоследовательность g(umk(t)), слабо сходящуюся в L2(Ω) при тех же ts, что и
выше. Вместе с установленной выше сходимостью почти всюду в Q ⊂ Ω это влечет силь-
ную сходимость в L1(Q) при каждом ts. Для ограниченной области Q из (20) следует
равномерная фундаментальность g(um(t)) по норме L1(Q). Итак, установлена сходимость
g(umk)→ v в C([0, T ];L1(Q)). Сходимость будет также и в L1((0, T )×Q), поэтому можно
выделить подпоследовательность, сходящуюся в (0, T ) × Q почти всюду. Благодаря про-
извольности Q диагональным процессом можно выделить подпоследовательность g(umk),
сходящуюся в DT почти всюду. Тогда и последовательность umk будет сходиться почти
всюду в DT к u. Итак, установлено, что g(umk)→ v = 2

α
|u|α−2

2 u. При этом ũ = |u|α−2
2 u′.

При α 6 2 последовательность u′m ограничена в Lα(DT ). Действительно, из (19) полу-
чаем, что

|(u′m, ϕ)DT | = |
(
v
α−2

4
m u′m, ϕv

2−α
4

m

)
DT
| 6 C||ϕv

2−α
4

m ||2,DTm

6 C||ϕ||α′,DT ||vm||
2−α

4
α
2
,DTm

6 C1||ϕ||α′,DT ; DT
m = (0, T )× Im.

Поэтому можно считать, что u′m → u′ слабо в Lα(DT ), и тогда u ∈ C([0, T ];Lα(Ω)).
Переходим к доказательству равенства χ = A(u). Для этого потребуются интегральные

соотношения. Умножим уравнения (16) на гладкую функцию dj(t), проинтегрируем по
t ∈ (0, T ) и проинтегрируем по частям в первом члене. Тогда, обозначив dj(t)ωj(x) через
ϕ, будем иметь

(v
α
2
−1

m (T )um(T ), ϕ(T ))Ω − (v
α
2
−1

m um, ϕt)DT + (|∇um|p−2∇um, ϕxi)DT

= (f, ϕ)DT + (v
α
2
−1

m (0)um(0), ϕ(0))Ω.

Заметим, что |v
α
2
−1

m um| 6 v
α
2
−1

m v
1
2
m ∈ C([0, T ], Lα′(Q)), так как

(
v
α−1

2
m

)α′
= v

α
2
m ограниченная

последовательность в C([0, T ];L1(Q)) . Следовательно, можно выделить подпоследова-
тельность так, чтобы обеспечивались слабые сходимости v

α
2
−1

m um → |u|α−2u в Lα′(D
T ) и

v
α
2
−1

m (T )um(T )→ |u|α−2u(T ) в Lα′(Ω). То, что предельные функции будут именно такими,
обосновывается установленной выше сходимостью подпоследовательности um почти всю-
ду в DT , а также почти всюду в Ω при t = T . Тогда после предельного перехода m → ∞
будем иметь

(|u|α−2(T )u(T ), ϕ(T ))Ω − (|u|α−2u, ϕt)DT + (χ, ϕ)DT (21)

= (f, ϕ)DT + (|u|α−2(0)u(0), ϕ(0))Ω.

Подставляя в (21) ϕ = u, получим

(f − χ, u)DT =
α− 1

α
(||u(T )||αα − ||u(0)||αα) . (22)

Соотношение (21) означает также, что u является обобщенным решением задачи (1),(2),
если будет установлено, что χ = A(u).
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Далее проводятся стандартные аргументы монотонности. Из уравнений (17) легко вы-
водятся соотношения

(A(um), um)DT = (f, um)DT +

∫
Im

(
α− 1

α
v
α
2
m(0)− εmv

α
2
−1

m (0)

)
dx

−
∫
Im

(
α− 1

α
v
α
2
m(T )− εmv

α
2
−1

m (T )

)
dx. (23)

Воспользуемся неравенством (18), тогда из (23) следует

Xm 6 (f, um)DT +
α− 1

α

∫
Im

(
v
α
2
m(0)− v

α
2
m(T )

)
dx+ 2ε

α
4
m−

− (A(um), h)DT − (A(h), um − h)DT .

Откуда (поскольку lim inf ||v
α
4
m(T )||2 ≥ ||u(T )||α и εm → 0)

lim supXm 6 (f, u)DT +
α− 1

α
(||u0||αα − ||u(T )||αα)− (χ, h)DT − (A(h), u− h)DT .

Далее, аналогично случаю α > 2, доказывается, что χ = A(u). Теорема доказана.

3. Оценка снизу нормы решения в ограниченной области

Пусть теперь α 6 p и область Ω ограничена. Установим оценки снизу скорости убывания
решения при t→∞. Поскольку единственность решения пока не установлена, фактически
будут установлены оценки снизу только для построенного решения в области DT при
каждом T , достаточно большом.

Рассмотрим сначала случай α ≥ 2. Введем обозначения

E(t) =

∫
Ω

(
u2
m(t)

2bm
+
α− 1

α
|um(t)|α

)
dx,

H(t) = ||∇um(t)||pp.

Формула (10) при f = 0 после дифференцирования по t примет вид

E ′ +H = 0. (24)

Формула (11) после дифференцирования запишется в виде∫
Ω

(
1

bm
+ (α− 1)|um(t)|α−2

)
u′2m(t)dx+

1

p
H ′(t) = 0. (25)

Справедливы оценки

(E ′)2 =

∫
Ω

(
umu

′
m(t)

bm
+ (α− 1)|um(t)|α−2u′m(t)

)
dx

2

6


∫

Ω

u2
m(t)

bm
dx

∫
Ω

u′2m(t)

bm
dx

 1
2

+ (α− 1)

∫
Ω

|um|αdx
∫
Ω

|um|α−2u′2m(t)dx

 1
2


2

6
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Применяя неравенство Коши-Буняковского для скалярного произведения в R2, выводим

6

∫
Ω

u′2m(t)

bm
dx+ (α− 1)

∫
Ω

|um|α−2u′2m(t)dx

∫
Ω

u2
m(t)

bm
dx+ (α− 1)

∫
Ω

|um|αdx

 ,

отсюда

(E ′)2 6 −α
p
H ′(t)E(t). (26)

При помощи (24) перепишем последнее в виде

−HE ′ 6 −1

γ
EH ′, γ =

p

α
.

Отсюда γE′
E
≥ H′

H
, или после интегрирования

H(t) 6
H(0)Eγ(t)

Eγ(0)
.

Тогда

E ′(t) = −H(t) ≥ −H(0)Eγ(t)

Eγ(0)
,

или
E ′

Eγ
≥ − H(0)

Eγ(0)
.

Отсюда имеем

E1−γ(t)− E1−γ(0) 6 (γ − 1)
H(0)t

Eγ(0)
.

Таким образом,

E(t) ≥ E(0)

(
1 + (γ − 1)

H(0)t

E(0)

) 1
1−γ

. (27)

При фиксированном t ∈ [0, T ] при α ≤ p в случае ограниченной области можно выделить
подпоследовательность umk(t), сильно сходящуюся в пространстве Lα(Ω). Поэтому

Em(t)→ α− 1

α
||u(t)||αα.

Функции

um(t) =
n∑
k=1

cmk(t)ωk

принадлежат линейной оболочке функций ω1, ω2, ..., ωm. В конечномерном пространстве
все нормы эквивалентны, поэтому∫

Ω

u2
m(t)dx 6 cm‖um(t)‖2α 6 c̃m.

Выберем числа bm так, чтобы c̃m 6 bm/m. После предельного перехода в (27) при m→∞
получим

||u(t)||αα ≥ ||u(0)||αα(1 + C(u0)t)
− α
p−α . (28)
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Пусть теперь α 6 2. Обозначим в этом случае

E(t) =

∫
Im

(
α− 1

α
v
α
2
m − εmv

α−2
2

m

)
dx+ 2ε

α
4
m.

Заметим, что из (18) следует неравенство E(t) ≥ ε
α
4
m.

Продифференцируем формулу (17) по t и перепишем при f = 0:

E ′ +H = 0. (29)

Из формулы (19) следует, что∫
Im

((α− 1)u2
m + ε)v

α−4
2

m u′2mdx = −1

p
H ′(t). (30)

При каждом ν > 0 очевидны неравенства

(E ′(t))2 =

∫
Im

(
α− 1

2
v
α−2

2
m (2umu

′
m)− εm

α− 2

2
v
α−4

2
m (2umu

′
m)

)
dx

2

6
1

4

(α− 1)

∫
Im

v
α−2

2
m (νu2

m + u′2m/ν)dx+ εm(2− α)

∫
Im

v
α−4

2
m (νu2

m + u′2m/ν)dx

2

6
1

4

− 1

pν
H ′ + αE(t)ν + εm(3− α)ν

∫
Im

v
α−2

2
m dx− 2ανε

α
4
m

2

.

Теперь, учитывая (18), получим

(E ′(t))2 6
1

4

(
− 1

pν
H ′ + αE(t)ν

)2

.

Минимизируя правую часть по ν, устанавливаем (26).
Дальнейшие рассуждения проводятся аналогично случаю α > 2.
Покажем, что оценка (28), установленная для ограниченной области, точна. Воспользу-

емся неравенством типа Стеклова-Фридрихса

‖ϕ‖p ≤ C‖∇ϕ‖p, ∀ ϕ ∈ C∞0 (Ω).

При p > α справедливы неравенства

‖ϕ‖α ≤ C1‖ϕ‖p ≤ C2‖∇ϕ‖p. (31)

Дифференцируя (14) или (22) по T , при помощи (31), записанного для u, находим, что

α− 1

α

d

dt
‖u(t)‖αα = −(A(u), u(t))Ω = −‖∇u(t)‖pp ≤ −C−1

2 ‖u(t)‖pα.

Решая это дифференциальное неравенство будем иметь оценку

||u(t)||αα 6 ||u(0)||αα(1 + c(u0)t)
− α
p−α ,

доказывающую точность неравенства (28).
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