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НЕИЗОМОРФНЫЕ АЛГЕБРЫ ЛИ, ДОПУСКАЕМЫЕ
МОДЕЛЯМИ ГАЗОВОЙ ДИНАМИКИ

С.В. ХАБИРОВ

Аннотация. Групповая классификация уравнений газовой динамики по уравнению
состояния состоит из 13 типов алгебр Ли различных размерностей от 11 до 14. Неко-
торые типы зависят от параметра. Оказывается, пять пар алгебр эквивалентны. При
этом преобразования эквивалентности для алгебр содержат преобразования эквива-
лентности для уравнений газовой динамики. В результате проверки на эквивалент-
ность получилось девять неизоморфных алгебр Ли различной структуры. Один тип
имеет 3 разные структуры при разных значениях параметра. Каждая из этих алгебр
Ли представлена в виде полупрямой суммы шестимерного абелевого идеала и подалгеб-
ры, которая, в свою очередь, разбита в полупрямую или прямую сумму. Оптимальные
системы для подалгебр построены. Добавление абелевого идеала при построении оп-
тимальной системы сделано в шести случаях. Остается три алгебры Ли размерностей
12, 13, 14, для которых оптимальная система не построена.
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Уравнения газовой динамики таковы

ρD~u+∇p = 0, Dρ+ ρ∇ · ~u = 0, Dp+ ρfρ∇ · ~u = 0, DS = 0 (1)

с уравнением состояния общего вида p = f(ρ, S), D = ∂t + ~u · ∇, ~u, p, ρ, S — скорость,
давление, плотность, энтропия.

Преобразования эквивалентности системы (1) не изменяют систему (1), а лишь изменя-
ют уравнение состояния:

p′ = g(ρ, p, S), ρ′ = h(ρ, p, S), S ′ = k(ρ, p, S), p′ = f ′(ρ′, S ′). (2)

Утверждение 1. Преобразования эквивалентности системы (1) имеют вид

p′ = ap+ b, ρ′ = aρ, S ′ = K(S), f ′ (aρ,K(S)) = af(ρ, S) + b. (3)

где a, b — произвольные постоянные, K(S) — произвольная функция.

Доказательство. В систему (1) с переменными p′, ρ′, S ′ подставим выражения (2). В
силу (1) получим равнества

gρ = fρ (hρ−1 − gp) , gS = fS (hρ−1 − gp) ,

kρ + fρkp = 0, hρ + fρhp = ρ−1h, g = f ′(h, k).
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Решение уравнений имеет вид

k = K(I, S), g = pG1(I) +G2(I), h = ρG1(I), I = p− f(ρ, S),

f ′ (ρG1(I), K(I, S)) = (I + f(ρ, S))G1(I) +G2(I).

Полагая I = 0, a = G1(0), b = G2(0), K(0, S) = K(S), получаем формулы (3).
Система (1) с произвольным уравнением состояния допускает 11-мерную алгебру Ли

L11, базис которой в декартовой системе координат задается следующими оператора-
ми Xi = ∂xi , X3+i = t∂xi + ∂ui, X6+i = εkij

(
xj
xk

+ uj∂uk
)
, i = 1, 2, 3, X10 = ∂t,

X11 = t∂t + xj∂xj . Для специальных уравнений состояния алгебра L11 расширяется [1]. Рас-
ширения с точностью до преобразований (3) представлены в таблице, где Y0 = t∂t− ui∂ui ,
Yϕ(p) = ρϕ′(p)∂ρ + ϕ(p)∂p, ϕ, f — произвольные функции, γ, γ1 = 2γ(γ−1)−1 — параметры,
k — размерность алгебры.

№ p = f(ρ, S) k Дополнительные операторы
1 f(ρ, S) 11 —
2 ργf(Sρ) 12 Y0 − (γ1 − 2)ρ∂ρ − γ1p∂p, γ1 6= 0, 2
3 ρf(Sρ) 12 Yp
4 f(Sρ) 12 Y0 + 2ρ∂ρ = X12

5 Sf(ρ) 12 Y0 + 2p∂p
6 Sργ 13 Yp, Y0 + 2ρ∂ρ
7 Sρ5/3 14 Yp, Y0 + 2ρ∂ρ, xiX3+i + t(Y0 − 3ρ∂ρ − 5p∂p) = Z
8 ln ρ+ f(ρS) 12 Y0 + 2ρ∂ρ + 2∂p
9 f(ρ) + S 12 Y1

10 ργ + S 13 Y1, Y0 − (γ1 − 2)ρ∂ρ − γ1p∂p, γ 6= 0,±1
11 ρ+ S 13 Y1, Yp
12 ln ρ+ S 13 Y1, Y0 + 2ρ∂ρ
13 S ∞ Yϕ(p), Y0 + 2ρ∂ρ

Для построения различных подмоделей системы (3) необходимо перечислить неподоб-
ные подалгебры алгебр Ли из таблицы расширений (оптимальная система). Подалгебры
изоморфных алгебр изморфны. Поэтому сначала определим неизоморфные алгебры из
таблицы расширений.

Утверждение 2. [2]. Конечномерные подалгебры алгебры L∞ = {Xϕ(p)} подобны сле-
дующим {Y1}, {Y1, Yp}, {Y1, Yp, Yp2}.

Утверждение 3. Таблица неизоморфных конечномерных алгебр Ли такова
Таблица 1.

f(ρ, S) L11

f(Sρ) {Y0 + 2ρ∂ρ}⊕̇L11

f(ρ) + S {Y1} ⊕ L11

Sργ {Yp, Y0 + 2ρ∂ρ}⊕̇L11

ργ + S {Y1, Y0 − (γ1 − 2)ρ∂ρ − γ1p∂p}⊕̇L11 = Mγ1, γ1 = 0,±1
ρ−1 + S {Y1, Y0 + ρ∂ρ − p∂p}⊕̇L11 = M1

ρ1/3 + S {Y1, Y0 + 3ρ∂ρ + p∂p}⊕̇L11 = M−1

ρ+ S {Y1, Yp} ⊕ L11

Sρ5/3 {X10, X11, Yp, Y0 + 2ρ∂ρ, Z}⊕̇L9 = L14

S {Y1, Yp, Yp2} ⊕ L11

Здесь L9, L11 — идеалы, ⊕̇ — полупрямая сумма, ⊕ — прямая сумма идеалов.
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Доказательство. Алгебра Ли N = 3′ с дополнительным оператором Yp′ = ρ′∂ρ′ + p′∂p′
для уравнения состояния p′ = ρ′f ′ (S ′ρ′) эквивалентна алгебре Ли N = 9 с дополнитель-
ным оператором Y1 = ∂p для уравнения состояния с разделенным в сумму давлением

p = f(ρ) + S. В этом можно убедиться, сделав замену ρ =
p′

ρ′
, p = ln p′, S = − lnS ′,

f (f ′(τ)) = ln (τf ′(τ)). Замена согласована с уравнением состояния, но изменяет второе
уравнение системы (1):

D ln ρ = D ln f ′(τ) = τf ′τ (f ′(τ))
−1
D ln ρ′, τ = S ′ρ′.

Алгебра ЛиN = 2′ с дополнительным оператором Y0−(γ1−2)ρ′∂ρ′−γ1p
′∂p′ для уравнения

состояния p′ = ρ′γf ′ (S ′ρ′) эквивалентна алгебре Ли N = 4 с дополнительным оператором
Y0 + 2ρ∂ρ для уравнения состояния с разделенной в произведение плотностью p = f(Sρ).
В этом можно убедиться, сделав замену ρ = ρ′

1−γ
2 , p = p′ρ′−γ, S = S ′

1−γ
2 , f ′(τ) = f

(
τ

1−γ
2

)
.

Замена согласована с уравнением состояния, но изменяет второе уравнение системы (1)
D ln ρ = 1−γ

2
D ln ρ′.

Алгебра Ли N = 5′ с дополнительным оператором Y0 + 2p′∂p′ для уравнения состояния
p′ = S ′f ′(ρ′) эквивалентна алгебре Ли N = 4 с дополнительным оператором Y0 + 2ρ∂ρ для
уравнения состояния с разделенной плотностью p = f(Sρ). Замена p = ρ′, ρ = p′, S = S ′−1,
f ′ (f(τ)) = τ согласована с уравнениями состояния, но изменяет второе уравнение системы
(1) D ln ρ = τf ′τ (f(τ))−1D ln ρ′, τ = ρ′.

Алгебра Ли N = 8′ с дополнительным оператором Y0+2ρ′∂ρ′+2∂p′ для уравнения состоя-
ния p′ = ln ρ′+ f ′ (ρ′S ′) эквивалентна алгебре Ли N = 4. Преобразование эквивалентности
таковы: p = p′ − ln ρ′, ρ = ρ′, S = S ′, f(τ) = f ′(τ). Замена согласована с уравнениями
состояния, но изменяет первое уравнение системы ρ−15 p = ρ′−15 p′ − ρ′−25 ρ′.

Алгебра Ли N = 12′ с дополнительными операторами Y1 = ∂p′ , Y0 +2ρ′∂ρ′ для уравнения
состояния p′ = ln ρ′+S ′ эквивалентна алгебре Ли N = 6 с дополнительными операторами
Yp = ρ∂ρ + p∂p, Y0 + 2ρ∂ρ для уравнения состояния политропного газа p = Sργ. Преобра-
зования эквивалентности имеют вид p = ep

′ , ρ = ρ′ep
′ , S = e(1−γ)S

′ . Замена согласована с
уравнениями состояния только при γ = 1

2
и изменяет только второе уравнение системы

(1) D ln ρ = 2D ln ρ′.
Другие пары алгебр Ли из таблицы расширений не эквивалентны и неизоморфны, как

это видно из разложений этих алгебр в полупрямые или прямые суммы.
Системы подалгебр для алгебр Mγ1 , γ1 6= ±1, M1, M−1 различаются друг от друга [3].
Для постоения оптимальных систем неизоморфных конечномерных алгебр Ли удобно

разложить их в полупрямые суммы, у которых одним из слагаемых является абелев идеал
J6 = {X1, . . . , X6} (J3 = {X7, X8, X9}):

L11 = (J3 ⊕ {X10, X11}) ⊕̇J6 [1],

{X12}⊕̇L11 =

(
J3 ⊕

(
{X10}⊕̇{X11, X12}

))
⊕̇J6 [4],

{Y1} ⊕ L11 =

(
J3 ⊕

(
{X10, X11} ⊕ {Y1}

))
⊕̇J6,

{Yp, X12}⊕̇L11 =

((
J3 ⊕

(
{X10}⊕̇{X11, X12}

))
⊕ {Yp}

)
⊕̇J6 [5],

Mγ1 =

((
J3 ⊕ {Y1, Y0 − (γ1 − 2)ρ∂ρ − γ1p∂p}

)
⊕̇{X10, X11}

)
⊕̇J6 [3],

{Y1, Yp} ⊕ L11 =
(
J3 ⊕ {X10, X11} ⊕ {Y1, Yp}

)
⊕̇J6,
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L14 =
(
J3 ⊕ {X10, X11, X12, Z} ⊕ {Yp}

)
⊕̇J6 [6],

{Y1, Yp, Yp2} ⊕ L11 =
(
J3 ⊕ {X10, X11} ⊕ {Y1, Yp, Yp2}

)
⊕̇J6.

Для алгебры Ли со ссылками оптимальные системы построены. Оптимальные системы
подалгебр — дополнений к абелеву идеалу J6 приведены в [2].

Итак, осталось закончить построение оптимальных систем для трех разложений, кото-
рые не найдены в научной литературе.
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