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ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО
УРАВНЕНИЯ С ПЕРЕМЕННЫМ НАПРАВЛЕНИЕМ

ВРЕМЕНИ С ОБОБЩЕННЫМИ УСЛОВИЯМИ
СОПРЯЖЕНИЯ

И.А. КАЛИЕВ, М.Ф. МУГАФАРОВ, О.В. ФАТТАХОВА

Аннотация. В работе исследована обратная задача нахождения решения и неиз-
вестной правой части для параболического уравнения с изменяющимся направлением
времени с обобщенными условиями склейки. С помощью разложения в ряды доказаны
существование и единственность классических решений данной задачи.

Ключевые слова: обратная задача, параболическое уравнение с переменным направ-
лением времени, обобщенные условия склейки.

1. Введение

Краевые задачи для параболических уравнений с изменяющимся направлением времени
изучены во многих работах (см. например [1]–[7]).

На сегодняшний день постановки обратных задач для параболических уравнений все
более усложняются в связи с потребностями моделирования и управления процессами в
теплофизике и механике сплошной среды. Обратные задачи для параболических урав-
нений изучены достаточно хорошо [8]–[14]. Отличительной особенностью данной работы
является рассмотрение обратной задачи для параболического уравнения с переменным
направлением времени. Подобные уравнения имеют множество различных применений,
например, описывают процессы распространения тепла в неоднородных средах, взаимо-
действия фильтрационных потоков, массопереноса вблизи поверхности летательного ап-
парата, описания сложных течений вязкой жидкости (см. напр. [15]). В качестве возмож-
ных приложений следует также указать задачи расчета теплообменников, в которых ис-
пользуется принцип противотока. В таких ситуациях, когда теплообмен происходит через
разграничительную стенку, исключающую перемешивание жидкостей, могут возникать
задачи со скачком температуры на границе раздела, аналогичные рассматриваемой в нас-
тоящей статье задаче с обобщенными условиями сопряжения. Результатом данной работы
является решение, представленное в виде ряда, что позволяет производить необходимые
численные расчеты с заданной точностью.

I.A. Kaliev, M.F. Mugafarov, O.V. Fattahova, Inverse problem for forward-backward
parabolic equation with generalized sewing conditions.
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2. Постановка задачи

Пусть Ω = Ω− ∪ Ω+, где Ω− = (−1; 0) × (0;T ), Ω+ = (0; 1) × (0;T ). Требуется найти
функции u(x, t), f(x), связанные в области Ω уравнением

Lu ≡ sgnx · ∂u
∂t
− ∂2u

∂x2
= f(x). (1)

Для функции u(x, t) на границах x = −1 и x = 1 области Ω заданы условия второго
рода

∂u

∂x
(−1, t) =

∂u

∂x
(1, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T. (2)

На границах t = 0 и t = T будем рассматривать следующие условия

u(x, 0) = ϕ(x) =

{
ϕ1(x), −1 ≤ x ≤ 0,
ϕ2(x), 0 ≤ x ≤ 1,

(3)

u(x, T ) = ψ(x) =

{
ψ1(x), −1 ≤ x ≤ 0,
ψ2(x), 0 ≤ x ≤ 1.

(4)

На линии x = 0 зададим условия сопряжения{
u+ = u−, 0 ≤ t ≤ T,
u′+ = −u′−, 0 ≤ t ≤ T.

(5)

Здесь и в дальнейшем
u± = lim

x→0±
u(x, t), 0 ≤ t ≤ T,

u′± = lim
x→0±

∂u

∂x
(x, t), 0 ≤ t ≤ T.

В данной постановке f(x) — неизвестная правая часть уравнения (1). Граничными усло-
виями второго рода являются условия (2) для соответствующих параболических уравне-
ний в областях Ω− и Ω+. С помощью функций ϕ2 и ψ1 заданы начальные условия, а
функциями ϕ1 и ψ2 — условия финального переопределения, необходимые для нахожде-
ния функции f(x).

3. Применение метода разделения переменных

Метод исследования обратной задачи в данной работе основан на исключении функции
f(x) из уравнения (1) с помощью дифференцирования по времени и переходе к задаче
для функции

v(x, t) =
∂u

∂t
(x, t).

Из уравнения (1) и условий (2)–(5) получим следующую начально-граничную задачу.
Найти функции v(x, t) и f(x), удовлетворяющие в области Ω уравнению

sgnx · ∂v
∂t
− ∂2v

∂x2
= 0, (1)

граничным условиям
∂v

∂x
(−1, t) =

∂v

∂x
(1, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T. (2)

sgnx · v(x, T ) = f(x) + ψ′′(x), x ∈ (−1; 0) ∪ (0; 1), (3)
sgnx · v(x, 0) = f(x) + ϕ′′(x), x ∈ (−1; 0) ∪ (0; 1), (4)

и условиям сопряжения на линии{
v+ = v−, 0 ≤ t ≤ T,
v′+ = −v′−, 0 ≤ t ≤ T.

(5)
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Для решения задачи (1), (2), (5) применим метод разделения переменных. Будем искать
решение уравнения (1) в виде v(x, t) = X(x) · θ(t) .

Относительно функции X(x) получим задачу

sgnx · X
′′(x)

X(x)
= λ = const, (6)

X ′(−1) = X ′(1) = 0, (7){
X+ = X−,
X ′+ = −X ′−.

(8)

Для функций X(x) ∈ C2((−1; 0) ∪ (0; 1)), удовлетворяющих условиям (7), (8), введем в
рассмотрение оператор

LxX ≡ sgnx ·X ′′(x). (9)
Решения задачи (6) - (8) являются собственными функциями оператора и имеют вид:
при λ = µ2

k > 0, k ∈ N

G+
k (x) =

{
cos(µk(x+ 1))/cosµk, x < 0,
ch(µk(1− x))/chµk, x > 0,

(10)

при λ = 0

G0(x) =

{
1/2, x < 0,
1/2, x > 0,

(11)

при λ = −µ2
k < 0, k ∈ N

G−k (x) =

{
ch(µk(x+ 1))/chµk, x < 0,
cos(µk(1− x))/cosµk, x > 0.

(12)

С учетом (8) для собственных значений данного оператора получаем трансцендентные
уравнения

tg µk = − thµk, k = 0, 1, 2, . . . . (13)

Рис. 1. Расположение корней уравнения (13)
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Оператор Lx является симметрическим и компактным. Согласно теореме Гильбер-
та-Шмидта [16] система собственных функций является полной и ортогональной в
L2((−1; 0) ∪ (0; 1)).

Функцию θ(t) найдем из уравнения

θ′(t) = λθ(t).

При λ = µ2
k > 0, k ∈ N

θk(t) = gk · e−µ
2
k(T−t);

при λ = 0

θ0(t) = g0;

при λ = −µ2
k < 0, k ∈ N

θk(t) = gk · e−µ
2
kt.

Таким образом, решение задачи (1)–(5) ищется в виде ряда

v(x, t) = CG0(x) +
∞∑
k=1

Ake
−µ2

ktG−k (x) +
∞∑
k=1

Bke
−µ2

k(T−t)G+
k (x) (14)

с неизвестными коэффициентами Ak, Bk, C.
Для нахождения коэффициентов Ak, Bk воспользуемся условиями (3) и (4)

f(x) = sgnx · v(x, 0)− ϕ′′(x) =

= sgnx ·

[
CG0(x) +

∞∑
k=1

AkG
−
k (x) +

∞∑
k=1

Bke
−µ2

kTG+
k (x)

]
− ϕ′′(x), (15)

f(x) = sgnx · v(x, T )− ψ′′(x) =

= sgnx ·

[
CG0(x) +

∞∑
k=1

Ake
−µ2

kTG−k (x) +
∞∑
k=1

BkG
+
k (x)

]
− ψ′′(x). (16)

Из последних двух равенств имеем
∞∑
k=1

(
AkG

−
k (x)−BkG

+
k (x)

)
(1− e−µ2

kT ) = sgnx · (ϕ′′(x)− ψ′′(x)). (17)

Скалярно домножим левую и правую части равенства (17) на G−k (x) для нахождения
коэффициента Ak, наG+

k (x) для нахождения коэффициента Bk. С учетом ортогональности
системы собственных функций получим следующие формулы

Ak =
ϕ
−(2)
k − ψ−(2)

k

1− e−µ2
kT

, (18)

Bk =
ϕ

+(2)
k − ψ+(2)

k

e−µ
2
kT − 1

, (19)

где

ϕ
−(2)
k =

(sgnx · ϕ′′(x), G−k (x))

‖G−k (x)‖2
, ψ

−(2)
k =

(sgnx · ψ′′(x), G−k (x))

‖G−k (x)‖2
,

ϕ
+(2)
k =

(sgnx · ϕ′′(x), G+
k (x))

‖G+
k (x)‖2

, ψ
+(2)
k =

(sgnx · ψ′′(x), G+
k (x))

‖G+
k (x)‖2

,

‖G‖2 =
1∫
−1

G2(x)dx — квадрат нормы, а (·, ·) — скалярное произведение в L2((−1; 0)∪(0; 1)).
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Для нахождения коэффициента C вернемся к функции u(x, t):

u(x, t) =

t∫
T

v(x, τ)dτ + ψ1(x) = ψ1(x) + CG0(x)(t− T )+

+
∞∑
k=1

[
Ake

−µ2
ktG−k (x) +BkG

+
k (x)

]e−µ2
k(T−t) − 1

µ2
k

, (x; t) ∈ Ω−; (20)

u(x, t) =

t∫
0

v(x, τ)dτ + ϕ2(x) = ϕ2(x) + CG0(x)t+

+
∞∑
k=1

[
AkG

−
k (x) +Bke

−µ2
k(T−t)G+

k (x)
]1− e−µ2

kt

µ2
k

, (x; t) ∈ Ω+. (21)

В равенстве (20) положим t = 0 , а в равенстве (21) положим t = T . В итоге для
произвольного x ∈ (−1; 0) ∪ (0; 1) получим

CG0(x)T +
∞∑
k=1

[
AkG

−
k (x) +BkG

+
k (x)

]1− e−µ2
kT

µ2
k

= ψ(x)− ϕ(x). (22)

Скалярно домножим равенство (22) на G0(x) , тогда с учетом ‖G0(x)‖2 = 1

C =
(ψ(x)− ϕ(x), G0(x))

T
. (23)

4. Теорема существования и единственности решения задачи

Теорема 1. Если функции ϕ(x), ψ(x) ∈ C4([−1; 0)∪ (0; 1]), ϕ′(−1) = ϕ′(1) = ψ′(−1) =
= ψ′(1) = 0, ϕ− = ϕ+, ψ− = ψ+, ϕ′− = −ϕ′+, ψ′− = −ψ′+, ϕ′′′(−1) = ψ′′′(−1),
ϕ′′′(1) = ψ′′′(1), ϕ′′− + ϕ′′+ − ψ′′− − ψ′′+ = 0 и ϕ′′′− − ϕ′′′+ − ψ′′′− + ψ′′′+ = 0, то существует
единственное классическое решение u(x, t) ∈ C2,1

x,t (Ω− ∪ Ω+), f(x) ∈ C([−1; 0) ∪ (0; 1])
задачи (1)–(5) и оно определяется рядами (15), (20), (21), где коэффициенты Ak, Bk, C
определяются соответственно формулами (18), (19) и (23).

Доказательство.
1. Единственность решения.
Предположим, {u1(x, t), f1(x)} и {u2(x, t), f2(x)} два различных решения рассматрива-

емой задачи. Пусть

ū(x, t) = u2(x, t)− u1(x, t), f̄(x) = f2(x)− f1(x).

Тогда функции ū(x, t), f̄(x) удовлетворяют уравнению

∂ū

∂t
(x, t)− sgnx · ∂

2ū

∂x2
(x, t) = sgnx · f̄(x) (1)

и однородным начально-граничным условиям
∂ū

∂x
(−1, t) =

∂ū

∂x
(1, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T, (2)

ū(x, 0) = ū(x, T ) = 0, −1 ≤ x ≤ 1. (3)
На линии x = 0 {

ū+ = ū−,
ū′+ = −ū′−.

(4)
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Введем обозначения

ū+
k (t) =

1∫
−1

ū(x, t)G+
k (x)dx, (5)

f̄+
k =

1∫
−1

sgnx f̄(x)G+
k (x)dx. (6)

Дифференцируя ū(x, t) в (5) под знаком интеграла один раз и учитывая уравнение (1),
получим

d

dt
ū+
k =

1∫
−1

sgnx uxxG+
k (x)dx+ f̄+

k .

Интегрируя два раза по частям интеграл в последнем равенстве с учетом условий сопря-
жения (4) и характеристических уравнений (13), получим уравнение, которому должны
удовлетворять ū+

k (t)
d

dt
ū+
k = µ2

kū
+
k + f̄+

k . (7)

Из условий (3) получим, что ū+
k (t) должна удовлетворять условиям

ū+
k (0) = ū+

k (T ) = 0. (8)

Решение уравнения (7) имеет вид

ū+
k = C1 · eµ

2
k·t − f̄+

k

µ2
k

, C1 = const.

В силу условий (8) получим {
C1 − f̄+

k /µ
2
k = 0,

C1 · eµ
2
kT − f̄+

k /µ
2
k = 0.

Вычтем из первого уравнения системы второе

C1(1− eµ
2
kT ) = 0.

Так как µk 6= 0 ∀ k = 1, 2, . . ., то C1 = 0. Следовательно,

f̄+
k = 0.

Тогда получим
ū+
k = 0, k = 1, 2, . . . .

Аналогично
ū−k = 0, k = 1, 2, . . . .

Так как система собственных функций оператора Lx полна в L2((−1; 0) ∪ (0; 1)), то
ū(x, t) ≡ 0, f̄(x) ≡ 0 в области Ω. Таким образом, единственность решения задачи дока-
зана.

2. Существование решения.
Для коэффициентов Ak из (18) получаем

|Ak| ≤ C2

(
|ϕ−(2)
k |+ |ψ−(2)

k |
)
, (9)

где

C2 =
1

1− e−µ2
1T
.
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Поскольку функции ϕ′′(x) и ψ′′(x) непрерывны на сегменте [−1; 0)∪(0; 1], то, как извест-
но из теории рядов Фурье, в силу неравенства Бесселя следующие ряды в L2((−1; 0)∪(0; 1))
сходятся

∞∑
k=1

(ϕ
−(2)
k )2 ≤ K‖ϕ′′(x)‖2, (10)

∞∑
k=1

(ψ
−(2)
k )2 ≤ K‖ψ′′(x)‖2, (11)

где
K = max

k∈N

{
‖G−k (x)‖2

}
.

Положительные корни уравнения (13) асимптотически стремятся к значениям
µk ∼ −π/4 + πk, причем значения разностей (−π/4 + πk− µk) отрицательны и монотонно
стремятся к 0. Поэтому | − π/4 + πk − µk| < | − π/4 + π − µ1| = d. Расчеты показывают,
что d < 8, 83 · 10−3. Поэтому −π/4 + πk < µk < −π/6 + πk, следовательно

√
2/2 < cosµk <

√
3/2. (12)

Кроме того, так как ch2 µk > ch2 µ1 ∀k > 1, то

0 <
1

ch2 µk
<

1

ch2 µ1

≈ 0, 0347.

‖G+
k (x)‖2 = ‖G−k (x)‖2 =

1

2

(
1

cos2 µk
+

1

ch2 µk

)
.

Из неравенств, полученных выше, вытекает оценка

K < 2.

Из (9) – (11) следует ограниченность |Ak|. Аналогично, коэффициенты Bk также огра-
ничены.

Оценим модули общих членов из рядов (20) и (21).
В области Ω+

|CG0(x)t| ≤ 1

2
|C|T,∣∣∣∣∣[AkG−k (x) +Bke

−µ2
k(T−t)G+

k (x)
]1− e−µ2

kt

µ2
k

∣∣∣∣∣ ≤ |Ak|µ2
k

· 1

cosµk
+
|Bk|
µ2
k

.

В области Ω−

|CG0(x)t| ≤ 1

2
|C|T,∣∣∣∣∣[Ake−µ2

ktG−k (x) +BkG
+
k (x)

]e−µ2
k(T−t) − 1

µ2
k

∣∣∣∣∣ ≤ |Ak|µ2
k

+
|Bk|
µ2
k

· 1

cosµk
.

Принимая во внимание (12) и µ2
k > π2k2, получаем, что ряды (20), (21) мажорируются

сходящимся рядом
2

π2

∞∑
k=1

|Ak|+ |Bk|
k2

.

Поэтому ряд в силу признака Вейерштрасса сходится абсолютно и равномерно в зам-
кнутой области Ω. Следовательно, функция u(x, t) непрерывна в области Ω как сумма
равномерно сходящегося ряда и непрерывной функции.

Аналогичными оценками показана возможность почленного дифференцирования ря-
дов (20), (21) по переменной x дважды и по переменной t один раз. Для этого доказана
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абсолютная и равномерная сходимость в Ω рядов, полученных формальным дифферен-
цированием.

Подставляя соответствующие ряды в уравнение (1) в областях Ω− и Ω+, убеждаемся
в том, что функция u(x, t), определяемая рядами (20), (21) соответственно, является его
решением.

Проверим условия финального переопределения.
Рассмотрим область Ω+.

u(x, T ) = CG0T +
∞∑
k=1

[
Ak
µ2
k

(1− e−µ2
kT )G−k +

Bk

µ2
k

e−µ
2
kT (eµ

2
kT − 1)G+

k

]
+ ϕ2(x) =

= CG0T +
∞∑
k=1

[
ϕ
−(2)
k − ψ−(2)

k

µ2
k

G−k +
ϕ

+(2)
k − ψ+(2)

k

µ2
k

G+
k

]
+ ϕ2(x). (13)

Интегрируя два раза по частям интегралы для ϕ
−(2)
k , ψ

−(2)
k , ϕ

+(2)
k и ψ

+(2)
k , име-

ем ϕ
−(2)
k = −µ2

kϕ
−
k , ψ

−(2)
k = −µ2

kψ
−
k , ϕ

+(2)
k = µ2

kϕ
+
k и ψ

+(2)
k = µ2

kψ
+
k , где

ϕ−k =
(ϕ(x), G−k (x))

‖G−k (x)‖2
, ψ−k =

(ψ(x), G−k (x))

‖G−k (x)‖2
,

ϕ+
k =

(ϕ(x), G+
k (x))

‖G+
k (x)‖2

, ψ+
k =

(ψ(x), G+
k (x))

‖G+
k (x)‖2

.

Подставляя найденные соотношения между коэффициентами в (13), получим равенство
u(x, T ) = ψ2(x).

Аналогично в области Ω− проверяется выполнение равенства u(x, 0) = ϕ1(x).
Значит, найденное решение удовлетворяет всем условиям задачи.
Теорема существования и единственности доказана.
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