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ОБ УСТОЙЧИВОСТИ СВОЙСТВА БАЗИСНОСТИ ОДНОГО
ТИПА ЗАДАЧ НА СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ ПРИ

НЕЛОКАЛЬНОМ ВОЗМУЩЕНИИ КРАЕВОГО УСЛОВИЯ

Н.С. ИМАНБАЕВ, М.А. САДЫБЕКОВ

Аннотация. Рассматривается спектральная задача для оператора кратного диффе-
ренцирования при интегральном возмущении краевых условий одного типа, являю-
щихся регулярными, но не усиленно регулярными. Невозмущенная задача обладает
асимптотически простым спектром, а система ее нормированных собственных функ-
ций образует базис Рисса. В работе построен характеристический определитель спек-
тральной задачи при интегральном возмущении краевых условий. Возмущенная задача
может иметь любое конечное число кратных собственных значений. Поэтому ее корне-
вые подпространства состоят из собственных и (может быть) присоединенных функ-
ций. Показано, что свойство базисности Рисса системы собственных и присоединенных
функций задачи является устойчивым относительно интегрального возмущения крае-
вого условия.

Ключевые слова: Базис Рисса, регулярные краевые условия, собственные значения,
корневые функции, спектральная задача, интегральное возмущение краевого условия,
характеристический определитель

1. Постановка задачи

Хорошо известно, что система собственных функций оператора, заданного формаль-
но самосопряженным дифференциальным выражением, с произвольными самосопряжен-
ными краевыми условиями, обеспечивающими дискретный спектр, образует ортонорми-
рованный базис пространства L2. Во многих работах исследовался вопрос о сохранении
свойств базисности при некотором (слабом в определенном смысле) возмущении исходно-
го оператора. Например, для случая самосопряженного исходного оператора аналогичный
вопрос исследовался в [1 - 3], а для несамосопряженного — в [4 - 6].

В настоящей работе рассматривается близкая к исследованиям [3, 5] спектральная за-
дача:

l(u) ≡ −u′′(x) = λu(x), 0 < x < 1, (1)
U1(u) ≡ u′(0)− u′(1) + αu(0) = 0, (2)

U2(u) ≡ u(0)− u(1) =

∫ 1

0

p(x)u(x)dx, p(x) ∈ L2(0, 1). (3)

Здесь α 6= 0 — произвольное комплексное число. В [3] исследованы вопросы устойчи-
вости базисных свойств периодической задачи (случай α = 0) для уравнения (1), при
интегральном возмущении краевого условия. Доказано, что множество P функций p(x),
при которых задача обладает свойством базисности собственных функций — плотно в
L1(0, 1), множество L1(0, 1)\P также плотно в L1(0, 1).
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Вопрос о базисности корневых функций оператора с более общими интегральными кра-
евыми условиями положительно решен в [5], где доказана базисность Рисса со скобками
при условии регулярности по Биркгофу [7, с. 66–67] краевых условий невозмущенной за-
дачи; а при дополнительном предположении усиленной регулярности — базисность Рисса.
В нашем случае невозмущенные (при p(x) ≡ 0) краевые условия (2), (3) являются регу-
лярными, но не усиленно регулярными краевыми условиями. Поэтому в этом случае для
исследования базисности Рисса не применимы результаты [5], а требуется дополнительное
исследование.

Из [5] следует, что система собственных и присоединенных функций задачи (1)–(3) полна
и минимальна в L2(0, 1). В настоящей работе мы построим характеристический определи-
тель спектральной задачи (1)–(3). На основании полученной формулы докажем устойчи-
вость свойств базисности Рисса системы собственных и присоединенных функций задачи
при интегральном возмущении краевого условия.

2. Невозмущенная задача

В этом пункте p(x) ≡ 0. Как следует из [8], при любых α 6= 0 невозмущенная задача

l(u) = λu, U1(u) = 0, U2(u) = 0 (4)

обладает асимптотически простым спектром, а система ее нормированных собственных
функций образует базис Рисса в L2(0, 1). Непосредственным вычислением нетрудно убе-
диться в том, что спектральная задача (4) имеет две серии собственных значений

λ0
1k = (2πk)2, k = 1, 2, ...; λ0

2k = (2ωk)2, k = 0, 1, 2, ...,

которым соответствуют почти нормированные собственные функции

u0
1k(x) =

√
2 sin 2πkx, u0

2k(x) =
√

2 cos(2ωkx)−
√

2α

4ωk
sin(2ωkx). (5)

Здесь ωk = πk + εk — корни уравнения tgω = −α/4ω. Одним из важных свойств этой
задачи является асимптотическая отделенность собственных значений. Как следует из [9],
имеет место равномерная по k оценка

C1

k
<

∣∣∣∣√λ0
1k −

√
λ0

2k

∣∣∣∣ < C2

k
. (6)

Система, биортогональная системе (5), определяется собственными функциями сопряжен-
ной к (4) задачи:

l∗(v) = λv, v′(0)− v′(1) + αv(0) = 0, v(0)− v(1) = 0,

которые имеют вид

v0
1k(x) =

√
2 sin 2πkx, v0

2k(x) = βk

{
√

2 cos(2ωkx)−
√

2α

4ωk
sin(2ωkx)

}
. (7)

Коэффициент βk определяется из соотношения биортогональности (u0
2k, v

0
2k) = 1 и имеет

асимптотику βk = 1+O(k−1). Системы (5) и (7) образуют базис Рисса в L2(0, 1) и взаимно
биортогональны.
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3. Характеристический определитель задачи (1)–(3)

Удовлетворяя общее решение u(x, λ) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx уравнения (1) условиям

(2), (3), получаем линейную систему относительно коэффициентов Ck: C1

[
α +
√
λ sin

√
λ
]

+ C2

[√
λ−
√
λ cos

√
λ
]

= 0,

C1

[
1− cos

√
λ−

∫ 1

0
p(x) cos

√
λxdx

]
+ C2

[
− sin

√
λ−

∫ 1

0
p(x) sin

√
λxdx

]
= 0.

(8)

Ее определитель и будет характеристическим определителем задачи (1)–(3):

∆1(λ) =

∣∣∣∣ α +
√
λ sin

√
λ 1− cos

√
λ−

∫ 1

0
p(x) cos

√
λxdx√

λ(1− cos
√
λ) − sin

√
λ−

∫ 1

0
p(x) sin

√
λxdx

∣∣∣∣ . (9)

Легко видеть, что характеристический определитель невозмущенной задачи (1)–(3) по-
лучается отсюда при p(x) ≡ 0. Обозначим его через ∆0(λ) = −2

√
λ(1− cos

√
λ)− α sin

√
λ.

Функцию p(x) представим в виде ряда Фурье по базису Рисса (7):

p(x) =
∞∑
k=1

a1kv
0
1k(x) +

∞∑
k=0

a2kv
0
2k(x). (10)

Используя (10), найдем более удобное представление определителя ∆1(λ). Для этого сна-
чала вычислим входящие в (9) интегралы. Несложные вычисления показывают, что

(λ− λ0
jk)

∫ 1

0

v0
jk(x) cos

√
λxdx = v0

jk(0)
[
α cos

√
λ+
√
λ sin

√
λ
]

+ v0 ′
jk (0)[cos

√
λ− 1],

(λ− λ0
jk)

∫ 1

0

v0
jk(x) sin

√
λxdx = v0

jk(0)
[√

λ+ α sin
√
λ−
√
λ cos

√
λ
]

+ v0 ′
jk (0)[sin

√
λ],

j = 1, 2.

Поэтому с учетом (7) получаем∫ 1

0

p(x) cos
√
λxdx = A(λ)

[
cos
√
λ− 1

]
+B(λ)

[
α +
√
λ sin

√
λ
]
,∫ 1

0

p(x) sin
√
λxdx = A(λ)

[
sin
√
λ
]

+B(λ)
√
λ
[
1− cos

√
λ
]
,

где обозначено

A(λ) = 2
√

2π
∞∑
k=1

ka1k

λ− λ0
1k

, B(λ) =
√

2
∞∑
k=0

a2kβk
λ− λ0

2k

.

Используя полученное, стандартными преобразованиями определитель (9) приводится
к виду:

∆1(λ) = ∆0(λ)[1 + A(λ)] ≡ ∆0(λ)[1 + 2
√

2π
∞∑
k=1

ka1k

λ− λ0
1k

]. (11)

Сформулируем полученный результат в виде леммы.
Лемма 1. Характеристический определитель задачи (1)–(3) с возмущенными краевы-

ми условиями представим в виде (11), где ∆0(λ) — характеристический определитель
невозмущенной задачи, а a1k — коэффициенты разложения (10) функции p(x) в биорто-
гональный ряд по базису Рисса (7).

В представлении (11) функция A(λ) имеет полюса в точках λ = λ0
1k первого порядка.

Однако в этих же точках функция ∆0(λ) имеет нули первого порядка. Поэтому функция
∆1(λ), представленная по формуле (11), является целой аналитической функцией пере-
менной λ.
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4. Собственные значения задачи (1)–(3)

Из анализа формулы (11) легко видеть, что ∆1(λ
0
2k) = 0 для всех k ≥ 0. То есть все

собственные значения второй серии λ0
2k невозмущенной задачи являются собственными

значениями возмущенной задачи (1)–(3): λ1
2k = λ0

2k. Также легко видеть, что собственные
значения первой серии λ0

1j невозмущенной задачи являются собственными значениями воз-
мущенной задачи (1)-(3), если для этого номера j соответствующий коэффициент Фурье
в разложении (10) равен нулю: a1j = 0.

Случай простого вида характеристического определителя (11) — когда p(x) представ-
ляется в виде (10) с конечной первой суммой. То есть, когда существует такой номер N ,
что a1k = 0 для всех k > N . В этом случае формула (11) принимает вид

∆1(λ) = ∆0(λ)

(
1 + 2

√
2π

N∑
k=0

ka1k

λ− λ0
1k

)
.

Из этого частного случая формулы (11) легко обосновать следующую
Лемма 2. Для любых наперед заданных чисел — комплексного λ̂ и натурального m̂

всегда существует такая функция p(x), что λ̂ будет являться собственным значением
задачи (1)–(3) кратности m̂.

В силу этой леммы возмущенная задача может иметь любое конечное число кратных
собственных значений. Поэтому ее корневые подпространства состоят из собственных и
(может быть) присоединенных функций.

Найдем асимптотику собственных значений первой серии в общем случае. Стандарт-
ными рассуждениями, связанными с применением теоремы Руше, находим, что для до-
статочно больших номеров j нули первой серии характеристического определителя (11)
имеют вид

√
λ1

1j = 2πj + δj, |δj| < 1. Уточним асимптотику δj. Легко видеть, что

1 + 2
√

2
πj

4πj + δj

a1j

δj
+
√

2
∞∑

k=0,k 6=j

2πk

[2πk + 2πj + δj]

a1k

[2πj − 2πk + δj]
= 0,

откуда вытекает асимптотика∣∣δj∣∣ =
(√

2
)−1 ∣∣a1j

∣∣ · ∣∣1 + o(1)
∣∣. (12)

Так как коэффициенты Фурье по базису Рисса принадлежат пространству последова-
тельностей l2, то отсюда следует, что числовая последовательность {δj} ∈ l2. Это и дает
искомую асимптотику собственных значений первой серии. Таким образом, доказана

Лемма 3. Собственные значения задачи (1)–(3) образуют две серии:
λ1

1k = (2πk + δk)
2, λ1

2k = λ0
2k, где λ0

2k — собственные значения второй серии невозмущен-
ной задачи, а {δk} ∈ l2. Причем δj = 0 при a1j = 0. Значения коэффициентов a2k не
влияют на собственные значения задачи (1)–(3).

Для более гладких функций p(x) асимптотика первой серии собственных значений мо-
жет быть уточнена.

Лемма 4. Если p(x) ∈ W 1
2 (0, 1), то собственные значения первой серии задачи (1)–(3)

имеют асимптотику λ1
1k = (2πk + δk)

2, где {kδk} ∈ l2. Собственные значения задачи
(1)–(3) асимптотически простые и отделенные.

Доказательство. Непосредственным вычислением легко убедиться в том, что система
функций

v0 ′

1k (x)(2πk)−1 =
√

2 cos 2πkx, k = 1, 2, ...;

v0 ′

2k (x)(2ωk)
−1 = βk

{
−
√

2 sin(2ωkx)−
√

2α

4ωk
cos(2ωkx)

}
, k = 0, 1, 2, ....
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является квадратично близкой к тригонометрической системе{
1,
√

2 cos 2πkx,−
√

2 sin(2πkx)
}

и, следовательно, образует базис Рисса в L2(0, 1). Поэтому
для p(x) ∈ W 1

2 (0, 1) имеем {ka1k} ∈ l2. Из асимптотики (12) получаем первую часть лем-
мы. Вторая часть леммы получается отсюда сравнением с асимптотикой (6) собственных
значений невозмущенной задачи. Лемма доказана.

5. Собственные функции задачи (1)–(3)

Всюду в дальнейшем будем предполагать, что p(x) ∈ W 1
2 (0, 1). Используя обозначения

п.3, систему (8) можем переписать в виде C1

[
α +
√
λ sin

√
λ
]

+ C2

√
λ
[
1− cos

√
λ
]

= 0,{
C1

√
λ
[
1− cos

√
λ
]

+ C2

[
− sin

√
λ
]}

[1 + A(λ)] = 0.
(13)

При λ = λ1
2k = λ0

2k получаем C2 = − α
4ωk

C1. Поэтому собственные функции второй серии
возмущенной и невозмущенной задач (1) - (3) совпадают: u1

2k(x) = u0
2k(x).

При λ = λ1
1k имеем 1 +A(λ1

1k) = 0. Поэтому второе уравнение в системе (13) обращается
в тождество. В силу леммы 4 имеем

lim
k→∞

[
α +

√
λ1

1k sin
√
λ1

1k

]
= lim

k→∞
[α + (2πk + δk) sin δk] = α 6= 0.

Следовательно, для достаточно больших номеров k коэффициент при C1 в первом урав-
нении системы отличен от нуля. Для таких номеров k находим C1 = −γkC2, где

γk =
√
λ1

1k

[
1− cos

√
λ1

1k

]
/

[
α +

√
λ1

1k sin
√
λ1

1k

]
. (14)

При этом, в силу асимптотики λ1
1k из леммы 4, имеем {kγk} ∈ l2. Таким образом, доказана

Лемма 5. Если p(x) ∈ W 1
2 (0, 1), то для достаточно больших номеров k собственные

функции задачи (1)–(3) образуют две серии:

u0
1k(x) =

√
2 sin 2πkx− γk

√
2 cos 2πkx,

u0
2k(x) =

√
2 cos(2ωkx)−

√
2α

4ωk
sin(2ωkx),

(15)

где последовательность γk определяется (14) и {kγk} ∈ l2.

6. Основной результат работы

Как следует из леммы 2, задача (1)–(3) может иметь кратные собственные значения,
но по лемме 4 их может быть только конечное число. Поэтому корневые подпространства
задачи (1)–(3) состоят из собственных и (может быть) конечного числа присоединенных
функций.

Основным результатом работы является
Теорема. Для любой функции p(x) ∈ W 1

2 (0, 1) система собственных и присоединенных
функций задачи (1)–(3) образует базис Рисса L2(0, 1).

Доказательство. В силу [5] система собственных и присоединенных функций задачи
(1)–(3) образует базис Рисса со скобками. Из принадлежности {kγk} ∈ l2 легко обосно-
вать, что система собственных функций (15) является квадратично близкой к системе
(5) собственных функций невозмущенной задачи, которая образует базис Рисса в L2(0, 1).
Следовательно, и система собственных и присоединенных функций задачи (1)–(3) также
образует базис Рисса в L2(0, 1). Теорема доказана.

Результаты настоящей работы, в отличие от [3], демонстрируют устойчивость свойств
базисности корневых функций при интегральном возмущении краевых условий одного
типа задач, являющихся регулярными, но не усиленно регулярными.
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