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ФИЗИКА 

УДК   372.853 
КОМПЕТЕНТНОСТНЫЙ ПОДХОД 

В ПРЕПОДАВАНИИ КУРСОВ ОБЩЕЙ ФИЗИКИ 
Абдуллин А.У., Акманова Г.Р. 

Башкирский государственный университет, г. Уфа, Россия 

При внедрении компетентностного подхода в преподавании курсов 
общей физики возникают, по нашему мнению, по крайней мере, три 
серьезные проблемы. 

Во-первых, по большому счету, компетенции есть категория, 
понятная преимущественно работодателям и характеризующая 
профессиональную деятельность выпускника, которая реализуется уже 
после окончания вуза на рабочем месте. Соотнести компетенции, 
прописанные во ФГОС, с конкретными элементами учебного плана 
оказывается далеко непросто. Особенно эта проблема актуальна для 
курсов, которые изучаются в первые год-два обучения. Например, 
компетенция «способность использовать базовые теоретические знания 
фундаментальных разделов общей и теоретической физики для решения 
профессиональных задач» формируется, очевидно, в течение всего срока 
обучения бакалавров. В какой степени она должна быть освоена при 
изучении первого из курсов общей физики – механики, изучаемой в первом 
семестре? 

Более того, на наш взгляд, полностью уровень сформированности 
компетенции можно оценить только в ходе междисциплинарной и 
квалификационной аттестаций. Здесь, видимо, можно предложить лишь 
два варианта решения. Либо выстраивать «древо компетенций» в духе 
Хуторского А.В.([1]), интегрирующее на горизонтальном уровне 
компетенции отдельных дисциплин, либо в рамках конкретной 
дисциплины ограничиваться оцениванием уровня сформированности 
только отдельных элементов компетенции. 

Например, в своей работе ([2]) Хуторской А.В. приводит разбиение 
школьной «коммуникативной компетенции» на три «общепредметные 
компетенции» – устный диалог, диалог в письменной форме и полилог 
(коллективная дискуссия). Каждую из них, в свою очередь, он предлагает 
развивать средствами математики, русского языка и информатики. Скажем, 
устный диалог только в рамках урока русского языка предполагает 
«задание вопросов собеседнику и конструирование ответов». Однако, уже 
для развития диалога в письменной форме применяется «использование 
древнегреческих апорий для объяснения математических парадоксов» 
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(математика), «самопрезентация в форме резюме» (русский язык) и 
«использование электронной почты для переписки» (информатика). А 
«полилог» можно представить как «групповой работой при выполнении 
математического проекта» (математика), «ролевой формой представления 
текста произведения» (русский язык), так и «работой с помощью чат-
технологий в режиме реального времени» (информатика). И у нас не 
создалось впечатления, что здесь что-то «притянуто за уши». С другой 
стороны, нельзя назвать такой подход и просто «межпредметными 
связями», которые долгое время культивировались в наших учебных 
планах и рабочих программах. 

В рамках обучения курсам общей физики первым «товарищем» 
физических дисциплин выступает, конечно, математика. Однако, памятуя о 
компетенции ОПК-1 направления «Физика» «способность использовать в 
профессиональной деятельности базовые естественнонаучные знания … 
(прежде всего, химии, биологии, экологии, наук о земле и человеке)», не 
стоит забывать и о химии, благо она изучается студентами-физиками еще 
на первом курсе. Наибольшую же ценность для взаимодействия на 
межпредметном уровне для первого курса представляют собой 
математический анализ и аналитическая геометрия. Это приводит к таким 
«казусам» (в глазах студентов), как предложение посчитать простенький 
интеграл или найти векторное произведение в тестах по механике. 

Если в рамках конкретной дисциплины ограничиваться оцениванием 
уровня сформированности только отдельных элементов компетенции, то 
важно четко структурировать компетенцию, выделяя из нее ключевые 
составные части. Так, например, из той же компетенции ОПК-3  
«способность использовать базовые теоретические знания 
фундаментальных разделов общей и теоретической физики для решения 
профессиональных задач» можно выделить такой важный составной 
элемент, как сформированность логических приемов мышления и умения 
создавать физические тексты с привлечением результатов решения 
профессиональных физических задач. (В категориях ЗУН (знания-умения-
навыки) это может соответствовать следующей логической цепочке: знать 
– структуру логических приемов (анализа и синтеза), уметь – создавать 
физические тексты с изложением результатов решения профессиональных 
физических задач, владеть – логическими приемами мышления – анализа и 
синтеза.) Для определения уровня сформированности этого отдельного 
элемента уже не так трудно подобрать оценочные средства. Например, в 
рамках механики можно предложить такой несложный набор заданий 
порогового уровня. 

1. Определите отношение между верхним и нижним понятиями в 
первой колонке и дополните вторую колонку так, чтобы получилось 
аналогичное отношение: 
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ускорение  мощность 
 скорость          ?           (Аналогия) 
2.Определите, какое из понятий является причиной, а какое – 

следствием: 
изменение угловой скорости тела – наличие момента внешней силы. 

(Анализ причинно-следственной связи.) 
3. Из приведенных примеров уберите лишнее и объясните свой выбор: 
момент импульса, угловая скорость, момент силы, масса, момент 

инерции. (Обобщение.) 
4. Из приведенных признаков понятия «момент инерции» выделите 

существенные: является мерой инертности тела при вращательном 
движении; зависит от формы и размеров тела; пропорционален квадрату 
радиуса окружности, по которой вращается тело; пропорционален массе 
тела; зависит от выбора оси вращения. (Анализ определения физического 
понятия.) 

Кроме того, всерьез определить (тем более, в процентах), какую часть 
той или иной компетенции формируют определенные курсы, едва ли 
возможно в принципе. Поэтому, во-вторых, большую трудность 
представляет соотнесение формулировок компетенций и описаний 
результатов обучения по отдельным позициям учебного плана, иными 
словами, – разделение («расшивка») компетенций на конкретные знания, 
умения и навыки ([3]). Здесь большую роль играет такой инструмент, как 
«карты компетенций». Карта содержит характеристику компетенции (ее 
привязку к уровню образования и квалификации), начальные требования к 
ее формированию (пороговый уровень предшествующей подготовки), 
таблицу соотнесения отдельных уровней данной компетенции с 
конкретными владениями, знаниями и умениями, а также шкалу 
оценивания достижения результатов обучения и описание применяемых 
для этого форм контроля. Авторы работы [3] выделяют три подхода к 
«расшивке» компетенций. Первый предполагает формулирование перечня 
компетенций для предметной области (направления подготовки) в целом, 
вне зависимости от уровней образования («максималистский подход» 
TUNING). Второй подход заключается в отслеживании 
последовательности ее формирования на протяжении одного уровня 
образования (одной образовательной программы). Заметим, что «Порядок 
организации и осуществления образовательной деятельности по 
образовательным программам высшего образования - программам 
бакалавриата, программам специалитета, программам магистратуры» 
прямо требует прописывать в ООП «перечень компетенций с указанием 
этапов их формирования в процессе освоения образовательной 
программы». Третий подход связывает уровни многих компетенций с 
особенностями профиля подготовки (направленности ООП). Это особенно 
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актуально для огромного поля направления «Филология», но, думается, для 
ФТИ этот подход имеет смысл использовать только для направления 
«Физика» из-за его универсальности. 

Предполагается, что карты компетенций готовят методисты учебных 
управлений вузов и факультетов, а преподаватели должны на этот 
предложенный «скелет» нарастить свое «мясо». К сожалению, пока что эта 
схема работает не очень четко. И здесь явно просматриваются метания от 
«запорожской вольницы» сначала до «прокрустова ложа» теперь. Если год 
назад преподаватели выпрашивали у методистов вуза макет программ и 
пояснения к разработке, то теперь, напротив, «шаг влево – шаг вправо» от 
предложенной схемы считается «побегом» («не соответствует Положению 
о РПД»). Теперь под «мясом», которое следует нарастить, подразумевается 
почти исключительно фонд оценочных средств. А поскольку в рабочей 
программе должны быть четко прописаны критерии оценки, это приводит к 
его обеднению. Ну, действительно, зачем прописывать критерии для case-
заданий, мозговых штурмов или эвристических лабораторных работ, когда 
все можно заменить тестами с клеточками. От греха… Поэтому разумная 
идея добиться большей объективности приведет просто к вымыванию всех 
более-менее неординарных и инновационных средств! «Благими 
пожеланиями…» 

Наконец, в-третьих, по-прежнему дискуссионным остается вопрос об 
уровнях и этапах освоения компетенций. Методические разработки проекта 
TUNING («Tuning Educational Structures in Europe») рекомендуют выделять 
несколько уровней сформированности каждой компетенции - от 
начального (порогового) до наиболее продвинутого (глубокого). Думается, 
что знакомые всем преподавателям категории ЗУН (знания-умения-
навыки) рассматривать как уровни освоения слишком упрощенно. Скорее, 
это только компоненты структуры компетенции (знаниевый, ценностный и 
деятельностный). Здесь авторы предложенной статьи в своих мнениях 
расходятся: если доцент Акманова Г.Р. ратует вслед за нашим УМУ за 
упрощение рабочих программ и сведение уровней освоения к категориям 
ЗУН (первый уровень – знания, второй уровень – умения, третий уровень – 
навыки), то доцент Абдуллин А.У. придерживается другого мнения. 
Упрощение структуры не упрощает применения, а примитивный 
инструментарий просто труднее использовать. В оправдание своей позиции 
хотелось бы сослаться на ту же работу [3]. В ней авторы справедливо 
заключают, что в различных компетенциях нагрузка на категории ЗУН 
неравномерная: где-то делается упор на знаниевую компоненту, где-то – на 
владения и навыки. Более того, как отмечают авторы, «вполне можно 
допустить, что в некоторых картах компетенций будут отсутствовать 
отдельные компоненты (владения, умения или знания)». По мнению 
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Абдуллина А.У., это вполне подтверждает, что категории ЗУН и уровни 
овладения компетенцией совершенно не взаимозаменяемы. 
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УДК   372.853 
 

МОДУЛЬНО-РЕЙТИНГОВАЯ СИСТЕМА 
КАК ИНСТРУМЕНТ КОМПЕТЕНТНОСТНОГО ПОДХОДА 

В ПРЕПОДАВАНИИ КУРСОВ ОБЩЕЙ ФИЗИКИ 
Абдуллин А.У., Акманова Г.Р. 

Башкирский государственный университет, г. Уфа, Россия 
 

В ряде работ авторы анализировали опыт использования модульно-
рейтинговой системы обучения (МРС) в преподавании курсов общей 
физики ([1-6]). В настоящей работе мы постараемся выяснить, чем она 
может быть полезна при внедрении компетентностного подхода. 

Прежде всего, приходится смириться с принципиальной 
невозможностью проверки освоения самих компетенций в процессе 
промежуточной аттестации. В самом деле, компетенция вырабатывается в 
ходе освоения различных дисциплин, прохождения практик, выполнения 
НИР и иных элементов учебной работы. В целом овладение 
компетенциями можно в основных чертах проверить лишь «на выходе». 
Полностью же освоение выпускником компетенции проявится уже в его 
профессиональной деятельности. Поэтому промежуточная аттестация 
может предусматривать проверку освоения не собственно компетенций, 
но лишь соотнесенных с ними результатов обучения по конкретной 
дисциплине. К сожалению, некоторые ФГОСы до сих пор фактически 
оперируют понятиями «компетенция» и «результат обучения» как 
синонимичными, подразумевая, что компетенции – это ожидаемые и 
измеряемые результаты обучения. 

В качестве «мостика» от компетенций к конкретным результатам 
обучения выступают «карты компетенций» – формулирование на основе 
компетенции конкретных и локальных результатов обучения для каждого 
учебного элемента. Здесь особую роль приобретают оценочные средства. 
Для объективной оценки традиционных средств как способов проверки в 
основном знаниевого компонента компетенции оказывается мало. Для 
определения уровня освоения деятельностных компонентов (умения-
навыки) приходится применять более разнообразные и в чем-то даже 
инновационные средства: проекты, портфолио, case-study, мозговые 
штурмы, эвристические лабораторные работы и др. К сожалению, 
необходимость применения новых методик оценки вступает в 
противоречие с другой стороной компетентностного подхода – упора на 
усиление объективности промежуточного и итогового контроля. 
Скрупулезное описывание критериев оценки по нетрадиционным видам 
контроля требует и изрядного времени, и недюжинного терпения, и 
некоторой фантазии. Поэтому с усилением контроля за объективностью 
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критериев мы прогнозируем, к сожалению, обеднение используемого 
фонда оценочных средств (ФОС) и возвращения к традиционным 
контрольным работам и тестам. 

Более серьезное противоречие между модульно-рейтинговой 
системой и компетентностным подходом обнаруживается в 
несоответствии значения различных видов контроля. Бытует 
обоснованное мнение, что в целом овладение компетенциями можно в 
основных чертах проверить лишь «на выходе», причем желательно в 
междисциплинарной аттестации. То есть, с точки зрения 
компетентностного подхода упор должен быть сделан если не на 
итоговую аттестацию выпускника, то хотя бы на итоговый контроль по 
дисциплине (курсовой экзамен). В наших же условиях модульно-
рейтинговая система направлена на мотивирование студентов к обучению 
в семестре, и поэтому 70% процентов рейтинговых баллов 
распределяются между промежуточным и рубежным контролями. 

Компромисс, на наш взгляд, может быть достигнут, если только мы 
смиримся с тем, что инструменты контроля модульно-рейтинговой 
системы позволяют, в лучшем случае, проверять уровень освоения только 
отдельных составных элементов компетенции. 

Скажем, определить уровень освоения той же компетенции ОПК-3 
направления «Физика» «способность использовать базовые теоретические 
знания фундаментальных разделов общей и теоретической физики для 
решения профессиональных задач» на коллоквиуме или тесте рубежного 
контроля по курсу механики (середина первого семестра обучения, 1 курс) 
вряд ли в принципе возможно. Зато проверить развитие каких-то 
отдельных элементов компетенции вполне возможно!  («Не продается 
вдохновение, но можно рукопись продать…») Если задаться целью 
проверить сформированность «логических приемов мышления и умения 
создавать физические тексты с привлечением результатов решения 
профессиональных физических задач», то для этого отдельного элемента 
уже не так трудно подобрать оценочные средства порогового уровня. 
Заметим, что выделенный элемент компетенции включает в себя как 
знаниевую компоненту, так и деятельностные (знать – структуру 
логических приемов (анализа и синтеза), уметь – создавать физические 
тексты с изложением результатов решения профессиональных физических 
задач, владеть – логическими приемами мышления – анализа и синтеза).  

Например, в рамках механики можно предложить такой несложный 
набор заданий порогового уровня. 

1. Определите отношение между верхним и нижним понятиями в 
первой колонке и дополните вторую колонку так, чтобы получилось 
аналогичное отношение: 

 ускорение  мощность 
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 скорость          ?           (Аналогия) 
2. Определите, какое из понятий является причиной, а какое – 

следствием: 
изменение угловой скорости тела – наличие момента внешней силы. 

(Анализ причинно-следственной связи.) 
3. Из приведенных примеров уберите лишнее и объясните свой выбор: 
момент импульса, угловая скорость, момент силы, масса, момент 

инерции. (Обобщение.) 
4. Из приведенных признаков понятия «момент инерции» выделите 

существенные: является мерой инертности тела при вращательном 
движении; зависит от формы и размеров тела; пропорционален квадрату 
радиуса окружности, по которой вращается тело; пропорционален массе 
тела; зависит от выбора оси вращения. (Анализ определения физического 
понятия.) 
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ИМПЕДАНС ПЛАЗМЫ ЛАМПЫ-ВСПЫШКИ  ТВЕРДОТЕЛЬНОГО 
ЛАЗЕРА ПРИ ВЫСОКОЧАСТОТНОЙ НАКАЧКЕ 

Вальшин А.М., Нигаматова Л.Н. 
Башкирский государственный университет, г. Уфа, Россия 

 
Для диагностики и  измерения характеристик  плазмы необходимо 

определить значения полного  разрядного  тока, напряжения на 
разрядном промежутке (т. е. вольт-амперная характеристика разряда) 
размеры  светящихся областей плазмы, а также среднюю проводимость и 
среднюю электрическую мощность в разряде.  Значение  импеданса 
плазмы   существенно влияет на точность измерения этих параметров. 

В работах [1-5] рассмотрены различные  варианты  импеданса 
плазмы. Значения импеданса плазмы, как правило, обозначены в виде 
чистого активного сопротивления, или как активного сопротивления и 
индуктивности, величина которой сравнима с индуктивностью 
проволоки, заменяющей  по геометрическим  размерам плазменный 
шнур.  

Целью данной работы является экспериментальные измерения 
индуктивной составляющей импеданса плазмы лампы-вспышки 
твердотельного лазера. 

Экспериментальная установка включает в себя 2 блока: Блок 
дежурной дуги (ВЧГ-1) и  блок ВЧ накачки (ВЧГ-2). 

В блоке высокочастотной дежурной дуги вырабатываются колебания 
с амплитудой 6 кВ, данной  амплитуды напряжения достаточно для 
пробития промежутка между лампой. После того как произошел пробой 
зажигается тлеющий разряд.  После зажигания дуги мы включаем второй 
генератор ВЧГ2 к лампе. Выход второго генератора через 
последовательный колебательный контур подключается к лампе, 
находящейся в режиме горения дежурной дуги. После этого мы 
настраиваем частоту второго генератора на максимум тока и определяем 
резонансную частоту. Резонансная частота оказалось равной 797 кГц. 
Далее мы отключаемся от лампы и включаем вместо лампы активное 
сопротивление 0,5 Ом. В этом случае резонансная частота  оказалась 
равной 890 кГц. 

Для расчетов используем известную формулу:  
 

𝑓0 =
1

2𝜋 𝐿0𝐶0
 , 1 = 4𝜋𝑓0

2𝐿0𝐶0, 

 
И определяем     4𝜋𝑓0

2𝐿0𝐶0 = 4𝜋𝑓1
2𝐿1𝐶0, где: 
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Рис. 1. Принципиальная схема экспериментальной установки 

 

𝐿1 =  
𝑓0

𝑓1
 

2

𝐿0 , при 𝐿1 = 𝐿0 + 𝐿пл, 
 

𝐿1 = 1,25, 𝐿0 = 𝐿0 + 0,25𝐿0,     𝐿пл=0,25𝐿0. 
 

Значения  𝐶0и 𝐿0 выбираются из условий резонансной частоты на 890 
кГц. В нашем случае 𝐿0составляла 10 мкГн. Подставляя это значение в 
последнее уравнение получаем 𝐿пл = 2,5 мкГн. 

Таким образом нам удалось измерить индуктивность плазмы при 
высокочастотной накачке. 

Теперь оценим величину  индуктивности, которую приводят в 
теоретических работах авторы, предполагая, что индуктивность плазмы 
оценивается как индуктивность провода, с размерами, совпадающими с 
размерами плазмы внутри импульсной лампы. 

Индуктивность прямого провода имеет значение только на высоких 
частотах, поскольку отрезки такого провода используются для 
соединения как пассивных, так и активных компонентов и в качестве 
выводов. 

Индуктивность прямого провода из немагнитного материала 
определяется по формуле: 

 
𝐿 = 0,002𝑙  2,3𝑙𝑜𝑔  

4𝑙

𝑑
− 0,75  , (42) 

 
где l и d длина и диаметр в сантиметрах соответственно, а L в мкГн. 
диаметра и длины провода. 

В нашем случае размеры лампы l=6 см, d=0,7 см, расчетное значение 
индуктивности плазмы составляет ≈42 нГн, а измеренное значение 
индуктивности плазмы составило ≈2,5 мкГн. 

Таким образом наш экспериментальный результат показывает, что 

L0 C0 
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реальное значение индуктивности плазмы более чем в 40 раз превышает 
теоретические расчетные значения, на которые ссылаются во всех 
монографиях и работах посвящѐнных физическим исследованиям 
плазмы, что является не совсем корректным. 

Нами обнаружено существенно большее значение индуктивности, 
превосходящей теоретические значения величины индуктивной 
составляющей  почти на два порядка.  

Результаты, полученные в этой работе, требуют дальнейших 
экспериментальных исследований и теоретических обоснований 
полученных результатов, что планируется выполнить авторами в 
ближайшее время. 
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ФАРАДЕЕВО ТЁМНОЕ ПРОСТРАНСТВО ПРИ 
ВЫСОКОЧАСТОТНОМ ЗАЖИГАНИИ РАЗРЯДА 

ЛАМПЫ-ВСПЫШКИ ТВЕРДОТЕЛЬНОГО ЛАЗЕРА 
Вальшин А.М., Хусаинова Ю.А. 

Башкирский государственный университет, г. Уфа, Россия 
 
Экспериментально выявлена несимметричность в 

последовательности зажигания высокочастотного разряда 
цилиндрической лампы-вспышки лазера вблизи электродов разной 
конфигурации при повышении напряжения накачки. Впервые обнаружено 
«фарадеево тѐмное пространство» в середине лампы при ярком 
рекомбинационном свечении плазмы приэлектродных участков. 
Протяжѐнность темного участка монотонно уменьшается при 
повышении амплитуды ВЧ накачки. Установлено, что замена среды 
охлаждения (воздух, трансформаторное масло, ацетон, этиловый 
спирт, глицерин и вода) сопровождается изменением порога зажигания 
разряда и не влияет на общие закономерности формирования тѐмного 
пространства.   

 
Хорошо известно, что для поджига импульсных ламп в лазерах с 

оптической накачкой традиционно используется разряд вспомогательного 
конденсатора на импульсный трансформатор, с выхода которого импульс 
или серия импульсов поджигает лампу. Амплитуда поджигающих 
импульсов составляет десятки киловольт. Физика зажигания разряда на 
основе таунсендовского или стримерного механизмов зажигания 
достаточно подробно изложена в работах [1-6]. В них установлены 
критерии того или иного механизма формирования разряда. Однако 
влияние диэлектрических свойств охлаждающего агента на напряжение 
зажигания разряда не исследовалось. 

Целью настоящей работы является экспериментальное изучение 
физики  зажигания ВЧ разряда в серийно выпускаемых импульсных 
лампах лазеров при вариации охлаждающей среды и частоты накачки. 

Ранее [8,9] нами было выявлено увеличение эффективного канала 
разряда в газоразрядных лампах низкого давления и гелий-неоновом 
лазере [10] при переходе от накачки частотой 50 Гц к высокочастотной 
(1-3 МГц) накачке в воздухе. На основе экспериментального задела и 
результатов опубликованных работ [1-7] была сформулирована идея о 
возможности влияния диэлектрических свойств охлаждающего агента на 
порог ВЧ зажигания серийных ламп накачки лазеров. Для проверки этой 
гипотезы был собран экспериментальный стенд и  проведены 
систематические измерения величины порога зажигания серийной лампы-
вспышки лазера.  
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Из пластмассовых пластин была изготовлена  ванна 150х60х50мм3, в 
которую была вмонтирована серийная цилиндрическая лампа ДКРТВ 
3000-1. Концы электродов лампы выступали из торцов ванны, а 
разрядный промежуток между  электродами был внутри объема ванны. 
Охлаждение импульсной лампы осуществлялось либо воздухом, либо 
последовательным наполнением ванны хладоагентом-жидкостью, 
которая отличалась диэлектрической проницаемостью. Мы изучали 
зависимость напряжения зажигания разряда в воздухе, воде, 
конденсаторном масле, спирте, ацетоне и глицерине.Выбор хладоагента 
был обусловлен поиском максимального коэффициента снижения 
напряжения порога зажигания лампы при ВЧ накачке и корреляции этого 
снижения с диэлектрическими свойствами вещества агента.  

Экспериментальная установка состояла из ВЧ генератора 
собственной разработки. При этом для получения высокого напряжения 
выход ВЧ генератора подключали к резонансному колебательному 
контуру, в цепь которого параллельно была включена лампа-вспышка. В 
случае зажигания импульсной лампы постоянным током высокое 
выходное переменное  напряжение  выпрямляли ВЧ диодным мостом и 
далее подавали на лампу. Амплитуду напряжения зажигания лампы 
измеряли киловольтметром. При этом точность измерения амплитуды 
составляла ±10%. 

 
Рис. 1. Кратное снижение напряжения зажигания импульсной лампы для 

твердотельных лазеров при ВЧ накачке (HF) относительно накачки постоянным 
током(DC) для разных хладоагентов. (lamp № 1, d=5 mm, l=40 mm) 

 
В качестве импульсной лампы использовали две серийно 

выпускаемые лампы, наполненные инертным газом Xe: лампа №1, AQL 
4512, расстояние между электродами  в лампе составляло L = 40 мм, 
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внутренний диаметр трубки d ~ 4 mm; лампа №2 -  ДКРТВ 3000-1, L = 62 
mm, d ~ 6 mm.  

В нашем случае замена воздуха на жидкие хладоагенты разных 
веществ (трансформаторное масло, ацетон, этиловый спирт, глицерин и 
вода) показало устойчивое снижение порога зажигания лампы как при 
питании лампы постоянным током, так и при ВЧ накачке. На рис.1 
приведены данные измерения напряжений зажиганий лампы №1 при 
погружении в разные охлаждающие жидкости. Таким образом, при 
погружении разрядной лампы в жидкость наблюдается существенное 
снижение порога еѐ зажигания при высокочастотной накачке.  
 

   
U=0 kV U=2,2 kV U=2,4 kV 

  
 

U=2,6 kV U=2,8 kV U=3,0 kV 
Рис. 2. Фотографии зажигания импульсной лампы №2 при плавном увеличении 
амплитуды высокочастотных колебаний вплоть до полного зажигания в воде. 

Аналогичная закономерность развития разряда 
проявляется и в других жидкостях 

 
На рис. 2 приведены фотографии  момента зажигания лампы №2 при 

еѐ охлаждении водой по мере повышения напряжения высокочастотной 
накачки (400 кГц) вплоть до полного зажигания. Из рисунка видно, что 
повышение напряжения сопровождается неоднородным развитием канала 
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зажигания разряда. При увеличении амплитуды ВЧ колебаний до 2.2 кВ в 
окрестности одного из электродов (левого) появляется достаточно яркое 
рекомбинационное свечение ионов. Здесь следует отметить, что 
электроды лампы имеют разную геометрическую форму. Один из них 
(левый, см.Рис.2) заканчивается заостренным цилиндром небольшого 
диаметра, а другой – полусферой большего диаметра. По мере 
увеличения ВЧ напряжения  яркое свечение в первую очередь возникает 
на заостренном конце электрода (слева) и размер этого свечения вдоль 
лампы растет. При этом большая часть лампы остаѐтся несветящейся. 
Затем свечение появляется и на шарообразном электроде (~2.4 кВ, рис.2), 
которое также локализовано в области электрода. При этом средняя часть 
лампы остаѐтся тѐмной, которую в физике тлеющего разряда (glow 
discharge) называют «фарадеевым тѐмным пространством» [11-13]. По 
характеру возникновения и развития видно, что эти свечения 
эволюционируют независимо друг от друга. 

Таким образом, нам впервые удалось зарегистрировать 
специфическую особенность при формировании ВЧ разряда  - 
сосуществование светящихся и тѐмной областей («фарадеево тѐмное 
пространство») в середине лампы. Заметим, что такая особенность 
отсутствовала в лампе при питании разряда постоянным током в нашем 
случае, но является характерным признаком тлеющих разрядов [11-13].  

Наличие и эволюция тѐмной области между светящимися 
приэлектродными участками трубки указывает на то, что кинетическая 
энергия электронов на начальной стадии увеличения амплитуды 
напряжения превышает потенциал ионизации газов только в области 
электродов при малых значениях амплитуды переменного поля (до ~2,2 
кВ). При ВЧ накачки каждые полпериода переменного поля электроды 
являются анодом или катодом. За время пока электрод является анодом в 
его окрестности развивается разряд по сценарию светящегося 
положительного столба тлеющего разряда [11-13], который 
поддерживается через каждые последующие полпериода переменного 
поля. В целом физика ВЧ разряда с формированием «фарадеева тѐмного 
пространства», обнаруженного нами впервые, насколько нам известно, 
требует детального изучения.   

Таким образом, проведенные экспериментальные исследования 
процесса зажигания ВЧ разряда в стандартной лампе накачки лазера при 
еѐ охлаждении в воздухе, воде, конденсаторном масле, спирте, ацетоне и 
глицерине показали кратное снижение напряжения зажигания по 
сравнению с питанием разряда постоянным током.  Более того, нам 
впервые удалось зарегистрировать специфическую особенность при 
формировании ВЧ разряда  - существование тѐмной области («фарадеево 
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тѐмное пространство») в середине лампы между ярко светящимися 
приэлектродными областями. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ СТРУКТУРНЫХ И ФАЗОВЫХ ПРЕВРАЩЕНИЙ 
В НАНОКРИСТАЛЛИЧЕСКОМ КОБАЛЬТЕ 

Габдрахманова Л.А., Альмухаметов Р.Ф. 
Башкирский государственный университет, г. Уфа, Россия 

 
Из-за необычных физических свойств нанокристаллические (НК) 

материалы представляют большой научный и практический интерес [1,2]. 
В НК состоянии коэффициент диффузии повышается на несколько 
порядков, увеличиваются твердость и износостойкость, повышается 
химическая активность, наблюдается аномальное смещение температуры 
Кюри, намагниченности насыщения и других свойств [3-5]. Однако 
взаимосвязь структурных особенностей НК материалов и их физических 
свойств изучена недостаточно. 

Выбор кобальта в качестве объекта исследования в данной работе 
обусловлен тем, что он является основным компонентом сплавов, 
используемых в устройствах магнитной записи. Кобальт широко 
применяется в качестве катализатора химических реакций, а также в 
качестве материала для термоэлектрических устройств. Изучению НК 
кобальта посвящено много отечественных и зарубежных работ [6-14]. 
Установлено, что в НК кобальте может реализоваться как ГПУ, так и ГЦК 
структура. От соотношения ГЦК и ГПУ фаз меняются физические 
свойства НК кобальта. Однако вопросы стабильности фаз НК кобальта 
изучены в литературе не достаточно. Имеющиеся в литературе 
результаты исследований часто носят противоречивый характер. 
Соотношение ГЦК и ГПУ фаз зависит от метода получения НК кобальта, 
степени деформации, размеров кристаллитов и ряда других факторов. 
Поэтому, вопросы стабильности ГЦК и ГПУ фаз в НК кобальте требуют 
более детального изучения. 

В данной работе приведены результаты исследований фазовых и 
структурных превращений в НК кобальте, полученном интенсивной 
пластической деформацией (ИПД), при его отжиге. 

 
Образцы и методика исследований 

Для получения НК структуры образцы пластически деформировали 
на наковальнях Бриджмена под давлением ~7 GPa при комнатной 
температуре поворотом бойка на 5 оборотов. Для получения образцов в 
разных структурных состояниях и для изучения структурных 
превращений пластически деформированные образцы отжигали при 
разных температурах в муфельной печи в потоке аргона. Для 
исследований использовали образцы в форме дисков с диаметром 10 мм и 
толщиной около 0,3 мм, полученные после пластической деформации. 
Рентгеновские исследования проводили на дифрактометре ДРОН-7 на 
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Со-излучении. Рентгенограммы снимали с плоской поверхности образца 
при комнатной температуре. 

 
Результаты исследований и их обсуждение 

Согласно результатам наших рентгеноструктурных исследований НК 
кобальт, полученный ИПД кручением, при комнатной температуре 
сохраняет ГПУ структуру [15, 16, 17]. После отжига при температурах до 
Т=450оС НК кобальт также имеет ГПУ структуру. Но, после отжига при 
температурах выше температуры ГЦК-ГПУ перехода (~450оС) и 
охлаждения ниже этой температуры в НК кобальте сохраняется 
высокотемпературная ГЦК структура. Следовательно, НК структура 
препятствует переходу высокотемпературной ГЦК модификации 
кобальта в низкотемпературную ГПУ модификацию при охлаждении. В 
цитируемых выше работах также наблюдали при комнатной температуре 
высокотемпературную ГЦК фазу в ультрамелкозернистом и НК кобальте. 
Однако влияние размеров кристаллитов и напряженного состояния 
решетки на стабильность фаз и на ГЦК-ГПУ фазовый переход в этих 
работах не изучалось. Мы полагаем, что задержка ГЦК-ГПУ фазового 
перехода в НК кобальте может быть обусловлена малыми размерами 
кристаллитов и напряженным состоянием кристаллической решетки. При 
пластической деформации размеры кристаллитов уменьшаются, в 
кристаллической решетке возникают сильные искажения. Искажения 
приводят к уменьшению плотности упаковки и к увеличению упругой 
энергии ГПУ решетки по сравнению с плотностью упаковки и энергией 
идеальной решетки. Относительный вклад искаженных областей в 
энергию кристалла растет с уменьшением размеров кристаллитов. В 
кобальте с размерами кристаллитов меньше критического, энергетически 
выгоднее сохранение ГЦК структуры с более плотной упаковкой [18]. 
При отжиге некоторые кристаллиты ГЦК фазы вырастают до 
критического размера и при охлаждении переходят в ГПУ структуру. 
Существование критического размера кристаллитов, ниже которого 
блокируется мартенситное превращение, обсуждалось также ранее в 
литературе [19]. 

Для подтверждения наших предположений о стабильности ГПУ и 
ГЦК фаз НК кобальта на рис. 1 приведена зависимость отношения 
параметров c/a от температуры отжига. Для неотожженного НК кобальта 
отношение c/a=1.621, что заметно меньше значения этого параметра для 
крупнокристаллического недеформированного кобальта (c/a)КК=1.632 и 
теоретического значения этого параметра (c/a)Т=1.633, соответствующего 
наиболее стабильному состоянию ГПУ структуры. 
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Рис. 1. Зависимость отношения параметров с/a НК кобальта от температуры отжига  
 
Следовательно, ГПУ фаза НК кобальта, полученного ИПД 

кручением, менее стабильна, чем ГПУ-фаза крупнокристаллического 
недеформированного кобальта. С повышением температуры отжига для 
НК кобальта отношение параметров (c/a) растет до значения (c/a)=1.6233. 
Следовательно, ГПУ-фаза НК кобальта с повышением температуры 
отжига становится более стабильной. Для идеальных ГПУ и ГЦК 
структур плотности упаковки одинаковы и энергии кристалла близки, а 
для НК кобальта, полученного ИПД кручением, плотность упаковки 
ниже, чем для идеальной ГПУ структуры. Поэтому в НК кобальте должна 
реализоваться наиболее плотноупакованная ГЦК структура с меньшей 
энергией кристалла. При отжиге НК кобальта плотность дефектов 
уменьшается, плотность упаковки стремится к плотности идеальной ГПУ 
структуры. Это приводит к снижению энергии ГПУ решетки и переходу 
ГЦК структуры в ГПУ структуру. 

Для подтверждения полученных выше результатов и наших 
предположений нами проводились исследования размеров областей 
когерентного рассеяния (ОКР) и микроискажений решетки в зависимости 
от длительности и температуры отжига. 
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Известно, что вклад микродеформаций и размеров ОКР в уширение 
рентгеновских линий меняется в зависимости от угла дифракции . В 
области малых углов  уширение рентгеновских линий определяется в 
основном размерами ОКР. В области больших углов  вклады 
микродеформаций и размеров ОКР в уширение линий сравнимы. 
Поэтому размеры ОКР мы определяли по формуле Шеррера  

 





cosW
L                                                   (1) 

 
с использованием линий, расположенных под малыми углами. Величину 
микродеформаций определяли по линиям под большими углами по 
формулам: 

W=4tg                                                       (2) 
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без учета вклада размеров блоков и с учетом размеров блоков в уширение 
рентгеновских линий [20]. Здесь L - размер ОКР;  - длина волны 
используемого рентгеновского излучения; θ - дифракционный угол; W - 
физическое уширение дифракционной линии. Кроме этого средние 
размеры ОКР и микродеформации  были также определены из 
зависимостей Вильямсона-Холла ))(sin()cos(  fW   методом 
Ритвельда с помощью компьютерной программы. 

На рис. 2 приведены размеры ОКР, определенные по формуле 
Шеррера для линии (002) (2θ=52) и из кривых Вильямсона-Холла, в 
зависимости от температуры отжига. Размеры ОКР, определенные двумя 
методами, близки, что свидетельствует о справедливости наших 
предположений. Из рис. 2 видно также, что размеры ОКР до температуры 
отжига Т~450оС меняются незначительно и составляют примерно 250-500 
Å. При температурах отжига выше 450оС наблюдается скачкообразный 
рост размеров ОКР. Таким образом, полученные результаты 
подтверждают наши предположения о том, что задержка перехода ГЦК-
фазы пластически деформированного кобальта в ГПУ-фазу при 
охлаждении связана с малостью размеров ОКР. При отжиге некоторые 
кристаллиты вырастают до критического размера. Поэтому, образцы, 
отожженные при температурах выше 450оС, содержат смесь ГПУ-ГЦК 
фаз. 
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Согласно рис. 2 величина критического размера, которая достигается 
при температуре отжига Т~500оС, составляет примерно Lкр~1000 Å. 
На рис. 3 приведена зависимость микродеформаций в кристаллитах, 
определенных разными методами, от температуры отжига. При расчетах  
по формуле (3) использовали значения L, определенные по линии (100), и 
учитывали их зависимость от температуры отжига. Значения 
микродеформаций, определенные разными методами, отличаются только 
для температур отжига ниже 300оС – для области возврата. Величина 
микродеформаций, рассчитанная по формуле (2), имеет завышенные 
значения, так как при этом не учитывается вклад размеров блоков в 
уширение линий. Величина микродеформаций, определенная из кривых 
Вильямсона-Холла, имеет заниженные значения. Это связано с тем, что 
по данному методу мы находили средние размеры ОКР, которые могут 
быть меньше размеров ОКР, найденных по линии (112). 
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Рис. 2. Зависимость размеров ОКР НК кобальта от температуры 
отжига, определенная по линии (002), 2=52 

      по кривым Вильямсона-Холла 
      по формуле Шеррера 
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Рис. 3. Зависимость микродеформаций в НК кобальте, 
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В области рекристаллизации размеры кристаллитов возрастают, их 
относительный вклад в уширение рентгеновских линий уменьшается. 
Поэтому в этой области температур в уширение рентгеновских линий 
основной вклад вносят микродеформации в образце, и применяемые 
методы дают близкие значения . 

Кривая (Т) хорошо коррелирует с зависимостью размеров ОКР от 
температуры отжига L(T). С повышением температуры отжига величина 
микродеформаций уменьшается, что связано с аннигиляцией дефектов 
противоположного знака и c выходом их к границам. На зависимостях 
L(T) и (Т) просматриваются две области. В области низких температур 1 
размеры ОКР и микродеформации меняются относительно медленно с 
температурой отжига. Эту область мы связываем с процессом возврата. В 
области высоких температур 2 наблюдается резкое уменьшение 
микродеформаций  и скачкообразный рост L. Мы полагаем, что область 
2 соответствует процессу рекристаллизации. 
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Таким образом, согласно результатам нашим исследований задержка 
ГЦК-ГПУ фазового перехода в НК кобальте при его охлаждении 
обусловлена малыми размерами кристаллитов и сильными напряжениями 
в кристаллической решетке. 
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УДК   523.11 
ЭФФЕКТ САНЬЯКА В ПРОСТРАНСТВЕ-ВРЕМЕНИ 

ЙОХАНСЕНА-ПСАЛТИСА  
Давлетшина Н.Ю., Камалова Д.Д. 

Башкирский государственный педагогический университет 
им. М. Акмуллы, г. Уфа, Россия 

 
В работе исследовано влияние параметра искажения 𝜖3 вращающейся 

черной дыры Йохансена-Псалтиса [1] на эффект Саньяка в поле этого 
решения. В самом общем случае эффектом Саньяка называется разность 
времен прохождения замкнутого круга пучками света, движущимися в 
противоположных направлениях. Эффект Cаньяка ранее был исследован 
в различных теориях гравитации, например, в ОТО [2-4], в теории f(R) – 
гравитации [5]. 

Рассмотрим керроподобную метрику для черных дыр, которая 
описывает стационарное осесимметричное и асимптотически плоское 
вакуумное пространство-время
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где M – масса, a – параметр вращения и 
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где 3  – параметр искажения метрики Керра. Компактный объект более 
вытянутый (сплюснутый), чем решение Керра с тем же угловым при 

)0(0 33   ; при 03   метрика сводится к решению Керра. 
Далее найдем задержку времени в пространстве-времени Йохансена-

Псалтиса для негеодезических круговых орбит. Для этого, мы будем 
следовать методу, разработанному Тартальей [2]. Пусть 
источник/приемник отправляет два противоположно направленных 
световых пучка, которые опишут замкнутую круговую траекторию вдоль 
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вращающейся черной дыры, описываемой метрикой (1), на 
экваториальной плоскости (т.е. 2/  ). Подходящие зеркала 
возвращают оба пучка света к источнику/приемнику после того, как они 
сделали один круг вокруг вращающейся центральной массы. 
Предположим далее, что источник / приемник вращается вокруг 
центральной массы с радиусом  Rr const. Тогда метрика (9) сводится 
к 
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Предполагая равномерное вращение, угол поворота 0  
источника/приемника равен 

.00 t       (4) 

Так как для угловой скорости 0  не требуется выполнение третьего 
закона Кеплера, то движение считается негеодезическим. 
Продифференцируем уравнение (4), получим dtdd 00   , и 
подставим в (3) 
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Для того, чтобы пучки света двигались по одной и той же круговой 
траектории, необходимо чтобы 0d . Предполагая, что .  – угловая 
скорость движения света вдоль пути, мы имеем 
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Решив уравнение (6) найдем 2 корня, которые представляют угловую 
скорость   для со- и противоположно направленного вращающегося 
движения света 
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Тогда угол поворота   для света 
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.t         (8) 
Объединим уравнения (4) и (8) таким образом, чтобы исключить t в 

итоговом 
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Первое пересечение мировых линий двух пучков света с одним 
источником/приемником движущимся по орбите после испускания в 
момент времени 0t , когда углы 
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которое дает 
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Решая последнее уравнение относительно 0 , получаем 
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Подставляя (7) в (12) получаем 
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Точная задержка времени сигналов на вращающемся 
источнике/приемнике, выведенная из уравнения (5) с использованием 
уравнения (4) и проинтегрировав между 

0  и 
0  из уравнения (13), 

получаем точную задержку времени 
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Уравнение (15) является точной задержкой двух противоположно 
направленных пучков света вдоль замкнутой круговой орбиты и 
называется эффектом Саньяка. Такой эффект часто интерпретируется как 
гравитационный аналог эффекта Ааронова-Бома, хотя световые пучки 
действительно не движутся в гравитационном свободном пространстве. 
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Наилучшей ситуацией для гравитационного эффекта Ааронова-Бома 
является то, что световые пучки индуцируются движением вдоль 
плоского пространственного тора. Тем не менее, как показал Руггиеро [6], 
выражение (15) полностью совпадает с выражением гравито-
электромагнитной интерпретацией Ааронова-Бома. 

С другой стороны, рассмотрим статический источник/приемник, 
сохраняющий фиксированное положение в системе координат, 
определяемой удаленными неподвижными звездами ( 00  ). Для него 

задержка времени также будет происходить при условии, что 0a , 
заданное 
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Постньютоновское приближение первого порядка для статического 
наблюдателя, отправляющего пару световых пучков в противоположных 
направлениях по замкнутой треугольной схеме вместо круга, было 
разработано Коэном и Машхоном для решения Керра. Поэтому важна не 
форма, а замкнутость орбиты. 

Разложив уравнение (15) в ряд Тейлора по R0  и RM / ,получим 
величину задержки света в постньютоновском приближении 

,8)2(2 30 R
aMRMS


   

где 2
04 RS   . Первый член с правой стороны в настоящем 

уравнении 12  называется основной задержка Саньяка, второй член 

22  является поправкой массы к задержке, третий член 32  является 
вкладом от момента инерции. 

Основным результатом работы является получение точного 
выражения для задержки времени двух противоположно направленных 
пучков света (эффект Саньяка) в поле вращающейся черной дыры 
Йохансена-Псалтиса на экваториальной плоскости для негеодезических 
круговых орбит. А также, показано, что в постньютоновском 
приближении параметр метрики Йохансена-Псалтиса 3  влияет только 
на вклад массы к задержке времени. 
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УДК   553.98 
ТРАССЕРНЫЕ ТЕХНОЛОГИИ В НЕФТЕДОБЫВАЮЩЕЙ 

ПРОМЫШЛЕННОСТИ 
Коновалова В.А.1, Жонин А.В.2 

1Башкирский государственный университет, г.Уфа, Россия, 
2ООО «РН-УфаНИПИнефть» 

 
В последнее время при контроле над разработкой нефтяных залежей 

добывающие компании все чаще применяют индикаторный (трассерный) 
метод. Трассерный метод основан на введении в контрольную 
нагнетательную скважину заданного объема меченой жидкости, которая 
оттесняется к контрольным добывающим скважинам вытесняющим 
агентом путем последующей (после закачки меченого вещества) 
непрерывной подаче воды в контрольную нагнетательную скважину. 
Одновременно из устья добывающих скважин начинают производить 
отбор проб. Отобранные пробы анализируются в лабораторных условиях 
для определения наличия трассера и его количественной оценки. По 
результатам анализа строятся кривые зависимости изменения 
концентрации трассера в пробах от времени, прошедшего с начала 
закачки трассера для каждой контрольной добывающей скважины. 

Трассерные исследования позволяют определить: 
 гидродинамическую связь между нагнетательной и 

добывающими скважинами; 
 межпластовые перетоки; 
 скорость фильтрации меченой жидкости по пласту; 
 распределение фильтрационных потоков в пласте; 
 проницаемость зон пласта, по которым фильтруется меченая 

жидкость; 
 объем пласта, через который фильтруется меченая жидкость; 
 вклад нагнетаемой воды в обводненность продукции конкретной 

добывающей скважины; 
 непроизводительную закачку нагнетаемой в пласт воды; 
 влияние мероприятий по выравниванию профиля приѐмистости 

нагнетательных скважин на изменение фильтрационных потоков в 
пласте; 

 эффективность различных методов повышения нефтеотдачи 
пласта путѐм проведения исследований до и после воздействия. 

Технология проведения индикаторных исследований происходит в 
следующей последовательности. Первым этапом проводится выбор 
нагнетательных скважин для закачки трассеров и первоначальный выбор 
добывающих скважин (в зоне возможного реагирования). Далее 
производят фоновый отбор проб жидкости. На третьем этапе определяют 
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необходимое количество трассерных веществ для закачки в каждую 
конкретную нагнетательную скважину и осуществляют закачку меченой 
жидкости в пласт. На заключительном этапе производят отбор и анализ 
проб пластовой воды на содержание индикатора, а затем интерпретируют 
полученные данные. 

При выборе индикаторов для проведения исследований учитываются 
специфика и условия работы. 

Жидкость в пластах движется с небольшой скоростью по 
мельчайшим каналам, образованным системами пор или трещин, 
контактируя с огромной площадью поверхности породы. Горная порода 
имеет минералогический состав и часто содержит элементы, 
способствующие задержке индикатора. Давление и температура в 
глубоко залегающих нефтяных горизонтах высокие. Насыщены они 
разнообразными флюидами, причѐм пластовые воды обычно 
высокоминерализованные. Все это предъявляет к индикаторам 
определѐнные специфические требования. Вещество, используемое для 
изучения движения жидкости в нефтяном пласте, должно обладать 
следующими признаками: 

1. Химические соединения вещества должны хорошо растворяться 
в прослеживаемой жидкости и не растворяться в других флюидах, 
насыщающих пласт. 

2. Сохранять свои физико-химические свойства в пластовых 
условиях. Радиоактивные индикаторы, кроме того, должны обладать 
приемлемой продолжительностью распада, обеспечивающей выполнение 
всего комплекса работ в требуемом объекте. 

3. Не должны содержаться в пластовых жидкостях. 
4. Не должны нарушать своим присутствием естественного потока. 

Строго следовать вместе с гидродинамическим носителем. 
5. С высокой точностью и быстротой фиксироваться в широком 

диапазоне изменения концентрации, начиная с незначительной. 
Регистрация должна производиться непрерывно и автоматически 
непосредственно в стволе или на устье скважины. 

6. Не представлять опасности для персонала, проводящего 
исследования. Также безопасной должна быть и жидкость, извлекаемая из 
пласта. Не заражать местности и водоѐмов, в которые сбрасываются 
промысловые сточные воды. 

7. Иметь стоимость, обеспечивающую экономическую 
эффективность индикаторных исследований. 

В качестве трассеров при проведении исследования применяются 
водорастворимые химические реагенты: 

1. Флуоресцентные трассеры: флуоресцеин натрия, динатриевая соль 
эозина, эритрозин, родамин. Данный тип индикатора экологически и 
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санитарно-гигиенически безопасен; обладает многоцветностью, что 
позволяет проводить одновременный запуск 5-7 и более различных 
цветов в нагнетательные скважины; не сорбируются породой и 
оборудованием скважин; не искажают фильтрационного потока за счѐт 
изменения его вязкости и плотности; легко и быстро определяются в 
полевых условиях на отечественной аппаратуре; на их концентрацию и 
определение не влияют физико-химические свойства 
гидродинамического носителя. Однако флуоресцентные 
индикаторы  «замазываются» полярной органикой, так же частично 
растворимой в воде, что затрудняет их количественное определение. 

2. Ионные трассеры: роданистый аммоний, натрий, карбамид, 
мочевина, нитрат натрия, аммония; тиокарбамид, динатрийфосфат. 
Трассеры такого типа хорошо растворяются в пластовой и нагнетаемой 
воде (амины), не имеют аналогов в природе, биологически неактивны 
(экологически чисты), химически не взаимодействуют с нефтью, 
устойчивы в пластовых условиях, позволяют создать гамму индикаторов 
со сходными физико-химическими свойствами и единым методом 
регистрации; легко определяются количественно на спектрометре 
электронно-парамагнитного резонанса. 

3. Органические трассеры: спирты (изопропанол, бутанол), изомеры 
фторбензойной кислоты, а также стабильные радикалы (2,2,6,6-
тетраметил-4-оксипиперидин-1-оксил) и амины нитроксильных 
радикалов. Данные трассеры растворяются как в нефти, так и в воде. 
Проблема заключается в их количественном определении, которое нужно 
проводить достаточно дорогостоящими хроматографическими методами. 

4. Трассеры на основе квантовых точек: нанокристаллы, состоящие из 
сотен атомов и имеющие размером в 2-10 нм, полученные при помощи 
коллоидного синтеза и покрытые слоем адсорбированных поверхностно-
активных молекул. Основной материал – халькогениды кадмия. 
Квантовые точки флуоресцируют в разных областях электромагнитного 
спектра, в зависимости от своего размера, они  обладают способностью 
поглощать энергию в широком диапазоне спектра, они  могут испускать 
узкий спектр световых волн, который может регистрироваться методами 
проточной цитометрии. Точки имеют интенсивность флюоресценции в 
10-20 раз выше по сравнению с органическими красителями, более 
химически устойчивы, чем природные флюорфоры из-за своего 
химического состава, по сравнению с органическими красителями  
способны выдерживать воздействие кислот и высоких температур.  

6. Трассеры, основанные на диффузном обмене.  
Длительный путь прослеживания трассера часто наблюдается при 

испытаниях на импульсные инъекции, проводимые в сломанных 
геологических средах. Такое поведение объясняется диффузионным 
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обменом индикатором между подвижными жидкостями, проходящими 
через каналы в трещинах и относительно застойной жидкостью между 
каналами жидкости, по стенкам разрушения или внутри объемной 
матрицы. 

8. Радиоактивные трассеры. Физическое или химическое состояние 
трассера определяется изученными ранее процессами. Трассер должен 
действовать сходным способом, как физически, так и химически, как и  
изучаемый материал. Также, если изучаемый материал – это летучее 
вещество при температуре прохождения процесса, трассер должен. 
Другие особенности трассера, которые должны учитываться, связаны с 
радиоактивностью. Трассер должен обладать такими радиоактивными 
свойствами, которые могут быть легко обнаружены и минимизируют 
радиологическую опасность для операторов, населения и окружающей 
среды. 

Исследование 1 
Объект исследования: Аргентина , Бассейн Neuqena, Vaca Muerta 

форм. , Narambuena блок.  Титоновское (валанжиновское) морское 
образование богатое органическими силикатакрилатами известняковыми 
аргиллиты. 

Технологии МГРП: Slick Water Frac (маловязкая жидкость), 
линейный и сшитый гель. 

Цели исследования:  
 идентификация продуктивности зон горизонтального ствола с 

трещинами ГРП;  
 выделение границ зон, обусловленных геологическими 

причинами. 
В каждую стадию закачивается 1 трассер на нефтяной основе; 1 

трассер на водной основе; 1 контрольный трассер на водной основе. 
Всего использовалось 15 видов химических трассеров на масляной основе 
и 16 видов химических трассеров на водной основе. Исследование 
проводилось в течении 55 дней. На анализ было взято 48 водных и 46 
нефтяных проб.  

Также рассматривалось поведение скважин при изменении давления 
(при изменении размеров штуцера) для оценки коэффициента 
продуктивности по зонам. 
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Исходя из графика выделено 4 региона: 
1. Конечный регион (стадии 10-15) показывают хороший уровень 

нефтеотдачи, низкий уровень притока воды. Это говорит о высокой 
очистке данных пяти стадий и наиболее эффективной стимуляции. 

2. Средний регион (стадии 9-5) с низким уровнем восстановления 
нефтяного трассера показывает низкий уровень нефтеотдачи.  

3. Начальный регион (стадии 4-1) показывают значительный уровень 
производительности, подтверждая тем самым, что все расширение ствола 
скважины является продуктивным и способствует потоку (без 
препятствий). 

Вывод: идентифицирован приток в ГС с МГРП. Выделены границы 
зон с различной продуктивностью, что согласуется с данными ГИС и 
геологией. 

Исследование 2 
Объект исследования: California ,  Monterey форм. ,  Antelope shale , 

McKittrick мр. Миоценовое отложение, состоящее из трех фаз 
кремнозема: диатомит, опал КТ, кварц. У первой стадии нефтеотдача 
выше чем у двух последних.  

Технологии МГРП: 4 скважины в разработке. Скважина 1 состоит из 
11 стадий, скважина 2 из 12 стадий, скважина 3,4 из 7 стадий. Скважины 
1 и 2 содержат  гибкую трубопроводную гидратную систему ГРП, 
которая позволила разложить разломы на конкретные наборы 
перфораторов. Скважины 3,4 используют комплексный метод plug-and-
perf, имеют более длинный интервал на каждом этапе, что создает 
большее перекрытие отдельных зон. 

Цели исследований: 
 исследование профиля притока в ГС с МГРП;  
 сравнение профиля притока с PLT;  
повышение нефтеотдачи за счет нормализации профиля притока в ГС 

с МГРП. Чтобы компенсировать изменения длины стадии на каждом 
этапе, что создавало большее перекрытие зон, что затрудняло сравнение 
производственного вклада из каждой зоны, перфорированные кадры, 
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пересекающие каждый слой, использовались для установления 
отношения (для каждой зоны) для создания средств нормализации. 

Вывод: вследствие использования перфорированных кадров  для 
установления отношения (для каждой зоны) созданы средства 
нормализации. Получена нормализованная кумулятивная нефтеотдача 
каждой зоны в каждой скважине. Выявлен объем зонального вклада 
каждой скважины в общую нефтеотдачу, идентифицированы поведение 
каждой зоны.  

Исследование 3: 
Объект исследования: Кентуки, Пайк, скважина Berea Sanstone. 
Технологии МГРП: 12 стадий прошли пенопластовую обработку, 

каждая стадия обработана 34 мг карбида бора, радиоактивным трассером 
Iridium-192 для целей прямого сопоставления, маркировано 19,3 тонн 
пропанта (только окончательный этап), среднее давление обработки 
составляет 19,3 тонны на 6,4 см2. Фракция пропанта - 20/40. 

Цели исследований:  
 предоставление альтернативы радиоактивным трассерам в 

качестве карбида бора; 
 изучение процессор ГРП за счет экологических химических 

трассеров. 
Технология основывается на  использовании частиц карбида бора, 

добавленных к суспензии ГРП в качестве трассера. CB4 представляет 
собой керамическое соединение с 75% -ным содержанием бора. 
Поскольку бор  является поглотителем нейтронов, обнаружение 
постобработки осуществляется с помощью нейтронного устройства, 
использующего герметичный источник Am-241 бериллия, который 
обнаруживает скорость нисходящего нейтрона и гамма-счетчика, а также 
фиксирует гамма-валидацию путем выделения энергии по меченым 
интервалам.  

Вывод: карбид бора можно использовать для отслеживания 
материала,  что исключает проблемы, связанные с использованием 
радиоактивных материалов. Стоимость CB4  меньше чем стоимость 
радиоактивных изотопов, что составляет экономическую выгоду. 

Исследование 4: 
Объект исследования: Лесное мр. (Предкавказье), Западно-

Варьеганское мр. и Северо-Хохряковское мр. (Западная Сибирь), 
Белокаменное мр. (Поволжьее).  

Цели исследования:  
 определение момента прихода основного фронта вытесняющей 

жидкости по отдельным наблюдательным скважинам; 
 выявление гидродинамических связей; 
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 определение истинных скоростей и направлений движения 
нагнетаемой воды и пластовых флюидов на исследованных 
направлениях; 

 получение сведений о внедрении в продуктивную часть пласта 
законтурных вод;  

 определение степени влияния отдельных нагнетательных 
скважин на обводнение. 

Использовали мелкодисперсные флуоресцентные трассеры, 
обладающие свойствами: чувствительность определений для них выше, 
чем у радиоизотопов, что позволяет проводить исследования при 
разбавлении 1012 – 1013 раз. Они экологически и санитарно-гигиенически 
безопасны. Они многоцветны, что позволяет проводить одновременный 
запуск 5-7 и более различных цветов в нагнетательные скважины, в одной 
пробе можно определить трассеры всех цветов, запущенных в 
нагнетательные скважины.  

Вывод: индикаторные исследования показали, что в результате 
активного воздействия на пласт происходит возрастание анизотропии 
геофильтрационных свойств коллектора. В связи с этим в техногенных 
системах разрабатываемых нефтяных месторождений формируется 
ламинарно-турбулентный тип движения флюидов. Трассерные 
исследования помогли выявить ряд техногенных аномалий.  

Исследование 5 
Объект исследования: Поле X, Черное море, Румыния (примерно в 75 

км к северо-востоку от Констанцы). 
Технология МГРП: глубина от 1900 до 2100 м, одводная 

вертикальная глубина (ТВДСС) с толщиной вверх до 190 м. Целевой 
резервуар - верхний мел, с трещинами и микроразрушениями, частично 
заполненными сланцами. Пористость составляет от 2 до 35,3%, при этом 
в среднем 15,9%. Проницаемость варьируется от 0,01 до 70 мД 
(исключение), в среднем0,26 мД.  

Цели исследований: 
 применению химических индикаторов для завершения 

диагностики и оптимизации, в частности, для многоступенчатых 
операций по разрыву в море. 

Обработка ГРП на скважине W1 прослеживается с помощью 
химического трассера (для жидкостей для заканчивания воды) (CFT), 
трассеры для жидкой фазы углеводородов,(OFT) и трассеры для газовой 
фазы углеводородов (GFT), тогда как на скважине W2 отслеживается 
только с помощью CFT и OFT. 

Трассирующие вещества вводят в жидкость для заканчивания через 
насос, который контролируется для поддержания желаемого 
концентрации или количества индикатора. Как только скважина будет 



40 

 

введена в производство,,образцы из всех прослеженных фаз попадают в 
соответствии с разработанным графиком. Образцы затем анализируются в 
лаборатории, и результаты представлены в аналитическом отчете. 

Вывод: трассерная технология позволяет сравнить относительный 
вклад прослеживаемой жидкости с одного от этапа к следующему, 
сравнивая не только вклад между этапами, но и трехфазных этапов 
(жидкий углеводород, газообразный углеводород и вода). 

Исследование 6 
Объект исследования: Колорадо, Денвер, Wattenberg месторождение, 

Niobara формация,  Codell формация. 11 горизонтальных скважин . 
Цели исследования: 
 применению химических индикаторов для исследования 

процессов ГРП;  
 оптимизация расходов на производство; 
 анализ  гидравлической связи; 
 анализ размеров интервалов между  скважинами; 
 узнать были ли скважины, в формациях Ниобрара и Коделл, 

гидравлически связаны.  
Процесс ГРП может привести к созданию временного пути 

гидравлической связи на очень длинных расстояниях (> 1000 футов), 
которые могут контролироваться с использованием технологии 
химических индикаторов. В районе Wattenberg северо-восточнее Денвера, 
штат Колорадо, 11 горизонтальных скважин были стимулированы с 
использованием технологии гидравлического разрыва. Из 11 скважин 
семь были завершены в формации Niobara, а четыре были завершены в 
песчанике Codell.  

Всего было представлено 14 химических трассеров (CFT), пять из них 
были продублированы для отслеживания каждой скважины в секции 
(CFT 1000, 1100, 1200, 1300 и 1600). В проекте также учтена большая 
структура грабена, которая делят пополам раздел исследования. Схема 
проекта исследования трассировщика с сейсмическим наложением. 
является вершиной карты структуры глубины Niobrara, с яркими цветами, 
указывающими неглубокую глубину и прохладные цвета, указывающие 
на более глубокую структуру.  

Вывод: Используя результаты дробного производства, полученные в 
результате исследования химических индикаторов, гидравлические 
трещины были откалиброваны в соответствии с дробным производством 
с каждого интервала. Согласно моделированию гидравлического разлома, 
проведенному для этой секции исследования, гидравлические трещины, 
инициированные в формации Niobrara C, могут проникать в формацию 
Codell, что может способствовать обмену данными между двумя 
формациями (переломы 1-го типа)  
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Заключение 
Трассерный метод нашѐл широкое применение во многих 

нефтедобывающих компаниях при исследовании нефтяных пластов. 
Интерпретация полученных результатов с помощью этого метода данных 
позволяет сформировать наиболее полное представление о распределении 
фильтрационных потоков в пласте и его строении. На основании 
интерпретированных данных делается выбор метода повышения 
нефтеотдачи пласта. 

С помощью трассеров можно проводить длительный анализ 
процессов гидродинамического  разрыва пласта, анализ пласта на 
техногенные изменения, отслеживать перемещение флюидов, 
идентифицировать трещины формаций и их взаимодействие.  

Химические трассеры могут представлять из себя экологическую, 
экономическую и технологическую альтернативу радиоактивным 
трассерам. 
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УДК   621.391.63    
ИССЛЕДОВАНИЕ МНОГОКАНАЛЬНОГО ИНТЕГРАЛЬНО-

ОПТИЧЕСКОГО РАЗВЕТВИТЕЛЯ 
Лопатюк А.В.1., Грачева А.М.2 

1Башкирский государственный университет, г. Уфа, Россия 
2 Уфимский государственный авиационно - технический университет 

г. Уфа, Россия 
 

В настоящее время актуальной задачей является минимизация 
компонентов ВОЛС с целью их размещения на оптических интегральных 
схемах, что позволяет расширять функциональные возможности 
оборудования.  

В данной работе рассматривается многоканальный интегрально-
оптический разветвитель 1х8 каналов  размером 3х3 мкм. Показатель 
преломления подложки – 3,385, пленки – 3,59, покрытия – 1. Толщина 
волноводного слоя – 1,5 мкм. 

Принцип работы данного разветвителя основан на том, что между 
двумя параллельными волноводами имеет место взаимный обмен 
световой энергией, если между ними существует слабая связь, 
возникающая тогда, когда профили волноводных мод в соседних каналах 
перекрываются.  

Если не два, а большее число каналов связаны между собой, то свет 
не перекачивается из одного канала в другой и обратно, а растекается по 
всем имеющимся каналам. При неограниченном числе связанных каналов 
распределение амплитуды светового поля имеет вид функции Бесселя.  

Если весь свет введен в центральный канал, то амплитуда поля в n-м 
канале определяется выражением: 

,
2
1exp)2()()( 
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где   - коэффициент потерь, nJ - функции Бесселя первого рода. [1] 
На рисунке 1 показано как распространяется излучение в 

разветвителе на длинах волн 1310 и 1550 нм и как распределяется 
мощность между его выходными каналами. 

Как видно из рисунка 1, происходит образование пар каналов: 1-й и 
8-й, 2-й и 7-й, 3-й и 6-й, 4-й и 5-й, мощность излучения в каждой паре 
каналов распределяется равномерно. В первой точке разветвления 
мощность делится практически поровну, а последующие разветвления 
делят мощность неравномерно в зависимости от угла между плечами 
разветвителя и длины плеч.  Это позволяет применять данный 
разветвитель как делитель оптической мощности в заданном 
соотношении. 
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а) длина волны 1310 нм 

 

 
б) длина воны 1550 нм 

         
 
 
 
 
 

 

Рис. 1. Распространение излучения в разветвителе 1х8 каналов и 
распределение мощности по каналам 
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- выходная мощность излучения в 4 и 5 каналах 
- выходная мощность излучения в 1 и 8 каналах 

- выходная мощность излучения во 2 и 7 каналах 
- выходная мощность излучения в 3 и 6 каналах 

 
 
 
 
 
 

а) 

б) 

P 

P 

Рис. 2. График зависимости мощности в выходных каналах ответвителя от 
относительной разницы показателей преломления пленки и подложки (длина 

волны 1550 нм) 
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Представляет интерес изменение мощности излучения в выходных 
каналах разветвителя в зависимости от относительной разницы 
показателей преломления пленки и подложки (рисунок 2). Рисунок а) ∆– 
от 0,01 до 0,1 мкм, б) – это наиболее используемый диапазон изменения ∆ 
от 0,005 до 0,1. Из графиков видно, что мощность осциллирует между 
парами каналов 4,5 и 3,6. Из этого следует, что ответвитель может 
работать как переключатель каналов в диапазоне изменений ∆  
0,005…0,1, что может быть достигнуто при напылении электродов на 
подложку и волноводы для достижения электрооптического эффекта. 

 

 
а)  О-диапазон 1,26-1,36 мкм 

 
 

 
 

б)  Е-диапазон 1,36-1,46 мкм 
 

P 

P 
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в) С-диапазон 1,53-1,565 мкм 
 
 

 
 

г) L-диапазон 1,565-1,626 мкм. 
 

P 

P 
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д) U –диапазон  1,626-1,675 мкм 

 
 
 
 
 
На рисунке 3 показано изменение мощности в выходных каналах 

разветвителя в зависимости от выбранного диапазона длин волн. 
Рассмотрен весь диапазон применяемый для работы волоконно-
оптических систем. 

Можно добиться необходимого уровня мощности в определенной 
паре каналов практически во всем диапазоне. 

Работа разветвителя отличается стабильностью в О- и С-диапазонах. 
В С-диапазоне его можно применять как WDM-
мультиплексор/демультиплексор, а в L-диапазоне как переключатель 
между 3-м, 6-м и 1-м, 8-м  парами каналов. В S-, L- и U-диапазонах 
данный разветвитель может работать как переключатель между двумя 
парами каналов. В Е-диапазоне длины волн ограничиваются значениями 
1,41 мкм, так как наблюдается падение мощности в 1-м и 8-м каналах. 

На рисунке 4 показано изменение мощности излучения выходных 
каналах разветвителя в зависимости от показателя преломления 
покрытия. 

При изменении показателя преломления покрытия от 1 до 2,5 
мощность изменяется незначительно, при увеличении показателя 
преломления от 2,5 до 3 происходит увеличение мощности в 1,8 каналах, 

Рис. 3. Графики зависимости мощности в выходных каналах ответвителя от длины 
волны (О-диапазон 1,26-1,36 мкм, Е-диапазон 1,36-1,46 мкм, С-диапазон 1,53-1,565 

мкм , L-диапазон 1,565-1,626 мкм и U –диапазон  1,626-1,675 мкм) 

 

P 
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спад мощности в 3, 6 каналах. Дальнейшее увеличение показателя 
преломления приводит к резкому падению значений практически до нуля. 

 

 
 

Рис. 4. График зависимости мощности в выходных каналах разветвителя от 
показателя преломления покрытия 

 
Применение оптических интегральных схем позволяет создавать 

полностью оптические сети (AON), в которых коммутация 
информационных потоков производится путем переключения каналов без 
фотоэлектрического преобразования. [2] 

Дальнейший рост оптических сетей и совершенствование технологий 
производства оптических разветвителей должны еще больше увеличить 
их роль в телекоммуникационной отрасли. 
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УДК   537.9 
ИССЛЕДОВАНИЕ МОДЕЛИ ПОТТСА НА ГЕКСАГОНАЛЬНОЙ 
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В данной работе нами проведены высокоточные исследования 

двумерной модели Поттса на гексагональной решетке с числом состояний 
q = 3 с учетом взаимодействия как первых, так и вторых ближайших 
соседей. Величина и знак обменного взаимодействия между первыми 
соседями J1 и вторыми соседями J2 играют основополагающую роль в 
характере поведения модели. Нами проведены исследования при 
различных соотношениях J1 и J2 для выяснения степени их влияния на 
термодинамические свойства системы  

Гамильтониан модели может быть представлен в следующем виде: 

 
ki

ki
ji

ji CosJCosJH
,

,2
,

,1  ,  (1) 

где J1 и J2 – параметры обменных взаимодействий для ближайших и 
вторых ближайших соседей соответственно. i,j , i,k – углы между 
взаимодействующими спинами Si – Sj и Si – Sk соответственно. Значение 
обменного взаимодействия фиксировалось равным J1 =1 или J1 =-1, а 
значение J2 менялось в широком диапазоне значений. 

Для исследования модели нами использован алгоритм Ванга-Ландау 
метода Монте-Карло [1]. Алгоритм Ванга-Ландау основан на том, что 
совершая случайное блуждание в пространстве энергий с вероятностями, 
обратно пропорциональными плотности состояний , мы получаем 
равномерное распределение по энергиям. Подобрав вероятности перехода 
такими, что посещение всех энергетических состояний стало бы 
равномерным, можно получить изначально неизвестную плотность 
состояний , зная которую можно вычислить значения различных 
термодинамических параметров при любой температуре. В работе нами 
рассчитаны плотности состояний для модели Поттса на гексагональной 
решетке при различных соотношениях обменных взаимодействий, 
определены магнитные упорядоченные структуры основного состояния и 
построена фазовая диаграмма. 

Литература 
1. Landau D.P., Tsai S.-H.Exler M. A new approach to Monte Carlo 

simulations in statistical physics: Wang-Landau sampling, Am. J. Phys., 
2004. V. 72(10): p. 1294-1302. 

© Магомедов М.А., Исаева М.М., 2019 г. 

)(Eg

)(Eg



51 

 

О ПОЛОЖЕНИИ ЗВЕЗД, ИОНИЗУЮЩИХ ТУМАННОСТИ, НА 
ИНФРАКРАСНЫХ ДИАГРАММАХ 

Плотникова А.Н., Соболев А.М. 
УрФУ, г. Екатеринбург, Россия 

 
Молодые звездные объекты – звезды на ранних этапах эволюции, 

переходный этап от газопылевого облака к звездам главной 
последовательности. Это только что образовавшиеся молодые объекты, 
начавшие ионизировать вокруг себя вещество, образуя в следствие этого 
процесса туманности. 

Молодые звезды обычно классифицируют по критерию, основанному 
на наклоне распределения энергии в спектре и введѐнному Ч. Лада в 1987 
году. Он предложил делить объекты на три класса (I, II и III) в 
соответствии со значением спектрального индекса α: 

𝛼 =
𝑑 log(𝜆𝐹𝜆)

𝑑 log 𝜆
 

Здесь λ обозначает длину волны, Fλ  — плотность потока излучения. 
I классу объектов свойственно наличие большого количество 

околозвездного вещества, это только что образовавшиеся молодые 
звезды. Также им характерно присутствие межзвездного вещества, так 
как образование звѐзд происходит в газопылевом облаке. 

II и III класс находятся на следующей ступени эволюции. 
Околозвездного вещества у этих объектов становится меньше, так как 
излучение звезды разгоняет окружающую материю. Межзвездное 
вещество на данном этапе не испытывает сильных изменений по 
сравнению со звездами I класса. 

Значение α вычисляется в интервале длин волн 2,2–20 мкм (область 
ближнего и среднего инфракрасного излучения). Область, в которой 
излучают сами молодые звезды, а также ионизированное вещество, 
содержащееся в их окружении.  

Поэтому для изучения данного типа объектов нами выбраны данные 
из каталога точечных источников всего неба WISE. Данный каталог 
составлен по наблюдениям одноименного космического телескопа WISE. 

Главной задачей WISE является полный обзор неба в четырѐх ИК-
диапазонах в поисках таких объектов как: ультраяркие инфракрасные 
галактики, коричневые карлики, астероиды и кометы, сближающиеся с 
Землѐй. Отличия и особенности источников в различных областях 
излучения дают возможность их дифференциации и дальнейшего 
исследования. Данный космический телескоп производил обзор всего 
неба в четырех длинах волн для которых характерно:      

полоса W1 — 3,4 мкм — теплового изучения звѐзд и галактик; 
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полоса W2 — 4,6 мкм — обнаруживает инфракрасное излучение 
дозвѐздных объектов, например, таких как коричневые карлики; 

полоса W3 — 12 мкм — обнаруживает тепловое излучение от 
астероидов; 

полоса W4 — 22 мкм — изучения области образование звѐзд 
(материал с температурами 70-100 Кельвинов: пыль в области 
звездообразования). 

       
 
Рис. 1. Средневзвешенные 

относительные спектральные 
функции отклика после 

нормирования до максимального 
значения единицы в 

логарифмическом масштабе 

 
Рис. 2. Пример распределения 

излучения звезды (серая кривая) и 
активного ядра галактики (черная 
кривая) на длинах волн, в которых 
проводилось наблюдение спутника 

WISE 
 
Длины волн, наблюдаемые выбранным нами спутником, 

соответствуют диапазону, свойственному для изучения молодых 
звездных объектов (2,2–20 мкм.). Еще одним плюсом спутника WISE 
является тот факт, что им был сделан обзор всего неба, а значит мы 
сможем получить возможность изучать молодые звездные объекты из 
областей, не попавших в программы наблюдения других инфракрасных 
спутников. 

Применимо к нашим объектам, на первых полосах W1 и W2 
преимущественно излучение самой молодой звезды, а на более 
длинноволновых W3 и W4 больший вклад дает излучение окружающего 
вещества. Следовательно, по смещению положения звезды на 
двухцветной диаграмме в длинноволновую область можно судить о 
вкладе в фотометрические показатели околозвездного и межзвездного 
вещества. А по положению самой звезды можно судить о том, к какому 
типу она относится. 

Для исследования нами выбраны объекты, представленные в работе 
В.С. Аведисовой и Г.И. Кондратенко . Целью этой работы было 
определение фотометрического расстояния до диффузных туманностей 
по звездам возбуждения этих туманностей, как уже известных в 
литературе, так и выявленных по фотометрическим и спектральным 
каталогам, имеющимся в Центре астрономических данных 
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астрономического совета АН СССР.  Эти звезды являются молодыми 
звездными объектами II и III классов. Звезды, уже начавшие разгонять 
околозвездное вещество. Об этом свидетельствует наличие излучения от 
этих источников в оптическом диапазоне. Наличие большого объема 
околозвездного вещества, окружающего звезду, будет влиять на 
интенсивность проходящего сквозь окружающее вещество излучения, 
иными словами, околозвездное вещество будет поглощать излучение 
звезды с разной степенью в зависимости от длин волны источника. 
Поглощение тем сильнее, чем меньше длина волны излучения. 
Следовательно, звезда, излучающая в оптическом диапазоне, уже смогла 
избавилась от части околозвездного вещества. 

 
Основные этапы исследования 
Целью данной работы является определить положение сгущения(ий) 

молодых звездных объектов на инфракрасных диаграммах (W1-W2, W2-
W3) и изучить влияние вещества, окружающего звезду, на ее положение и 
смещение относительно основного(ых) сгущения(ий). 

Для достижения поставленной задачи из работы В.С. Аведисовой и 
Г.И. Кондратенко  был взят список источников, ионизующих туманности. 
Далее на основе данных каталога точечных источников инфракрасных 
обзоров всего неба WISE были построены диаграммы, по осям которых 
отложены показатели цвета: 

𝑊𝑖 –  𝑊𝑗  
где 𝑊𝑖 – звездная величина звезды при наблюдении ее в 
соответствующей полосе спутника WISE. 
 

         
Рис. 3. Двухцветная диаграмма, 
построенная на основе данных о 

всех исследуемых источниках 

Рис. 4. Двухцветная диаграмма, 
построенная на основе данных о 
всех исследуемых источниках с 

погрешностями 
 
А также были рассчитаны погрешности и нанесены на диаграмму 

(рис. 4), что позволило нам проверить точность полученной картины и 
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дало возможность продолжать дальнейшее исследование распределения 
звезд. 

На полученной диаграмме (рис. 5) мы видим сгущение объектов 
(локус) в определенной области диаграммы. А также вертикальную 
линейную тенденцию к смещению для некоторого числа звезд. 

Далее мы раскрасили полученную диаграмму в соответствии с 
показателем цвета W3-W4 (рис. 6), чтобы посмотреть на изменение 
излучения источников в более длинноволновой области. А также для 
того, чтобы сравнить смещение по показателю цвета W2-W3 со 
смещением по показателю цвета W3-W4. 

 

        
Рис. 5. Двухцветная диаграмма, 
построенная на основе данных о 
всех исследуемых источниках с 

погрешностями. Красным овалом 
обозначено сгущение. Оранжевая 
прямая выделяет вертикальную 

тенденцию к смещению 
 

Рис. 6. Двухцветная диаграмма, 
раскрашенная в соответствии с 
показателем цвета W3-W4. Здесь 

объекты разбиты на 8 групп, 
каждой из которых 

соответствует определенный 
диапазон показателя цвета W3-W4 

 
По данным наблюдениям нами было высказано предположение о 

том, что основное место сгущения объектов является областью, 
характерной для молодых звездных объектов. Другими словами, звезда, 
попавшая в данный локус на диаграмме может претендовать на 
принадлежность к молодым звездным объектам. А вертикальное 
смещение вызвано наличием вокруг выбранных нами молодых звездных 
объектов I и II классов межзвездного вещества. Так как смешение 
направлено в более длинноволновую область (звездная величина W2 
больше звездной величины W3, из этого следует, что излучение в полосе 
W2 слабее, чем в W3 (звездная величина является обратной физической 
величиной)). Также это подтверждает раскраска по третьему показателю 
цвета W3-W4. Звезды, имеющие больший третий показатель цвета 
расположены преимущественно над центром сгущения.  

Это предположение было проверено нами с помощью снимков со 
спутников. Мы взяли трехцветное изображение каждой звезды с 
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космического телескопа WISE и проанализировали снимки с точки 
зрения наличия излучения того или иного типа объектов (молодая звезда, 
околозвездное вещество, межзвездное вещество). 

 

 
 

Рис. 7. Двухцветная диаграмма, 
построенная на основе данных о 

всех исследуемых источниках. 
Раскрашена в соответствии с 
показателем цвета W3-W4 с 

погрешностями. Здесь 
пронумерованы звезды, 

составляющие вертикальное 
линейное отклонение 

 
Рис. 8. Снимки звезд вертикальной 

тенденции с космического 
телескопа WISE. Синий цвет 

соответствует излучению на длине 
волны W1 – 3,4 мкм, зеленый – W2 – 

4,6 мкм, красный – W3 – 12 мкм. 
Разрешение изображений около 20’ 

x 20’ 

 
По данным снимкам можно удостоверится, что с уменьшением 

порядкового номера изображения (c увеличением показателя цвета W2 – 
W3) излучение на длине волны 12 мкм областей, имеющих отношение к 
межзвездному веществу, увеличивается. Околозвездное вещество на 
данных снимках не разрешается, его положение совпадает с областью 
излучения самой звезды. Межзвездное вещество находится в радиусе ≈ 
1/10 представленных изображений (на снимке 5 оно явно выделяется 
относительно других источников излучения (раскрашено красным 
цветом)). 

Также нами были проверены источники на диаграмме, не попавшие в 
две выделенные нами группы. 

Из изображений видно, что эти звезды относятся к аномальным 
объектам. На 1 и 5 снимке источники находятся в области «пересветки» 
снимка, иными словами данная область изображения непригодна для 
проведения фотометрии, так как в данной области пространства на луче 
зрения находится объект, обладающий высокой, по сравнению с 
окружающими объектами, интенсивностью излучения. На 4 и 6 звезды 
выглядят как визуально двойные, т. е. изображение одного объекта на 
снимке наслаивается на изображение второго. На 2 и 3 звезда соседствует 
с ярким по сравнению с ней самой объектом, который искажает ее 
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фотометрические показатели. Из этого можно сделать вывод, что 
подобные объекты мы имеет право исключить из нашего исследования в 
следствие несоответствия качеству требуемых данных. Представленные 
случаи являются нестандартными и требуют дополнительного 
исследования и использования дополнительных методов анализа. 

         
Рис. 9. Двухцветная диаграмма на 
основе данных о всех исследуемых 

источниках. Раскрашена в 
соответствии с показателем цвета 

W3-W4 с погрешностями. Здесь 
пронумерованы звезды, имеющие 

аномальное отклонение. 

Рис. 10. Снимки звезд (WISE), 
имеющих аномальное отклонение. 

Синий цвет соответствует 
излучению на длине волны W1 – 3,4 

мкм, зеленый – W2 – 4,6 мкм, 
красный – W3 – 12 мкм. Разрешение 

изображений около 45’ x 45’ 
 
На следующем этапе мы проверили по снимкам с космического 

телескопа WISE все оставшиеся звезды, представленные на диаграмме, на 
предмет наличия какого-либо окружающего звезду вещества или иных 
объектов, способных повлиять на фотометрические показатели. На них не 
было выявлено наличия яркого межзвездного вещества. 

 
Рис. 11. Слева представлены 
случайные снимки звезд основного 
сгущения. Справа для сравнения 
представлен снимок звезды, 
принадлежащей вертикальной 
тенденции. Разрешение 
изображения около 35' x 40' 
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Рис. 12. Двухцветная диаграмма без 
звезд, относящихся к исключениям 

Рис. 13. Сравнительная 
двухцветная диаграмма 

 

Исключив визуально двойные и другие звезды, находящиеся в 
пространственной ситуации, искажающей фотометрические данные, мы 
получили диаграмму (рис. 12), на которой четко видно основное 
сгущение молодых звезд и вертикальная линейная тенденция.  

На заключительном этапе нами было проведено сравнение 
полученных результатов с данными, представленными в статье G. Marton 
с соавторами о молодых звездных объектах I класса, имеющих по 
сравнению со II и III классами, большое количество околозвездного 
вещества. 

На диаграмме видно, что отклонение молодых звездных объектов I 
класса отличается от выявленной нами тенденции для II и III классов, это 
объясняется тем, что в искажение фотометрии этих молодых звезд 
добавляет свой вклад околозвездное вещество, которое излучает на более 
коротких длинах вол, чем межзвездное, что дает возможность влиять на 
яркость звезды на длине волны W2 – 4,6 мкм. За счет чего звезда 
сдвигается по диаграмме не только вверх, но еще и вправо. 

 
Заключение 
Нами было проведено исследование положения звезд, ионизующих 

туманности, на двухцветных диаграммах на основе данных из каталога 
точечных источников всего неба WISE. Было определено место 
концентрации молодых звезд. Также было определено влияние 
околозвездного и межзвездного вещества на фотометрические показатели 
источников и соответственно на положение звезд на диаграмме. 
Межзвездное вещество смещает звезду на двухцветной диаграмме вверх, 
т. е. к излучению звезды на длинах волн около W3 – 12 мкм добавляется 
излучение межзвездного вещества. Данный вид смещения характерен для 
молодых звездных объектов всех трех классов. Околозвездное вещество 
начинает излучать на длинах волн около W2 – 4,6 мкм, что искажает 
фотометрию молодых звездных объектов I класса (т. к. только им 
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свойственно наличие околозвездного вещества), что смещает их 
положение на диаграмме вправо.  

На основе этих результатов можно судить о типе и окружающем 
веществе других объектов. По их положению на двухцветной диаграмме 
можно определить какой вклад в фотометрию дает околозвездное и 
межзвездное вещество, а, следовательно, и к какому классу можно 
отнести звезду. 

 
Обозначения и сокращения 
Околозвездное вещество – вещество, находящееся в 

непосредственной близости к звезде и имеющее возможность стать ее 
частью вследствие аккреции.  

Межзвездное вещество – вещество также расположенное достаточно 
близко к молодой звезде, но уже не имеющее возможности 
гравитационного падения на нее. 

Wide-Field Infrared Survey Explorer, или WISE - инфракрасный 
космический телескоп НАСА. 

 
© Плотникова А.Н., Соболев А.М., 2019 г. 
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Введение 
В работе [1] впервые было проведено обобщение большого объема 

экспериментальных и теоретических результатов, полученных на 
органических материалах. В частности указана идентичность в 
электронных свойствах, связанная с наличием групп ловушек 
приписываемых кислороду. Существенное влияние 
кислородосодержащих соединений на свойства органических материалов 
в основном связывают с наличием данной группы ловушек [2]. Так, 
например, роль кислородной ловушки на свойства 
электролюминесценции в пленках ПДФ обсуждается в работе [3]. 
Экспериментально [3] была получена энергия, соответствующая группе 
ловушек, возникающих при наличии кислорода. Возникает вопрос, как 
меняются электропроводящие свойства тонких пленок полимерного 
диэлектрика в атмосфере кислородосодержащих соединений? Для 
решения данной задачи в работе было изучено влияния ацетона и 
этилового спирта на электропроводящие свойства пленок ПДФ.  

 
Объекты и методы исследования 
В качестве объекта исследования в работе был выбран ПДФ, 

известный своей устойчивостью к агрессивной среде. Для изучения 
влияния паров ацетона и спирта использовалась методика CELIV (Charge 
Extraction by Linearly Increasing Voltage:) [4]. Методика измерения указана 
на рисунке 1. На образец подается линейно увеличивающееся напряжение 
(рис.1.а) и регистрируется переходный ток (рис.1.б). Кривая переходного 
тока состоит из двух составляющих: 1) емкостной ток (j0) определяемый 
геометрией экспериментального образца; 2) ток экстракции dj 
создаваемый вытягиваемыми носителями заряда.  

В работе были использованы экспериментальные образцы сэндвич 
структуры следующего вида Sb-ПДФ-SiО2-Si-Sb и контрольный образец 
Sb-SiО2-Si-Sb. Выбор сурьмы обусловлен еѐ устойчивостью к окислению 
по сравнению с Al. Кроме того работы выхода Al и Sb наиболее близки по 
значению. Измерения проводились в объеме эксикатора, в который 
последовательно вводилась микропорция органических веществ. 
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Рис. 1. Методика CELIV:V –приложенное напряжение, j- переходный ток 

 
Полученные результаты 
На рисунке 2 представлены кривые переходного тока, полученные на 

экспериментальных образцах. Из рисунка видно, что форма кривых 
переходного тока существенно зависит от структуры исследуемого 
образца. В частности, в случае структуры Sb-SiО2-Si-Sb наблюдается ярко 
выраженный максимум (рис.2.а). Однако, при изменении концентрации 
ацетона в измерительной камере, изменения на кривых переходного тока 
наблюдаются только на образцах с пленкой ПДФ (рис.2.б). 

  
Рис. 2. Кривые переходного тока в структурах Sb-SiО2-Si-Sb. и Sb/Si/ПДФ/Sb 

при наличии паров ацетона 
 
Анализ подвижности носителей заряда по кривым переходного тока 

показал, что величина подвижности не меняется и составляет ~ 10-5 
см2/Вс, что хорошо согласуется с ранее полученными результатами [5]. 
Поэтому, для определения влияния органических растворителей на 
свойства пленок ПДФ были построены зависимости максимального тока 
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экстракции от концентрации вещества в атмосфере измерительной 
камеры. На рисунке 3 представлены полученные результаты в атмосфере 
ацетона и этилового спирта. Влияние ацетона на ток экстракции не 
значительно и приводит к изменению в пределах 0,2 А/м2, в то же время 
этиловый спирт оказывает существенное воздействие в пределах 1,5 А/м2. 
Наблюдается (рис.3) разный характер изменения зависимости тока 
экстракции от концентрации вещества. Так для этилового спирта 
зависимость нелинейна в отличие от ацетона.  

 
Рис. 3. График зависимости максимального тока экстракции от 

концентрации ацетона и этанола 
 
Заключение 
Воздействие паров органических растворителей на пленки ПДФ дает 

практически аналогичные результаты: возрастание объемной доли 
ацетона и этилового спирта приводит к увеличению максимального тока 
экстракции. Однако, в работе было установлено ток экстракции при 
одних и тех же концентрациях исследуемых веществ изменяется по-
разному: чувствительность экспериментального образца на пары 
этилового спирта значительно выше, чем в среде с ацетоном. По-
видимому, основной вклад в величину максимального тока экстракции 
оказывает гидроксильная группа (OH) этанола [6]. Известно, что группа 
C-O-C фталидного фрагмента молекулы ПДФ при взаимодействии с 
группой OH образует комплекс с переносом заряда. Этот комплекс 
образуется вследствие того, что при попадании на полимерную пленку 
молекулы этилового спирта происходит захват группы ОН, так как 
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группа С—О—С обладает сильно выраженными акцепторными 
свойствами. 

Таким образом, было установлено влияние паров ацетона и этанола 
на электропроводность пленок полидифениленфталида, исследованных 
методом CELIV, что позволяет использовать данную методику для 
изучения свойств полимерного диэлектрика при внешнем воздействии.  
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ВЛИЯНИЕ СТРУКТУРЫ, СОДЕРЖАЩЕЙ КВАЗИДВУМЕРНЫЙ 

ЭЛЕКТРОННЫЙ ГАЗ, НА ПРОВОДИМОСТЬ 
ПОЛИМЕРНОЙ ПЛЕНКИ 

Рахматуллина Э.Р., Лачинов А.Н. 
Башкирский государственный педагогический университет 

им. М. Акмуллы, г.Уфа, Россия 
 
I. Введение 
Со времени открытия электролюминесценции в органических 

материалах в 1990 году количество работ в этой области постоянно 
увеличивается. Это связано широким применением органических 
светоизлучающих диодов (ОЛЕД-ов) как элементов экранов и 
осветительных приборов. В последние годы активно используются 
многослойные структуры с большим количеством границ раздела. 

Впервые необычные свойства границы раздела двух органических 
материалов были обнаружены в 2008 году. [1, 423] Авторами было 
предложено объяснение этих явлений на основе гипотезы о 
формировании на границе раздела двумерного электронного газа.  

Немного позже на границе раздела двух пленок 
полидифениленфталида (ПДФ) была обнаружена аномально высокая 
проводимость. [2] Совокупность полученных в ходе исследования 
данных, таких как наличие четкой границы между полимерными 
пленками, металлический тип проводимости и наличие полевого эффекта 
дали основание предположить наличие квазидвумерного электронного 
газа на интерфейсе полимерных диэлектриков. Однако остается не 
выясненным вопрос о влиянии границы раздела на структуру с 
биполярной инжекцией заряда при транспорте в направлении квантового 
ограничения. 

В связи с этим, целью настоящей работы являлось исследование 
влияния положения границы раздела двух полимерных диэлектриков 
относительно электродов на проводимость структуры ITO-полимер-Al.  

 
II. Объекты и методы исcледования 
Объектом исследования был выбран полимер класса 

полиариленфталидов – полидифениленфталид (ПДФ). Свойства данного 
полимера описаны в работе. [3] 

Химическая структура мономерного звена полимера показана на рис. 
1а. (a). 
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Рис. 1. a. Химическая структура ПДФ, б. Структура экспериментального образца 

 
Образцы для измерений представляли собой многослойную 

структуру, в которой роль инжектора дырок играл слой из смеси окислов 
индия и олова (ITO), нанесенный на поверхность стеклянной пластины,  
полимерная пленка содержащая границу раздела вида полимер-полимер и 
металлический электрод из алюминия, игравший роль инжектора 
электронов. Структура образцов схематично представлена на рис. 1 (б). 
Полимерные пленки отливались из раствора в циклогексаноне методом 
центрифугирования. Для удаления остатков растворителя пленку сначала 
сушили при комнатной температуре 30 min, далее при температуре 150 - 
200°С в вакууме в течение 60 min. Алюминиевый электрод осаждался 
методом термодиффузионного напыления в вакууме.  

В работе были использованы следующие структуры ITO-PDP(0.5%)-
PDP(5%)-Al (образец №1); ITO-PDP(0.7%)-PDP(5%)-Al (образец №2);  
ITO-PDP(1.5%)-PDP(3%)-Al (образец№3); ITO-PDP(3%)-PDP(1,5%)-Al 
(образец №4); (ITO-PDP(5%)-PDP(0,7%)-Al (образец№5); ITO-PDP(5%)-
PDP(0,5%)-Al (образец№6).  

Блок-схема измерительной установки для регистрации  вольт-
амперных характеристик при комнатной температуре представлена на 
рис. 2.  

Толщина и однородность полимерных пленок контролировалась с 
помощью атомно-силового микроскопа СММ-2000Т. Толщины 
полимерных пленок подбирались таким образом, чтобы граница раздела 
полимер/полимер последовательно перемещалась от одного электрода к 
другому. Толщина полимерных пленок регулировалась концентрацией 
раствора полимера. Эксперимент был выстроен таким образом, что 
граница раздела «сдвигалась» в направлении от ITO к Al. Для повышения 
достоверности полученных результатов измерения для каждого типа 
образцов проводились от 3 до 5 раз.  
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Рис. 2. Блок-схема измерения вольт-амперных характеристик: 1 – Персональный 
компьютер, 2 – источник постоянного напряжения GW INSTEK, 3 – эталонное 

сопротивление (100 кОм), 4 – мультиметр AGILENT 34401A, 5 – 
экспериментальный образец(ITO-PDP-PDP-Al)  

 
III. Результаты измерений 
На рис. 3 показаны ВАХ соответствующие различным положениям 

границы раздела полимер-полимер. ВАХ образца №1 схожа с ВАХ 
монослойного образца, и также имеет нелинейную форму (рис.4, образец 
№1). По мере отдаления границы раздела от ITO, вольт-амперные 
характеристики приобретают линейный характер (рис.4, образцы №2, 3, 
4). При расположении границы раздела ПДФ-ПДФ вблизи AL (рис.4, 
образец №5), ВАХ  также имеют нелинейный характер. 

На рис. 4 изображен график зависимости максимальных токов при 20 
В в зависимости от расположения границы раздела полимер/полимер в 
структуре ITO-полимер-Al. Для структуры №1 это значение составляет I 
≈2*10-10А, для №2 максимальный ток возрастает I ≈4,6*10-6А, для №3 
I≈3*10-4А, для №4 I≈5*10-4А, для №5 I≈2,8*10-4А, для №6 I≈1,5*10-9. 

 
IV. Обсуждение результатов 

Таким образом, полученные результаты говорят о том, что максимальные 
токи в образцах протекают при большем удалении границы раздела от Al. 
Когда граница раздела расположена практически по середине образца, 
наблюдается максимальный ток. Далее при приближении границы к ITO 
показатели токов падают. Полученные данные говорят о том, что 
расположение границы раздела полимер/полимер влияет на протекание 
тока в образце и, соответственно, на условия рекомбинации. 
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Рис. 3. Вольт-амперные характеристики в логарифмических координатах структур 
с различным положением границы раздела полимер-полимер:  − образец 

№1,  − образец №2, −образец №3,   − образец №4, 
 − образец №5 
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Рис. 4. Зависимость максимальных токов от положения границы раздела 
полимер/полимер  
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УДК   539.3 
ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ПОТЕНЦИАЛА МОРСА  

В МОЛЕКУЛЯРНОЙ ДИНАМИКЕ 
Сафина Л. Р.1,2 

1Башкирский государственный университет, г. Уфа, 
2Институт проблем сверхпластичности металлов РАН, г. Уфа. 

 
Соединение полиморфов углерода с металлическими наночастицами, 

образующее гибридную систему «графен-наночастица» приводит к 
возникновению в системе ряда дополнительных уникальных физико-
химических свойств. Углеродные наноматериалы/нанокомпозиты с 
включениями металлических частиц предлагается использовать для 
будущих высокопроизводительных электронных устройств, 
транзисторов, солнечных элементов и т. п. Одним из эффективных 
методов исследования структуры исвойств таких наноматериалов 
является моделирование. Метод молекулярной динамики (МД) считается 
одним из эффективных способов компьютерного моделирования 
физических процессов и явлений на атомарном уровне. С целью описания 
и исследования наноструктур методом МД необходимо задавать 
потенциалы межатомного взаимодействия для всех частиц. Одним из 
простых и при этом эффективных потенциалов межатомного 
взаимодействия является потенциал Морса. Он широко используется в 
моделировании различных материалов и соединений. В настоящей работе 
этот потенциал применялся для исследования систем углерод-никель.  

Потенциал Морса записывается в следующей форме:  
UNi-C(r) = De [(1 – e-β(r-Re))2 – 1],                                    (1) 

где r - расстояния между атомами, D - энергия разрыва связи, Re – 
равновесная длина связи, β характеризует ширину потенциальной ямы 
(жесткость связи). Для описания взаимодействия атомов Ni-C 
использовались параметры De = 0.433 eV, β = 3.244 1/Å и Re = 2.316 Å, 
полученными методом ab-initio и предложенными в работе [1]. Для 
взаимодействия углерод-углерод используется межатомный потенциал 
AIREBO [2], который был разработан для изучения углеродных систем с 
различными типами ковалентных связей и используется в рамках 
программного пакета молекулярно-динамического моделирования 
LAMMPS. Этот потенциал был широко использован в моделировании 
механических свойств графена и графеновых нанолент [3,4], дискретных 
бризеров [5] и др. 

Известно, что свойства наночастиц могут кардинально отличаться от 
свойств кристаллов того же элементного состава, но имеющих 
макроскопические размеры. Для определения зависимости температуры 
плавления наночастиц никеля от их размера, были изучены три типа 

https://ru.wikipedia.org/wiki/%C3%85_(%D0%BB%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BD%D0%B8%D1%86%D0%B0)
https://ru.wikipedia.org/wiki/%C3%85_(%D0%BB%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BD%D0%B8%D1%86%D0%B0)
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нанокластеров (Ni34, Ni382 и Ni1192). Были получены следующие 
температуры плавления: Ni34 (размер 7.5 Å) Тпл = 1360 К, для сравнения, 
точка плавления наночастицы Ni с размером 6 Å оценивается как 1173 K 
[6]; Ni382 и Ni1192 (размер 20 Å и 26 Å) Тпл ≈2000 К, что близко к 
температуре плавления объемного  Ni. На основании этого далее будет 
рассматриваться наночастица Ni34. 

Далее рассматривалось взаимодействие наночастицы никеля с листом 
графена при температуре, превышающей температуру плавления 
наночастицы. При плавлении наночастицы никеля, происходит 
равномерное перераспределение атомов никеля по поверхности графена. 
Более того, возникает поверхностное натяжение и, как следствие, 
происходит изгиб графена, о котором ранее упоминалось [1].  

Нанокластер Ni34 помещался в центр углеродной нанотрубки (УНТ) 
для того, чтобы исследовать его подвижность. В качестве исходных УНТ 
рассматривались УНТ кресло (11,11) диаметром 15 Å и (21,21) диаметром 
30 Å. Пример исходной структуры показан на рис. 1а в проекции на 
плоскость xy и на рис. 1в в перспективе. 

 

 
Рис. 1. (а,в) Исходная структура и (б,г) структура после рлаксации в проекции на 

плоскость ху (а,б) и в перспективе (в, г) 
 

В случае нанотрубки диаметром 15 Å наночастица практически 
полностью вписывается в свободное пространство, при этом большая 
часть атомов Ni притягиваются к стенке УНТ, деформируя стенки УНТ. 

https://ru.wikipedia.org/wiki/%C3%85_(%D0%BB%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BD%D0%B8%D1%86%D0%B0)
https://ru.wikipedia.org/wiki/%C3%85_(%D0%BB%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BD%D0%B8%D1%86%D0%B0)
https://ru.wikipedia.org/wiki/%C3%85_(%D0%BB%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BD%D0%B8%D1%86%D0%B0)
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Это свидетельствует об очень сильном взаимодействии между атомами 
никеля и углерода, поскольку нанотрубки имеют довольно жесткий 
каркас и не могут быть легко деформированы в отличие от листа графена. 

В случае нанотрубки диаметром 30 Å происходит активное 
передвижение наночастицы внутри оболочки таким образом, чтобы 
достичь соединения со стенкой УНТ. В этом случае также наблюдается 
деформирование стенок нанотрубки, таким образом, чтобы подстроиться 
под форму наночастички. Следует отметить, что исходная форма 
наночастицы (область, вырезанная из ГЦК кристалла Ni) изменяется в 
обоих случаях, поскольку столь малое количество атомов никеля уже не 
могут поддерживать дальний кристаллический порядок. 

Далее рассматривался лист графена с закрепленными краями в 
процессе релаксации (итоговая структура показана на рис. 2). Края 
графена были закреплены с помощью периодических граничных условий, 
то есть реализовался численный эксперимент, где наночастица Ni лежит 
на бесконечном листе графена. Такой вариант граничных условий был 
выбран поскольку это имитирует графен как оболочку (или как часть 
стенки огромной УНТ). В результате наблюдается поведение, аналогично 
предыдущему случаю: наночастица прикрепляется к листу графена. Чем 
дальше расположить частицу от листа, тем дольше она будет двигаться по 
направлению к нему, однако даже на расстоянии 10 Å силы 
взаимодействия между листом графена и частицей достаточно сильны. 
Лист графена изгибается в результате взаимодействия с частицей, как и 
оболочка нанотрубки. 

 

 
Рис. 2. Лист графена, с закрепленной на нем наночастицей Ni 

 
В ходе проведенного моделирования было выявлено следующее: 
1) Потенциал Морса с аккуратно подобранными параметрами 

может быть использован для изучения систем никель-графен; 
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2) Рассмотренные полиморфы углерода интенсивно контактируют с 
металлической наночастицей, а именно: происходит ее притяжение к 
поверхности графена или стенке нанотрубки; 

3) Взаимодействие с наночастицей Ni приводит к деформации 
оболочки углеродной нанотрубки и листа графена.  

Полученные в работе результаты могут быть использованы для 
исследования объемных углеродных структур, содержащих наночастицы 
металла в порах. 

 
Авторы благодарят грант Президента Российской Федерации для 

государственной поддержки молодых российских ученых - докторов 
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УСТОЙЧИВОСТЬ К ФАЗОВОМУ РАССЛОЕНИЮ 
СИСТЕМ ТИПА 𝑳𝒂𝟐−𝒙 𝑺𝒓𝒙𝑪𝒖𝑶𝟒 

Шадрин А.В., Панов Ю.Д. 
Уральский Федеральный Университет имени Б.Н.Ельцина 

г. Екатеринбург, Россия 
 

1. Введение 
Исследование устойчивости термодинамических систем при 

наблюдаемом фазовом расслоении является интересной задачей. 
Неоднородные состояния системы сложны для изучения, однако они 
заключают в себе самые разнообразные свойства, например, сложные 
фазовые переходы, критические индексы, термодинамические показатели 
и т.д. Решение данной задачи позволяет хорошо описать поведение 
системы, выделить интересующие в конкретном случае параметры.  

Конкретно в данной работе рассматривается спин-псевдоспиновая 
модель, введенная для описания конкурирующих зарядового и 
магнитного порядков в классе высокотемпературных сверхпроводников, 
а именно в купратах. Рассматривается разбавленный  изинговский 
антиферромагнетик с фиксированным значением полного заряда 
немагнитных примесей. Для описания вводится псевдоспиновый 
формализм 𝑆 = 1 [1,2], которым описывается зарядовый триплет (0 ± 1) в 
плоскостях  𝐶𝑢𝑂2 высокотемпературных сверхпроводников типа 
𝐿𝑎2−𝑥  𝑆𝑟𝑥𝐶𝑢𝑂4. Возможные значения заряда на центрах (𝐶𝑢 𝑂4

7−, 𝐶𝑢 𝑂4
6−, 

𝐶𝑢 𝑂4
5−), номинально соответсвующие 𝐶𝑢1+ − 𝐶𝑢2+ − 𝐶𝑢3+, 

сопоставляются с тремя возможными проекциями псевдоспина 𝑆 = 1. 
Проекции 𝑆 = 0 соответсвуют 2 магнитных состояния, обладающие 
обычным спином 𝑠 = 1/2. Гамильтониан системы зависит от 
псевдоспинового взаимодействия внутри узла и между узлами, а именно 
от параметров отталкивания зарядов 𝜟 и 𝑉, а так же от обменного 
взаимодействия спинов 𝐽. Одним из интереснейших следствий является 
образование фазового расслоения "антиферромагнетик - зарядовая 
капля", при сильном спиновом обмене в сравнении с межузельным 
отталкиванием (𝐽/𝑉 ≫ 1) [3]. 

Для решения задачи о моделировании системы используется 
алгоритм CUDA (Compute Unified Device Architecture) для видеокарт 
NVIDIA, где реализуются состояния решетки в соответсвии с алгоритмом 
Метрополиса в классическом методе Монте-Карло при плавном 
понижении температуры вплоть до основного состояния. Метод 
позволяет получить термодинамические характеристики, необходимые 
для исследования системы. 
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2.Модель 
Мы предлагаем модель [3], описывающую конкуренцию зарядового и 

магнитного порядков в плоскостях 𝐶𝑢𝑂2 высокотемпературных 
сверхпроводников типа 𝐿𝑎2−𝑥  𝑆𝑟𝑥𝐶𝑢𝑂4 (см. рис.1). 3 значения 
валентности 𝐶𝑢 образуют зарядовый триплет 𝐶𝑢1+ − 𝐶𝑢2+ − 𝐶𝑢3+, 
который мы сопоставляем с возможными проекциями псевдоспина 𝑆 = 1. 
Состоянию 𝑆 = 0 соответствуют 2 магнитных состояния, описываемых 
спином 𝑠 = 1/2. Гамильтониан системы описывается соотношением: 

 
𝐻 = ∆ 𝑆𝑖𝑧

2 

𝑖

+ 𝑉  𝑆𝑖𝑧 

<𝑖𝑗>

𝑆𝑗𝑧 + 𝐽  𝑠𝑖𝑧 

<𝑖𝑗>

𝑠𝑗𝑧  1 − 𝑆𝑖𝑧   1 − 𝑆𝑗𝑧  , 

где под знаком < 𝑖𝑗 > подразумевается суммирование по ближайшим 
соседям. Первое слагаемое отвечает за кулоновское взаимодействие на 
одном узле, второе - за кулоновское отталкивание на соседних узлах, 
третье - за изинговское обменное взаимодействие так же на соседних 
узлах. Из формулы видно, что между узлами присутствует либо зарядовое 
взаимодействие, либо спин-спиновое (что полностью отвечает 
представлению о том, что проекция псевдоспина 𝑆 = 0 соответствует 
двум магнитным состояниям). 

 
Рис. 1. а) Кристаллическая структура соединения 𝐿𝑎2−𝑥  𝑆𝑟𝑥𝐶𝑢𝑂4; 

б) Структура плоскости 𝐶𝑢𝑂2 
 

Фазовые диаграммы основного состояния были исследованы в 
приближении среднего поля. Предсказанный результат 
антиферромагнитного упорядочения в основном состоянии в пределе 
сильного обмена сопоставлялся с результатами компьютерного 
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моделирования. Последнее показало, что наблюдаются 2 фазовых 
перехода при параметрах системы 𝛥 =  0.3,𝑉 = 0.1, 𝐽 = 1,𝑛 < 0.5 при 
понижении температуры: сначала происходит переход из 
неупорядоченного состояния (НУ) в антиферромагнетик (АФМ) с 
вкраплением маленьких зарядовых областей, затем эти области 
сливаются в одну большую зарядовую каплю, расположенную в 
антиферромагнитном окружении. 

 

 
 

Рис. 2. Сплошными линиями представлен расчет в приближении среднего поля 
(ПСП), точками – результаты компьютерного моделирования. Слева – фазовая 

диаграмма 𝑇 − 𝛥 для параметров 𝑛 = 0.1, 𝐽 = 1,𝑉 = 0.1. Наблюдается 
образование зарядовой капли при понижении температуры при параметре 

𝛥 > −0.2. Справа – фазовая диаграмма  𝑇 − 𝛥 для параметров  
𝑛 = 0.1, 𝐽 = 1,𝑉 = 1. Образование зарядовой капли не наблюдается 

 
Так же, с помощью численного эксперимента, была построена 

фазовая диаграмма $T - n$ (см. рис.2, слева), показывающая, какие 
конфигурации наблюдаются при изменении температуры и концентрации 
заряда. Интересующая нас область выделена пунктирными линиями. 
Именно здесь наблюдается зарядовая капля, параметры которой нас 
интересуют. Остальные участки диаграммы в данной работе 
рассматриваться не будут, однако они не менее интересны в рамках 
исследования сверхпроводящих систем как основа для дальнейших 
физических предсказаний. 

При параметрах слабого обменного взаимодействия зарядовая капля 
не образуется (см. рис.2, справа). Это объясняется тем, что при 𝐽/𝑉 ≈ 1 
становится энергетически невыгодным для зарядов собираться в одну 
большую каплю. Это состояние соответствует большой энергии 
отталкивания, и чем ближе будут находиться заряды, тем сильнее они 
отталкиваются. Соответственно, заряды будут избегать возникновения 
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капли, тогда как при параметрах 𝐽/𝑉 ≫  1 сильное обменное 
взаимодействие вынудит их собраться в одной области. Именно поэтому 
мы рассматриваем такие параметры задачи. 

3. Химический потенциал и сжимаемость
В данной задаче вводятся такие термодинамические величины как

химический потенциал и сжимаемость. Сущность этих характеристик 
системы следует из способа их определения, а именно: химический 
потенциал определяется как первая производная свободной энергии 𝐹 по 
концентрации 𝑛, а сжимаемость – как вторая производная 𝐹 по 𝑛. По 
первой производной мы можем говорить об экстремумах свободной 
энергии, но главной задачей является исследование устойчивости 
системы, поэтому необходимо знать минимумы этой функции, а, 
следовательно, необходимо знать знак второй производной. 
Устойчивыми к изменению концентрации заряда системы состояниями 
мы будем называть такие состояния, сжимаемость которых меньше нуля 
((𝜕2𝐹/𝜕𝑛2)𝑇 < 0).

Свободная энергия системы находится из термодинамического 
соотношения: 𝐹 = 𝐸 − 𝑇𝑆. Алгоритм компьютерного моделирования 
системы позволяет рассчитывать такие термодинамические 
характеристики как внутреннюю энергию 𝐸 и теплоемкость 𝐶, но не 
энтропию 𝑆. Энтропию можно найти с помощью интегрирования по 
формуле: 𝑆 =

𝐶(𝑇 ′)

𝑇 ′ 𝑑𝑇 ′𝑇

0
. Для нахождения необходимых производных и 

интегралов используются численные методы. В данной работе 
использовалась схема трѐхточечного дифференцирования и метод левых 
прямоугольников для интегрирования. Более точные схемы и методы не 
приводят к значительным улучшениям результатов расчетов. 

4. Результаты
Результатом данной работы являются зависимости химического

потенциала и сжимаемости от температуры. Химический потенциал 
µ = (𝜕𝐹/𝜕𝑛)𝑇  представлен на рис.3. Так же, в приближении среднего
поля была получена зависимость химического потенциала от параметров 
𝑛, â = 1/𝑇, ó, Ä, 𝐽,𝑉 [4]: 

µ = 𝑉𝑛 − Ä +
1

â
ln 

1 + 𝑛

−𝑛 cosh â𝐽ó +   1 − 𝑛2 𝑒−2âÄ + 𝑛2 cosh2 â𝐽ó
 , 

где ó описывает магнитное состояние системы. 
Заметим, что линия, отвечающая численному эксперименту, наглядно 

демонстрирует 2 фазовых перехода. Первому переходу соответствует 
плавное изменение параметра ó от 0 (неупорядоченное состояние) до 1 



76 

 

(антиферромагнитный порядок). Наглядно представить себе это 
изменение можно, если на рис.3 при понижении температуры до фазового 
перехода начать плавно изгибать линию вверх (что соответствует 
увеличению ó), а после фазового перехода сопоставить еѐ с линией 
антиферромагнитного упорядочения. Резкий скачок значения µ при 
𝑇/𝐽 =  0.45 соответствует флуктуациям, возникающим при фазовом 
переходе, что приводит к неточному результату, полученному с помощью 
алгоритма Метрополиса. 
 

 
 

Рис. 3 Зависимость химического потенциала от температуры. Параметры 
системы: Ä = 0.5, 𝑉 = 0.1, 𝐽 = 1,𝑁 = 64𝛸64. Выделены области: 1 - отвечает 

фазовому переходу из неупорядоченной системы в антиферромагнетик; 2 - 
отвечает фазовому переходу ''антиферромагнетик - антиферромагнетик+зарядовая 

капля''. Синяя ломаная линия соответствует µ из численного эксперимента, 
желтая плавная линия - µ в приближении среднего поля (ПСП) для 

антиферромагнитного упорядочения, синяя плавная линия - µ в ПСП для 
неупорядоченного состояния. 

 
Второму же переходу соответствует отклонение значения от чистого 

антиферромагнитного упорядочения. В теории среднего поля было 
предсказано значение химического потенциала в основном состоянии 
µ =  Ä +  𝐽 /𝑠𝑔𝑛(𝑛)  +  𝑛(4𝑉 −  𝐽) [4] . Подставляя наши параметры в 
выражение, получим значение µ =  1.44. Но кривая численного 
эксперимента изгибается и выходит на значение вблизи 1.2. Это 
соответствует образованию зарядовой капли и последующей еѐ 
стабилизации. 

На рис.4 представлена зависимость сжимаемости от температуры и 
наглядно визуализированы состояния решетки при 
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𝑇/𝐽 = 0.66; 0.36; 0.074; 0.03. Наблюдается, что до первого фазового 
перехода реализуется устойчивое (𝜕2𝐹/𝜕𝑛2 > 0) неупорядоченное 
состояние. После него вторая производная меняет знак, что говорит о 
неустойчивости фазы. В действительности, наблюдаемое 
антиферромагнитное упорядочение "разбавляется" вкраплениями 
зарядов, которые нарушают равновесие системы, хаотично двигаясь по 
решетке. 

 

 
Рис. 4. Зависимость сжимаемости от температуры. Параметры системы: Ä = 0.5,
𝑉 = 0.1, 𝐽 = 1,𝑁 = 64𝛸64. Синими точками отмечены данные численного 

эксперимента. Зелѐная кривая соответствует приблизительной 
аппроксимационной кривой. Красная кривая соответствует аппроксимационной 
кривой при увеличении количества шагов обработки системы в компьютерном 

моделировании 
 
При приближении ко второму фазовому переходу вторая 

производная начинает немного возрастать, но остается отрицательной. 
Заряды, двигавшиеся хаотично, начинают образовывать небольшие 
кластеры, которые при 𝑇/𝐽 ≈ 0.075 образуют каплю. Это большое 
образование еще не включает в себя все заряды, поэтому всѐ еще является 
нестабильным. Только при 𝑇/𝐽 = 0.03 все заряды соберутся в 1 каплю, и 
в этой точке 𝜕2𝐹/𝜕𝑛2 = 0, и дальше только немного увеличивается. 

Затем, численный эксперимент был повторен с увеличением 
количества шагов на температурную точку. Целью ставилось сгладить 
зависимости химического потенциала и сжимаемости, однако был 
получен неожиданный результат. Флуктуации значений не только не 
уменьшились, но и увеличились, а так же качественно изменилась кривая 
зависимости сжимаемости. На рис.4 изображена красная кривая, 
отвечающая данному изменению. Отрицательная область, отвечающая 
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логично описанному неустойчивому состоянию, не восстанавливается 
при более «точном» расчете. Единственный восстановленный результат – 
выход зависимости на 0 при приближении 𝑇/𝐽 к 0, что соответствует 
образованию в основном состоянии зарядовой капли.  

 
5. Выводы 
В данной работе мы изучали условия устойчивости 

антиферромагнитной фазы разбавленной заряженными немагнитными 
примесями в двумерной спин-псевдоспиновой модели на квадратной 
решетке 64𝛸64. Модель используется для описания конкуренции 
зарядовой и магнитной подсистем в плоскостях ВТСП купратов. 
Исследования были проведены с использованием классического Монте-
Карло. Были получены зависимости химического потенциала µ и 
сжимаемости (𝜕2𝐹/𝜕𝑛2)𝑇  от температуры.  

Зависимость химического потенциала от температуры качественно 
согласуется с полученным выражением в приближении среднего поля для 
антиферромагнитного упорядочения до момента образования зарядовой 
капли. Это указывает на фазовый переход, который наблюдается в виде 
сгущения зарядов в одном месте решетки. 

Зависимость сжимаемости от температуры позволяет качественно 
определить, в какой момент капля становится устойчивой. Однако в 
нашей работе возникают качественные расхождения кривой при разной 
точности расчета. Мы делаем вывод о том, что алгоритм Метрополиса, 
использованный при компьютерном моделировании системы, 
недостаточно точно описывает поведение системы в области фазового 
перехода, и может выдавать разные результаты для различной точности 
расчета.  

Найденные в результате численного моделирования методом Монте-
Карло термодинамические характеристики показывают качественную 
неполноту метода среднего поля. Метод, использованный в данной 
работе, позволяет точнее определить условия фазовых переходов, 
убедиться в их соответствии теоретическим представлениям об 
устойчивости. 
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СИНЕРГИЧЕСКИЙ ЭФФЕКТ В РЕАКЦИИ ИНИЦИИРОВАННОГО 

ОКИСЛЕНИЯ ЭТИЛБЕНЗОЛА ДОБАВКАМИ 
НИТРОКСИЛЬНОГО РАДИКАЛА И α-НАФТИЛАМИНА 

Гарифуллина Г.Г., Куракбаева Л.Д., Насретдинова Р.Н. 
Башкирский государственный университет, г. Уфа, Россия 

 
На примере модельной реакции инициированного окисления 

этилбензола изучены антирадикальные свойства 3-х нитроксльных 
радикалов и α-нафтиламина. Антирадикальная активность исследованных 
веществ количественно охарактеризована эффективной константой 
скорости ингибирования Infk  

Ключевые слова: ингибиторы жидкофазного окисления, константа 
скорости реакции, синергизм. 

 
Введение 

Ингибиторы окисления (антиоксиданты) широко используются для 
стабилизации пластмасс и синтетических волокон, каучуков и смазочных 
материалов, углеводородного топлива, растворителей, полупродуктов 
органического синтеза и пищевых продуктов[1]. Уникальные химические 
свойства нитрокисльных радикалов отражаются в их способности 
стабилизировать органические соединения как на уровне живых 
организмов, так и в реальных технологических процессах. 
Нитроксильные радикалы обладают противоопухолевой активностью и 
способны улучшать химиотерапевтические свойства применяемых в 
клинике цитостатиков[2].  

Нами испытаны   3 нитроксильных радикала и α-нафтиламин с 
использованием классических методов исследования реакций 
жидкофазного окисления органических соединений: манометрического 
метода по поглощению кислорода. 

 
Методика эксперимента 

Антирадикальные свойства нитроксильных радикалов и α-
нафтиламина изучали на модельной реакции инициированного 
радикально-цепного окисления этилбензола в кинетическом режиме при 
348 К. В качестве инициатора окислительного процесса использовали 
азодиизобутиронитрил (АИБН). Инициированное окисление этилбензола 
в стандартных условиях эксперимента протекает в кинетическом режиме 
по радикально-цепному механизму с квадратичным обрывом цепи по 
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реакции (VI) и включает общий для большинства органических 
соединений ряд элементарных стадий1 [3-5]: 

 r2I ,   RrHRHr     (i) 
  22 ROOR     (I) 
  RROOHRHRO2     (II) 

  HOROROOH    (III) 

222 Pr  RORO    (VI). 
В присутствии ингибитора обрыв цепи на радикалах RO2

 протекает 
по реакциям: 

  InROOHInHRO2    (VII) 

Pr2   InRO                                        (VIII) 
  RInHRHIn                                  (X) 

где I – инициатор, RH – субстрат окисления, InH – ингибитор, Pr – 
молекулярный продукт, R  и 

2RO  - алкильные и пероксильные 
радикалы этилбензола соответственно. 

В качестве количественной характеристики антирадикальной 
активности использовали эффективную константу ингибирования Infk , 

где f - емкость ингибитора, показывающая число радикальных 
интермедиатов, погибающих на одной молекуле ингибитора в актах 

обрыва цепи, ink  - константа скорости обрыва цепи окисления на 
ингибиторе [7].  Эффективную константу скорости ингибирования 
определяли путем измерения влияния добавок исследованный 
соединений на скорость окисления модельного субстрата. 
Измерительным инструментом служила универсальная манометрическая 
дифференциальная установка (УМД), устройство которой подробно 
описано в монографии[6].  

 
Результаты и обсуждение 

Исследовано влияние 3-х нитроксильных радикалов и α-нафтиламина 
на окисление этилбензола: 

                                           
1 Принята традиционная для механизма окисления нумерация 
элементарных стадий. 
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2,2,5,5-тетраметил-3-оксо-4-фенил-3-имидазолин-1-оксил (АО1), 4-
карбомоил-2,2,5,5-тетраметил-3-имидазолин-1-оксил  (АО2), 2,2,5,5-
тетраметил-4-циано-3-имидазолин-1-оксил (АО3),α-нафтиламин (АО4).  

В отсутствии ингибирующих добавок кинетическая кривая 
поглощения кислорода имеет линейный вид, порядок реакции по 
кислороду нулевой, что является подтверждением наличия кинетического 
режима окисления модельного субстрата [3].  

Введение в реакционную смесь исследуемых веществ приводит к 
снижению начальной скорости окисления модельного субстрата 
вследствие обрыва цепи на молекулах аминов по реакции (7) [RO2

 
+InHIn + ROOH]. 

Установлено, что добавки нитроксильных радикалов и α-
нафтиламина АО (1-4) снижают начальную скорость окисления 
этилбензола, что служит очевидным доказательством их 
антиокислительного действия. Наглядной моделью служат типичные 
кинетические кривые поглощения кислорода при окислении этилбензола, 
приведѐнные на рис. 1, 2, 3, 4, в отсутствии и при наличии исследуемых 
производных нитроксильных радикалов и α-нафтиламина. 

0 200 400 600 800 1000 1200
0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

t, сек

1

2
3

4

5

O2, отн. ед.

 
 

Рис. 1. Кинетическая кривая поглощения кислорода этилбензолом в отсутствии 
(1) и в присутствии АО1:  

2 – 0,125·10-3 моль/л, 3 – 0,375·10-3 моль/л, 4 – 0,625·10-3 моль/л, 
5 – 0,875·10-3 моль/л 

Vi=2,9·10-7 моль/л·c, Т=348 К 
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Рис. 2. Зависимость функции F от концентрации [АО1] 
 
С использованием программы MNK вычислены величины начальных 

скоростей окисления модельного субстрата при различных 
концентрациях добавленных нитроксильных радикалов и α-нафтиламина. 
Показано, что с повышением концентрации исследуемых веществ 
наблюдается закономерное снижение скорости поглощения кислорода. 

Начальная скорость поглощения кислорода в зависимости от 
концентрации добавленного антиоксиданта АО1представлена в таблице 
1. 

В присутствии добавок нитроксильных радикалов и α-нафтиламина 
реакция протекает в радикально-цепном режиме. При сохранении 
цепного режима окисления справедливо следующее соотношение [1]: 

  iIn VkAOfk
V
V

V
VF 60

0

0

0

0
0 2 ,     (уравнение 1) 

где [АО] - концентрация ингибитора, моль/л; V0
O и VO – начальные 

скорости поглощения кислорода в отсутствие и при наличии 
антиоксиданта, моль/лс; Vi– скорость инициирования окислительного 
процесса, моль/лс; f– радикалоѐмкость антиоксиданта; kIn и 2k6 – 
константы скорости гибели цепи окисления на антиоксиданте и 
квадратичного обрыва цепи на пероксильных радикалах субстрата 
соответственно; величина 2k6 для этилбензола равна 4107 л/мольс [6]. 
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Таблица 1. 
Начальные скорости окисления этилбензола в присутствии разных 

концентраций АО1; Т=348К 
 
[АО1]104, моль/л VO2106, моль/лс F, отн. ед. 

0,00 5,01 0 
1,25 4,63 0,12 
3,75 3,91 0,37 
6,25 3,40 0,62 
8,75 2,78 0,87 

 
Экспериментальные данные удовлетворительно спрямляются в 

координатах уравнения 1 с высоким коэффициентом корреляции. С 
учетом литературных данных для константы 2k6 вычислены эффективные 
константы скорости ингибированияf·kIn, величина которых представлены 
в табл. 2. 

 
Таблица 2 

Эффективные константы скорости ингибирования f·kIn 
для исследованных веществ 

 
Вещество f·kIn·10-4, л/моль·с 

АО1 1,10 ± 0,11 
АО2 0,44 ± 0,07 
АО3 0,51 ± 0,08 
АО4 1,02 ± 0,10 

 
Практический интерес представляет возможность удлинения срока 

действия ингибиторов – нитроксильных радикалов за счет их 
синергетического эффекта при их совместном использовании[8-11]. Для 
выявления вклада каждого из соединений на суммарную эффективность 
их антиокислительного действия нами было изучено ингибирующее 
действие 2-х систем на основе смеси нитроксильных радикалов и α-
нафтиламина на модельной реакции инициированного окисления 
этилбензола.  Мольная доля каждого из компонентов варьировалось в 
интервале 0-100%. Суммарная концентрация антиоксидантов во всех 
опытах составляла 1·10-4 моль/л. Для системы на основе АО3 и АО4 с 
мольной долей АО3 в 50% в 1,3 раза превосходит эффект суммарного 
воздействия индивидуальных компонентов (рис. 3). Это свидетельствует 
о синергетическом взаимодействии двух веществ.  
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На основе литературных данных представлена возможная схема 
совместного действия двух ингибиторов: синергизм ингибиторов может 
быть обусловлен различными механизмами тормозящего действия: т.е. 
один ингибитор, именно  α-нафтиламин  обрывает цепи по реакции  с 
пероксильными радикалами; другой -  нитроксильный радикал – 
активный акцептор алкильных радикалов [8-10]. 

X(АО3), %
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Рис. 3. Зависимость начальной скорости окисления этилбензола от мольной 
доли содержания АО3 в ингибирующей композиции; 

слмольVi   /109,2 7 , T=348 К 

ВЫВОДЫ 

1. Для 3-х нитроксильных радикалов и α-нафтиламина определены
количественные параметры ингибирования: эффективные константы 
скорости ингибирования f·k

In
, (величина f·k

In
находится в интервале (0,44-

1,1)·10
4
л/моль·с). 

2. Для ингибирующей композиции2,2,5,5-тетраметил-4-циано-3-
имидазолин-1-оксил(АО3) + α-нафтиламин (АО4), наблюдается эффект 
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синергизма – усиление эффекта торможения в 1,3 раза при их совместном 
введении для реакции окисления этилбензола. 
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УДК   159.9  
АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ ЕДИНОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО 

ЭКЗАМЕНА ПО ХИМИИ 
В РЕСПУБЛИКЕ БАШКОРТОСТАН ЗА 2018 ГОД 

Гарифуллина Г.Г., Насретдинова Р.Н. 
Башкирский государственный университет, г. Уфа, Россия 

 
В Республике Башкортостан во всех этапах проведения ЕГЭ-2018 по 

химии участвовали 3748 человек, из которых 3 545 -  выпускники 
республиканских общеобразовательных организаций (школ, гимназий, 
лицеев) текущего года; 167 – выпускника прошлых лет и выпускники 
учреждений профессионального образования, и 1  выпускник, не 
завершивший среднее (полное) образование. Средний балл, показанный 
первыми, равен 55,2 баллам, вторыми – 34,2 баллам, в среднем – 54,4 
баллам. В прошлом году средний балл по республике был равен 56,6 
баллов. Всего 535 выпускников школ, к сожалению, не смогли 
преодолеть минимальный порог в 36 баллов, что составляет 14,3% (в 2017 
году – 12,7%). Процент «высокобалльных» работ (более 80 баллов)  равен 
5,4%. Шесть выпускников республики получили по химии 100 
максимальных тестовых баллов. 

В контрольно-измерительных материалах по химии в 2018 г. по 
сравнению с 2017 г. были приняты следующие изменения.  

1. В части 1 работы изменен формат шести заданий базового уровня 
сложности с кратким ответом.  

2. В части 2 добавлены два задания (30 и 31)  в новой редакции, 
каждое из которых оценивается 2-мя первичными баллами. 

3. Общее число заданий составляет 35 вместо 34 заданий в 2017г. 
4. Задание под номером 35 на установление молекулярной формулы 

оценивается 3-мя первичными баллами (в 2017году – 4 балла). 
5. За правильное выполнение всех  35 заданий можно было 

получить 60 первичных баллов, что равно 100 тестовым баллам. 
Анализ выполнения заданий показывает, что по заданиям первой 

части низкий процент выполнения наблюдается по следующим заданиям: 
задания 7- 10, 16- 19, 21, 25 и 26. Из заданий на развернутый ответ самый 
низкий процент выполнения (в 9%) имеет 35 задание.  Далее по 
сложности выполнения идут задания: 32 (выполнено по республике на 
все максимальные 4 первичных балла на  11,5%,  34 ((выполнено по 
республике на все максимальные 4 первичных балла на  11,7%,  33 
выполнено по республике на максимальные 5 первичных балла на  
18,9%),   

Следует отметить, что особую трудность вызывает у выпускников 
решение расчетных задач. В 2017 году расчетные задачи включали 
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«изюминку – элемент» - часть вещества разложилось. В качестве примера 
предлагаем следующую задачу.  «При нагревании нитрата серебра часть 
вещества разложилось. При этом образовался твердый остаток массой 
88г. К этому остатку добавили 200г 20%ного раствора соляной кислоты. 
При этом образовался раствор массой 205,3г с массовой долей кислоты 
15,93%. Определить объем смеси газов, выделившихся в реакции 
разложения нитрата серебра».   Выпускники без жалости разложили весь 
образец исходного нитрата серебра, по этой простой причине твердый 
остаток у них представляет собой только серебро, в то время как в 
твердом остатке находится еще часть не разложившегося нитрата 
серебра.  На данный алгоритм были предложены задачи по термическому 
разложению карбонатов, гидрокарбонатов, нитратов  металлов. Задача на 
термическое разложение карбоната бария: «При нагревании карбоната 
бария часть вещества разложилось, при этом выделилось 4,48л газа. К 
образовавшемуся твердому остатку последовательно добавили 100мл 
воды и 200г 20%ного раствора сульфата натрия. Вычислить массовую 
долю гидроксида натрия в полученном растворе». По этой задаче масса 
твердого остатка складывается из массы образовавшегося оксида бария и 
неразложившегося карбоната бария. 

В 2018 году расчетные задачи  в вариантах КИМов по химии были 
предложены  на тему «Электролиз водных растворов солей». Проблемы у 
выпускников возникли уже на стадии оформления уравнения  реакции 
электролиза водных растворов солей.  Интересная часть этих задач  
заключается  еще в том, что электролиз  водных растворов был проведен 
на разложение только определенной части исходной соли. Расчет 
глубины электролиза выпускники должны были вычислить по данным 
продуктов процесса электролиза. Множество ошибок наблюдается на 
стадии расчетов массы растворенного вещества и массы полученного 
раствора после проведения химических реакций. По-видимому, у 
выпускников нет четкого понимания данных понятий в каждом 
конкретном случае решения расчетной задачи. 

В последние  годы задание 32  оформляется  в виде описания 
мысленного эксперимента. Предлагаем методические рекомендации для 
подготовки выпускников к заданию 32. Важный момент! Тип реакции, 
продукты реакции определяются свойствами исходных реагентов! На 
первом этапе необходимо по названиям реагентов написать химические 
формулы. В дальнейшем с использованием подсказок необходимо 
выбрать тип реакции  и написать химические формулы всех продуктов 
реакции. Основная трудность задания 32 заключается в том, что 
продукты первой реакции являются исходным веществом для второй 
реакции, продукты второй реакции являются исходным веществом для 
третьей стадии процесса и т.д. Для предотвращения названных ошибок 
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необходимо использовать подсказки в задании: цвета  растворов, запах 
газов, цвета осадков, фазовое состояние продуктов реакции. Важно 
помнить качественные реакции на катионы, анионы, тривиальные 
названия химических веществ. В качестве примера предлагаем 
следующие  реакции: 

• Fe + 6H2SO4(конц) = Fe2(SO4)3 + 3SO2 + 6H2O  
• Восст-ль!        Окисл-ль!         ОВР!  
• Fe + H2SO4  = FeSO4 + H2  
• Восст-ль! Окисл-ль!               ОВР!  
• FeSO4 + 2NaOH = Fe(OH)2 + Na2SO4  
• Электролит!   Электролит!                 Обменная реакция! 
• Fe  + 2HCl = FeCl2 + H2  
• Восст-ль.    Окисл-ль.                   ОВР! 
• 2Fe + 3Cl2   =  2FeCl3  
• Восст.    Окисл-ль             ОВР! 
Для первых двух реакций тип реакции -  только ОВР, так как есть 

окислитель, есть восстановитель. Для данных двух реакций исходные 
вещества совершенно одинаковы, отличие только в концентрации серной 
кислоты, что и определяет природу образующихся продуктов. В 
концентрированной серной кислоте окислителем является сера в высшей 
степени окисления, в отличие от разбавленной серной кислоты, где 
окислителем являются протоны кислоты. Типичные ошибки участников 
ЕГЭ по химии по этому заданию: 

1) Несколько выпускников написали, что железо пассивируется 
концентрированной серной кислотой,  нет реакции. Причина – упустили в 
задании слово « в горячей кислоте»! 

2) Ошибки в продукте окисления железа, а именно получили соль 
железа в степени окисления  +2. Не учли подсказку об образовании 
бурого осадка в результате последующей реакции. 

3) Ошибка в продукте восстановления: много работ, где участники 
ЕГЭ написали продуктом восстановления  молекулу водорода! Но в 
составе концентрированной серной кислоты окислителем является сера в 
высшей степени окисления, поэтому продуктом ее восстановления 
является оксид серы.  

Для третьей реакции реализуется обменный процесс, так как 
исходные вещества электролиты, выполняется условие протекания 
обменной реакции – образование осадка  гидроксида железа  (II). Для 
последних двух систем – только окислительно- восстановительный 
процесс. По реакции железа с молекулой хлора образуется злорид железа 
(III),  в отличие от продукта реакции железа с соляной кислотой, в 
результате которой образуется хлорид железа (II).  Причина кроется в 
силе окислителя: молекула хлора как сильный окислитель отнимает от 
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восстановителя железа все три электрона, протоны от соляной кислоты , 
как слабый окислитель  - только два электрона. 

В новой редакции были предложены два задания  В качестве примера 
предлагаем следующий вариант 

Для выполнения заданий 30, 31 используйте следующий перечень 
веществ: перманганат калия, гидрокарбонат калия, сульфит натрия, 
хлорид серебра(I), гидроксид калия. Допустимо использование водных 
растворов веществ.  

30. Из предложенного перечня веществ выберите вещества, между
которыми возможна окислительно-восстановительная реакция. В ответе 
запишите уравнение только одной  реакции. Составьте электронный 
баланс, укажите окислитель и восстановитель. 

31. Из предложенного перечня веществ выберите вещества, между
которыми возможна реакция ионного обмена. Запишите молекулярное, 
полное и сокращенное ионное уравнения только одной  реакции.  

В ответе на 30 задание нужно было записать одну из двух возможных 
вариантов ответа: 

2KMnO4 + Na2SO3 + 2KOH = 2K2MnO4 + Na2SO4 + + H2O 
или 
2KMnO4 + 3Na2SO3 + H2O = 2MnO2 + 3Na2SO4 + 2KOH  
На 31 задание ответ следующий: 
2HCl + Na2CO3 = 2NaCl + CO2↑ + H2O 
2H+ + 2Cl− + 2Na+ + CO3

2− = 2Na+ + 2Cl− + CO2↑ + H2O
2H+ + CO3

2− = CO2↑ + H2O
Известны демоверсии КИМов по химии для ЕГЭ в 2019 году. Какие 

есть изменения? Принципиальных изменений по сравнению с КИМами 
2018 года нет. В первой части число заданий составляет 29, за эти 
задания, число заданий на развернутый ответ -  6. В сумме 60 первичных 
баллов. Минимальный порог по химии в 2019 г установлен в 36 тестовых 
(14 первичных) баллов. 

В заключение статьи предлагаем  полезные ссылки: 
• Сайт ФИПИ www.fipi.ru:
• документы, определяющие структуру и содержание КИМ ЕГЭ

2019 года; 
• Открытый банк заданий ЕГЭ;
• Учебно-методические материалы для председателей и членов

региональной предметной комиссии по проверке заданий с развернутым 
ответом экзаменационных работ; 

• Аналитические отчеты о результатах экзамена, методические
рекомендации по выполнению заданий 30-35. 

© Гарифуллина Г.Г., Насретдинова Р.Н., 2019 г. 

http://www.fipi.ru/
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ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÓÑËÎÂÈÈ ÎÁÐÀÒÈÌÎÑÒÈ ÏÎ ÝÐÅÍÏÐÀÉÑÓ

Àáóçÿðîâà Í. Ô1, Áóðõàíîâà Ý. Ð. (Óôà, ÁÃÓ)

Ââåäåíèå

Ïóñòü P � àëãåáðà Øâàðöà, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ öåëûõ ôóíêöèé
ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà è ïîëèíîìèàëüíîãî ðîñòà íà âåùåñòâåí-
íîé îñè:

ϕ ∈ P⇐⇒ ϕ ∈ H(C), ∃C > 0 : |ϕ(z)| ≤ C(1+|z|)CeC|Im z| ∀z ∈ C.

Ôóíêöèÿ ϕ ∈ P ìåäëåííî óáûâàåò, åñëè ∃a > 0, òàêîå, ÷òî
∀x ∈ R ∃x′ ∈ R : |x− x′| ≤ ln (1 + |x|), |ϕ0(x

′)| ≥ (a+ |x′|)−a.
Òåîðåìà äåëåíèÿ. (Ë. Ýðåíïðàéñ, [1,Òåîðåìà 2.2]) Ìåäëåí-

íîå óáûâàíèå ôóíêöèè ϕ ∈ P ýêâèâàëåíòíî åå îáðàòèìîñòè ïî
Ýðåíïðàéñó â P, òî åñòü ñïðàâåäëèâîñòè èìïëèêàöèè:

Φ ∈ P, Φ/ϕ ∈ H(C) =⇒ Φ/ϕ ∈ P.

Èçâåñòíî, ÷òî óñëîâèå

lim
j→∞

mj

|Im aj|+ ln |Reaj|
<∞ (1)

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ îáðàòèìîñòè ïî Ýðåíïðàéñó ôóíêöèè
ϕ ∈ P ñ íóëåâûì ìíîæåñòâîì {(aj;mj)}, ãäå mj � êðàòíîñòü íóëÿ
aj ∈ C ([1, ïðåäëîæåíèå 6.1]).

Íàìè ïîëó÷åíî áîëåå ñèëüíîå, ÷åì (1), íåîáõîäèìîå óñëîâèå äëÿ
ñëó÷àÿ, êîãäà âñå íóëè ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè âåùåñòâåííû.

1Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò � 18-11-00002).
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Íåîáõîäèìîå óñëîâèå îáðàòèìîñòè ïî Ýðåíïðàéñó

Ïóñòü M = {µk}, k ∈ Z \ {0}, � âåùåñòâåííàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü òàêàÿ, ÷òî

· · · ≤ µ−2 ≤ µ−1 < 0 < µ1 ≤ µ2 ≤ . . . ,

ψ(z) = lim
R→∞

∏
|µk|≤R

(
1− z

µk

)
(2)

� öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
m(z, t) ÷èñëî òî÷åê µk â êðóãå |w − z| ≤ t.

Òåîðåìà 1. Åñëè îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé (2) ôóíêöèÿ ψ ∈ P è
îáðàòèìà ïî Ýðåíïðàéñó, òî

lim
|x|→∞

m(x, 1)

ln |x|
<∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû íå
âåðíî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

xj, |xj| → +∞

(äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü xj > 0), óäîâëåòâîðÿþùàÿ
ñîîòíîøåíèÿì

lim
j→∞

m(xj, 1)

ln |xj|
=∞, (3)

xj+1/xj ≥ 3, j = 1, 2, . . . , (4)

M0 :=
∑
j

m(xj, 1)

xj
<∞. (5)

Âûïîëíåíèå ïîñëåäíåãî  óñëîâèÿ âîçìîæíî    â ñèëó õîðîøî   èçâåñòíîãî 
ñâîéñòâà íóëåâîãî ìíîæåñòâà    ôóíêöèè    èç êëàññà Êàðòðàéò (ñì. 
íàïðèìåð,      [2]),  ÷àñòüþ êîòî  роãî  ÿâëÿåòñÿ àëãåáðà  Øâàðöà   P.
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Ïîëîæèì mj = m(xj, 1),

ψj(z) = ψ(z)(z − xj)mj

∏
k:|µk−xj |≤1

(z − µk)−1, j = 1, 2, . . .

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ψj � öåëûå ôóíêöèè ýêñïîíåíöèàëü-
íîãî òèïà 1 è

sup
x∈R
|ψj(x)| ≤ C02

mj , j = 1, 2, . . . ,

ãäå C0 = sup
y∈R
|ψ(y)|. Ñîãëàñíî õîðîøî èçâåñòíîé òåîðåìå Áåðí-

øòåéíà (ñì., íàïðèìåð, [3, ãë. 11]), èìååì òàêæå îöåíêè

sup
x∈R
|ψ(n)

j (x)| ≤ C02
mj , n = 1, 2, . . . (6)

Äàëüíåéøåå èçëîæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäèôèêàöèþ ðàñ-
ñóæäåíèé Ë.Ýðåíïðàéñà, ïðèìåíåííûõ èì ïðè äîêàçàòåëüñòâå
ïðåäëîæåíèÿ 6.1 â ðàáîòå [1].

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå ôóíêöèè ψj â ðÿä Òýéëîðà â îêðåñòíî-
ñòè òî÷êè xj è îöåíêè (6), âûâîäèì, ÷òî

|ψj(x)| ≤ C02
mj(mj!)

−1|z − xj|mje|z−xj |, x ∈ R.

Ñëåäîâàòåëüíî, áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

|ψj(x)| ≤ |xj|−l · 2−mj , l ∈ N, (7)

äëÿ âñåõ x ∈ R, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

lnC0 +mj + |x− xj|+mjln |x− xj| − ln (mj!) ≤ −llnxj −mjln 2.

Ïðèìåíèì ôîðìóëó Ñòèðëèíãà. Âèäèì, ÷òî ïîñëåäíåå ñîîòíîøå-
íèå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, åñëè

|x− xj|+mjln |x− xj| −mjlnmj ≤ −llnxj − C1mj, (8)

ãäå C1 � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
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Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ (3), äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî l íàé-
äåòñÿ íîìåð jl òàêîé, ÷òî

−llnxj ≤ −mj, j = jl, jl + 1, . . .

Âûáåðåì è ôèêñèðóåì b ∈ (0; 1), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

b < e−C1−2.

Èç âûøåèçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî îöåíêè (7) áóäóò èìåòü ìåñòî
ïðè j ≥ jl äëÿ âñåõ x ∈ R òàêèõ, ÷òî |x − xj| ≤ bmj. Èç ýòîãî
ôàêòà è ëåãêî ïðîâåðÿåìûõ ñîîòíîøåíèé

|ψ(z)| ≤ 2mj |ψj(z)|, z ∈ C, j = 1, 2, . . . ,

ñëåäóåò, ÷òî

|ψ(x)| ≤ |xj|−l, åñëè |x− xj| ≤ bmj, j ≥ jl, l ∈ N.

Ïîñëåäíèå îöåíêè ïðîòèâîðå÷àò âûïîëíåíèþ öèòèðîâàííîãî âû-
øå àíàëèòè÷åñêîãî êðèòåðèÿ îáðàòèìîñòè Ë. Ýðåíïðàéñà äëÿ
ôóíêöèè ψ, ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî
ôîíäà (ïðîåêò � 18-11-00002).
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УДК: 517.537

УСЛОВИЯ СОВМЕСТИМОСТИ ОГРАНИЧЕННОЙ
ВЫПУКЛОЙ ОБЛАСТИ С КОМПЛЕКСНОЙ

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬЮ

Егорова А. Е. (Уфа, БашГУ)

Пуcть D ⊂ C — выпуклaя облaсть, H(D) — проcтранство
функций, aналитических в D, с топoлогией равнoмерной схо-
димoсти нa кoмпактах, и Λ = {λk, nk} — последoвательность
кoмплексных чисeл λk и иx крaтностей nk такaя, что сиcтема
E(Λ) = {znexp(λkz)}, k ≥ 1, n = 0, . . . , nk − 1, нe пoлна в H(D).
Без ограничения общности будем считать, что точки λk упорядо-
чены по возрастанию модулей. ЧeрезW (Λ, D) обoзначим зaмыка-
ние в H(D) линeйной обoлочки систeмы E(Λ). Тoгда W (Λ, D) —
нeтривиальное зaмкнутое пoдпространство в H(D) инвaриантное
oтносительно oператора диффeренцирования (Λ — его крaтный
спeктр, а E(Λ) — совoкупность сoбственных и присоeдиненных
функций в W (Λ, D)). По пoстроению E(Λ) пoлна в W (Λ, D). В
этoм случaе W (Λ, D) дoпускает спeктральный синтeз.

Кaждая функция g ∈ W (Λ, D) eсть прeдел послeдовательности
линeйных кoмбинаций элeментов E(Λ). Возникаeт зaдача прeд-
ставления g в виде ряда по элементам системы E(Λ). Первым
данным результатом фундаментальный принцип Эйлера, соглас-
но которому каждое решение линейного однородного дифферен-
циального уравнения с постоянными коэффициентами является
линейной комбинацией элементарных решений из E(Λ). Исходя
из этого задача представления функций из W (Λ, D) рядом

∞,nk−1∑
k=1,n=0

dn,kz
n exp(λkz). (1)

есть проблема фундаментального принципа в инвариантном под-
пространстве. Известно[4], что решения проблемы фундаменталь-
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ного принципа (и двойственной к ней задачи интерполяции) для
произвольной выпуклой области D ⊂ C при одном ограничении:
nk/|λk| → 0, k → ∞. В случае ограниченной области это огра-
ничение можно снять. Так, в работе[2] получен критерий фун-
даментального принципа для W (Λ, D) в ограниченной выпуклой
области D. Он состоит из двух условий: точки Λ должны быть в
некотором смысле «отделены» друг от друга (более точно, SΛ = 0,
где SΛ — специальным образом построенный индекс конденсации),
а также Λ должна быть частью нулевого множества целой функ-
ции экспоненциального типа и регулярного роста, сопряжённая
диаграмма которой совпадает с замыканием D.

В случае, если SΛ 6= 0, иногда удается получить представление
элементов W (Λ, D) в виде ряда (1) «со скобками»:

∞∑
m=1

( ∑
λk∈Um

nk−1∑
n=0

dn,kz
nexp(λkz)

)
.

Так возникла задача о базисе в инвариантном подпространстве,
которая формулируется следующим образом: при каких условиях
можно осуществить разбиение U = {Um}∞m=1 последовательности
Λ на группы Um и выбрать внутри этих групп фиксированные
линейные комбинации em,j, j = 1, Nm, элементов E(Λ) так, что
семейство экспоненциальных многочленов E(Λ, U) = {em,j}∞,Nm

m,j=1

становится базисом в W (Λ, D)? Если указанный базис существует, 
то возникает еще целый ряд вопросов. Как осуществить разбиение 
U и можно ли описать все подходящие разбиения. Как составлять 
линейные комбинации внутри группы и можно ли описать все под-
ходящие комбинации. Насколько малым можно сделать диаметр 
групп Um. Как описать пространство коэффициентов рядов по 
системе E(Λ, U). Статья[3] содержит исторический обзор исследо-
ваний по проблеме базиса, а также критерий его существования в 
подпространстве W (Λ, D), построенного по разбиению U на «от-
носительно малые» группы Um.
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Этот критерий состоит из одного условия: совместимость по-
следовательности Λ с областью D. Следовательно, для решения
проблем фундаментального принципа и базиса в инвариантном
подпространстве необходимо найти условия совместимости Λ и D.
Именно этому посвящена данная работа. Критерий совместимости
Λ с ограниченной выпуклой областью D формулируется исклю-
чительно в терминах геометрических характеристик Λ и D.

Введём необходимые понятия и обозначения.
Символом n(r,Λ) обозначим число точек λk с учетом кратно-

стей, попавших в открытый круг B(0, r). Пусть n̄(Λ), n(Λ) и n0(Λ)
обозначают соответственно верхнюю, нижнюю и максимальную
плотность последовательности Λ, т.е.

n(Λ) = lim
r→∞

n(r,Λ)

r
, n(Λ) = lim

r→∞

n(r,Λ)

r
,

n0(Λ) = lim
δ→0

lim
r→∞

n(r,Λ)− n((1− δ)r,Λ)

δr
.

Последовательность Λ имеет плотность n(Λ), если n̄(Λ) = n(Λ) =
n(Λ). Легко видеть, что в этом случае n0(Λ) = n(Λ).

Символом n(ϕ1, ϕ2, r,Λ) обозначим число точек λk с учетом их
кратностей, попавших в сектор {λ = teiϕ : ϕ ∈ (ϕ1, ϕ2), t ∈ (0, r)}.

Говорят, что поседовательность Λ имеет угловую плотность,
если для всех ϕ1, ϕ2 за исключением, быть может, не более чем
счётного множества значений ϕ1, ϕ2 существует предел

n(ϕ1, ϕ2,Λ) = lim
r→∞

n(ϕ1, ϕ2, r,Λ)

r
,

при 0 < ϕ2 − ϕ1 < 2π.
Положим

n0(ϕ1, ϕ2,Λ) = lim
δ→0

lim
r→∞

n(ϕ1, ϕ2, r,Λ)− n(ϕ1, ϕ2, (1− δ)r,Λ)

δr
.

Последовательность Λ̃ = {µm, sm}∞m=1 является пополнением Λ,
если существуют натуральные числа m(k): µm(k) = λk и nk ≤ 
sm(k), k ≥ 1.
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Множество Λ называется правильно распределенным, если оно
имеет угловую плотность и выполнено условие Линделёфа, т.е.
существует предел

lim
r→∞

∑
|λk|<r

nk
λk
.

Пусть K — выпуклый компакт и z1, z2 — точки его границы
∂K. Через s(z1, z2, K) обозначим ориентированную длину дуги
∂K, соединяющей z1 и z2. Причем за положительное направение
примем обход по часовой стрелки. Для ϕ ∈ R пересечение Γ(ϕ)
опорной прямой l(ϕ) = {z : Re(zeiϕ = HK(eiϕ)} и границы ∂K

является либо точкой z(ϕ) либо отрезком. Множество ϕ(K) на-
правлений ϕ, для которых Γ(ϕ) — отрезок, не более чем счетное.
Положим

SK(ϕ1, ϕ2) = sup
z1∈Γ(ϕ1),z2∈Γ(ϕ2)

s(z1, z2, K).

Если ϕ1, ϕ2 /∈ ϕ(K), то SK(ϕ1, ϕ2) = s(z(ϕ1), z(ϕ2), K).

Основная Теорема. Пусть Λ = {λk, nk} и K — выпуклый ком-
пакт. Тогда эквивалентны утверждения

1. существует γ > 0 такое, что для всех ϕ1, ϕ2 /∈ ϕ(K) с усло-
вием 0 < ϕ2 − ϕ1 < γ выполнено неравенство n0(ϕ1, ϕ2,Λ) 6
SK(ϕ1, ϕ2)/2π;

2. cуществует пополнение Λ̃ последовательности Λ, которое
является правильно распределенным множеством, причём

n0(ϕ1, ϕ2, Λ̃) = SK(ϕ1, ϕ2)/2π

D̄

Пусть дана последовательность Λ и D — ограниченная вы-
пуклая область. Последовательность Λ совместима с D, если 
hf = HD̄ = HD, т.е., если она является частью нулевого мно-
жества целой функции f экспоненциального типа и регулярного 
роста, сопряженная диаграмма которой является замыканием
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области D. Известно, что, если K = D̄ и Λ̃ — правильно распре-
деленное пополнение Λ, удовлетворяющее

n(ϕ1, ϕ2, Λ̃) = SK(ϕ1, ϕ2)/2π,

то его каноническая функция f имеет индикатор hf , совпадающий
с HD̄. Отсюда следует, что утверждение 2) теоремы эквивалентно
совместимости Λ с областью D. Таким образом, верно

Следствие 1. Следующие утверждения равносильны:

1. существует γ > 0 такое, что для всех ϕ1, ϕ2 /∈ ϕ(K) с усло-
вием 0 < ϕ2 − ϕ1 < γ выполнено неравенство n0(ϕ1, ϕ2,Λ) 6
SD̄(ϕ1, ϕ2)/2π.

2. Λ совместима с D.
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A MATHEMATICAL MODELING OF ARTERIAL

BIFURCATION
Zavorokhin G. L. (St.Petersburg, PDMI RAS)

A simple approximate method of calculation of the pressure drop
matrix is proposed. The entries of this matrix are included in the
modified transmission conditions, which were introduced earlier in
[1, 2], and which give better approximation of 3D flow by 1D flow
near a bifurcation of an artery in comparison with the classical
Kirchhoff conditions. The present modeling deals with the aperture
problem and also takes into account the heuristic Murrey’s cubic

law.

Introduction

Our goal is to propose a simple approximate method of calcu-
lation the pressure drop matrix Q [3]. This is achieved by using

classical shape optimization techniques.
The pressure drop matrix was introduced in [3, 4] as an integral

characteristic of a junction of several pipes with absolutely rigid
walls. It appears that the elements of this matrix are included in
the modified Kirchhoff transmission conditions, which describe more
adequately the total pressure loss at the bifurcation point of the flow
passed through the corresponding junction of the pipes, see [1, 2,

5].
In the paper [2] was developed a one-dimensional model of a

Stokes’ flow at a junction of thin (of order O(h)) vessels with rigid
walls for fixed flows of the fluid at the inlet cross-sections and fixed
peripheral pressure at the outlet cross-sections. With the help of the
pressure drop matrix Q apart the Neumann conditions (given flux)
and the Dirichlet conditions (given pressure) at the external vertices,

the one-dimensional Reynolds equations on the edges of the graph

99



are supplied with transmission conditions at the internal vertices
containing a small parameter h and passing as h → +0 into the
classical Kirchhoff transmission conditions. It has been established
that the pre-limit transmission conditions ensure an exponentially
small relative error O(e−

ρ
h ), ρ > 0, in the calculation of the solution

to the three-dimensional problem, but the limit Kirchhoff conditions
only give polynomially small relative error O(h) for the pressure and
O(h3) for the velocity vector.

This report refers to some basics for implementation in computer
modeling. The introduced matrix Q of pressure drops depends on
the shape of a junction region and possibly on its elastic properties.
To find such dependence for real vessels it is possible only in solv-
ing inverse problems based on data obtained by the MRI method.
Nevertheless, we propose an elementary procedure of finding these
coefficients in the case of a three-dimensional Stokes system (cf. [1]
in the case of a two-dimensional Stokes system). We also analyze
the influence of certain formations near the bifurcation node and
close to it on the matrix Q. Solving the aperture problem we get the
leading term of the asymptotics for this matrix.

Asymptotics of the pressure drop matrix

1. Aperture problem

Consider a domain Ω including a wall with a small circular aper-
ture σ of the radius ε > 0 and center x0 inside it (see Fig. 1, a). Let
us stretch the coordinates with respect to the center of the aperture
σ:

x 7→ ξ = ε−1(x− x0). (1)

In the stretched coordinates (1) we arrive at the aperture problem,
namely, we consider the homogeneous Stokes system in the domain
Ξ = R3

+ ∪ σ ∪ R3
−:

−ν∆ξU(ξ) +∇ξP (ξ) = 0, −divξ U(ξ) = 0, ξ ∈ Ξ, (2)
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x
0
x
0

Figure 1: Domain Ω with a screen.

U(ξ) = 0, ξ ∈ ∂Ξ. (3)

Roughly speaking, Ξ consists of two disjoint half-spaces R3
± = {ξ =

(η, ζ) : ±ζ > 0} separated by a wall and connected by a hole
(aperture) σ = {ξ : ζ = 0, |η| < 1} through this wall. In what
follows, we apply the method of matched asymptotic expansions.

As usual, it is required to find all solutions to the aperture prob-
lem for the homogeneous Stokes system in Ξ, which may grow at
infinity no faster than linear functions.

One of such solutions is obvious, that is, the constant pressure

P0(ξ) = 1, V0(ξ) = 0.

This problem has two more solutions which are called the Quette
flows (V k, P k), k = 1, 2, where

V 1(ξ) = (ζ, 0, 0), V 2(ξ) = (0, ζ, 0), P 1 = P 2 = 0.

By prescribing the pressure drop at infinity between the half-spaces
R3
± we also obtain the solutions with the unit flux of fluid through

the aperture
∫
S2
+

Φ0
ρ(θ)dSθ = 1. Here, ρ = |ξ|, θ = ξ/ρ, and dSω is the

spherical area element. These solutions admit the representations
as ρ→ +∞,

U 0 = ±ρ−2Φ0(θ) + . . . , P 0 = ∓P 0
0 ρ
−3 + . . . , ±ζ > 0,
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and

Uk(ξ) = ±V k+
2∑
j=1

c±j ρ
−2Φj(θ)+ . . . , P k(ξ) = 0+ . . . , ±ζ > 0.

Substituting the solutions (U 0, P 0) and (V0,P0) into the Green
formula on the set Ξ∩B3

R and then by taking the limit as R→ +∞
we obtain

2P 0
0 = ν||∇ξU

0;L2(ξ)||2 > 0.

Now we will construct the asymptotic expansion for the solution
of (2), (3) as ε → +0. For ε = 0 the domain Ω splits into Ω0 and
Ω \ Ω0 (see Fig. 1, b and c). The asymptotic representation of the
solution in Ω0 is the following

v0(x) = v0(y0) + . . . , p0(x) = p0(z0) + . . . , as z0 → −∞,

and as r → +0

v0(x) = −r−2Φ0(θ)+ẑ∇yv̂
0(x0)+ . . . , p0(x) = −r−3Ψ0(θ)+p̂0(x0)+ . . . ,

where (v0,p0) is the Poiseuille flow in the cylinder Ω0, and ẑ = z−z0.
In the domain Ω \ Ω0 we get as zτ → +∞, τ = ±,

v±(x) = δτ,±vτ(yτ) + . . . , p±(x) = δτ,±pτ(zτ) + Cτ + C0 + . . .

and as r → +0

v±(x) = r−2Φ0(θ)+ẑ∇yv̂
±(x0)+ . . . , p±(x) = r−3Ψ0(θ)+p̂±(x0)+C0+ . . . ,

where δτ,± is the Kronecker symbol, (vτ ,pτ) is the Poiseuille flow
in the cylinder Ωτ , and C± are fixed constants, C0 is an arbitrary
constant.

Let us turn to the procedure of matching inner and outer expan-
sions for (v0, p0) with (v±, p±). As an inner expansion, due to the
presence of singularities of order O(r−3) in (vα, pα) we start with
the term

ε−2(U 0(ξ); ε−1(P 0(ξ) + P 0
0 )).
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Comparing the expansions at r → +0 and ρ → +∞ we find C0 =
2ε−3P 0

0 . Hence, we get the asymptotics of the pressure drop matrix

Q = 2ε−3P 0
0

(
1 1
1 1

)
+O(ε−2).

2. Elementary procedure for finding the pressure drop
matrix. Murrey’s law

z

Figure 2: Symmetric bifurcation of a three-dimensional channel.

Consider an infinite three-dimensional symmetric channel Υ with
a bifurcation, which is depicted in Fig.3, where its geometric param-
eters are shown. The walls are assumed to be rigid and the angle θ
is small. The vertical dot-and-dash divide Υ into four parts: three
semi-infinite cylinders Ω± and Ω0 and a middle part Ω•, which is
located between points z = 0 and z = −L• in the figure. The length
and width of the middle section Ω• are evaluated as follows:

L• = (sin θ)−1(2R−R0 cos θ) ≈ (sin θ)−1(2R−R0), R = R±,

2a•(z) = 2(R0 − z sin θ).
(4)

We assume that the cross-section of the middle part Ω• is an ellipse
whose semi-axes are connected by the relation

b•(z) = (1 + βz)a•(z), z ∈ [−L, 0], with β = L−1
• (2 +

√
2)−1.
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Let us find approximate formulas for solutions (see [4])

(V ±, P±) = −χ0(V
0,P0) + χ±(V±,P±)

+χ±Q±±(0, 1) + χ∓Q±∓(0, 1) + (ṽ±, p̃±),

of problem in the three-dimensional junction:

−ν∆u(x) +∇p(x) = F (x), −div u(x) = G(x), x ∈ Υ,

u(x) = 0, x ∈ ∂Υ.

Its symmetry with respect to the horizontal axis allows us
to consider only one of the solutions, for example, (V, P ) =
(V +, P+). Owing to the large parameter (sin θ)−1, we can use a
three-dimensional Reynolds–Poiseuille ansatz, ignoring the bound-
ary layer effect, which brings an error of order O(1), small with
respect to O((sin θ)−1). Thus, we seek the one-dimensional distri-
bution of the pressure in the form

P (x) ≈ P 0(z) = A−1
0 z for z ∈ (0,+∞),

P (x) ≈ P+(z) = A−1z +Q++ for z ∈ (−∞,−L•),
P (x) ≈ P−(z) = Q+− for z ∈ (−∞,−L•),
P (x) ≈ P •(z) for z ∈ (−L•, 0).

(5)

In the three-dimensional case, the coefficients are found by the for-
mulas

A•(z) =
π

4ν

a4
•(z)(1 + βz)3

(1 + (1 + βz)2)
, A0 =

πR4
0

8ν
, A =

πR4

8ν
, (6)

(see, for example, [6] for calculation of an explicit formula in case
of ellipse of the coefficient Aα, which is proportional to the torsion
rigidity of a section), and the Reynolds equation on (−L•, 0) takes
the form

−∂z(A•(z)∂zP
•(z)) = 0. (7)
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Formulas (5), together with the Kirchhoff conditions at z = 0 and
z = −L•, show that

P •(0) = 0, A•(0)∂zP
•(0) = 1, A•(−L•)∂zP •(−L•) = 1,

and, hence,

P •(z) = −
0∫
z

dζ

A•(ζ)
= −4ν

π

0∫
z

dζ(1 + (1 + βζ)2)

(R0 − ζ sin θ)4(1 + βζ)3

= − 4ν

π sin θ
(F1(R,R0) + F2(z,R,R0)), (8)

where the functions F1 and F2 have a complicated but closed-
form expressions. Since a•(0) = R0, a•(−L•) ≈ 2R and A•(0) =
A0, A•(−L•) ≈ 3−129/2A, using (8) and (5) together with the con-
tinuity of the pressure at the point z = −L•, we find the quantities

Q+− ≈ P •(−L•) ≈ −
4ν

π sin θ
(F1(R,R0) + f2(R,R0)) < 0,

Q++ ≈ P •(−L•) + A−1L• ≈ −
4ν

π sin θ
G(R,R0) > 0.

(9)

Here, the functions f2 and G also have closed-form expressions and
do not depend on small parameter sin θ. The entries Q+− < 0 and
Q++ > 0 have definite signs if the radii of the vessels satisfy the
Murrey’s law

R3
0 = R3

+ +R3
−. (10)

z

z=0 z=-L.

Figure 3: Asymmetric bifurcation of a three-dimensional channel.
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A three-dimensional channel Υ with branching is depicted in Fig.
3, where all geometric parameters can be found. We accept the no-
tation and assumptions from the symmetric bifurcation. Formulas
(4) are replaced by

L• ≈ (sin θ)−12R, 2R•(z) = 2R0 − z sin θ. (11)

Here we assume that the cross-section of the middle part Ω• is a
disc of radius R•(z), z ∈ [−L•, 0]. Since there is no symmetry
now, we must construct both solutions (V±, P±). We start with
(V, P ) = (V +, P+) the flux of which goes to the left channel Ω+ of
width 2R0, and similarly to (5) we obtain

P (x) ≈ P 0(z) = A−1
0 z for z ∈ (0,+∞),

P (x) ≈ P+(z) = A−1
0 z +Q++ for z ∈ (−∞,−L•),

P (x) ≈ P−(z) = Q+− for z ∈ (−∞,−L•),
P (x) ≈ P •(z) for z ∈ (−L•, 0).

(12)

We have relations

A•(−L•) =
πR4
•(z)

8ν
, A0 =

πR4
0

8ν
, A =

πR4

8ν
. (13)

The equation (7) is valid, and the Kirchhoff conditions show that

P •(z) = −
0∫
z

dζ

A•(ζ)
= − 8ν

3π sin θ
R−3(ζ)

∣∣0
ζ=z

=
8ν

3π sin θ

(
1

(R0 − z sin θ
2 )3

− 1

R3
0

)
(14)

and

Q+− ≈
8ν

3π sin θ

(
1

(R0 +R)3
− 1

R3
0

)
< 0,

Q++ ≈
8ν

3π sin θ

(
1

(R0 +R)3
− 1

R3
0

+
6R

R4
0

)
> 0.

(15)
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For the solution (V, P ) = (V −, P−) the flux of which goes to the
lower (see Fig. 3) channel of width 2R, two middle relations in (12)
must be changed according to

P (x) ≈ P−(z) = A−1z +Q−− for z ∈ (−∞,−L•),
P (x) ≈ P+(z) = Q−+ for z ∈ (−∞,−L•).

(16)

The final formulas for the entries of the matrix of pressure drops
look as follows:

Q−+ ≈
8ν

3π sin θ

(
1

(R0 +R)3
− 1

R3
0

)
< 0,

Q−− ≈
8ν

3π sin θ

(
1

(R0 +R)3
− 1

R3
0

+
6

R3

)
> 0.

(17)

Remark 1. A possibility to obtain approximate formulas (9) and
(15), (17) the pressure drop matrix is provided by the fact that for
small θ, the junction elongates and has length O((sin θ)−1) (see ex-
pressions (4) and (11) for L•). At the same time, the limit passage
θ → +0 fails, i.e., one can use these results only for ”not very
small” angles θ.

Entries (9) and (15), (17) of the matrix of pressure drops are
inversely proportional to the cube of the radii in accordance with the
Murrey’s distributional law (10).
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[6] Polya, G., Szegö, G., Isoperimetric Inequalities in Mathemati-
cal Physics // Annals of Mathematics Studies, no. 27, Prince-
ton University Press, Princeton, N. J., 1951.

108



УДК 517.955.8

АСИМПТОТИКА МАГНЕТОСОПРОТИВЛЕНИЯ
АНИЗОТРОПНОГО ПРЯМОУГОЛЬНОГО ОБРАЗЦА

С МАЛЫМИ КОНТАКТАМИ

Крутова Ю. А. (Челябинск, ЧелГУ),
Ершов А. А. (Екатеринбург, ИММ УрО РАН)

Введение

Для расчёта магнетосопротивления (см., напр., [1]) образца
прямоугольной формы мы будем использовать математическую
модель, приведённую в работе Н.Н. Полякова [2]. В ней были про-
ведены эксперименты по измерению электрического сопротивле-
ния монокристалла арсенида кадмия CdAs2 по следующей схеме.

Образец прямоугольной формы вырезан параллельно кристал-
лографическим плоскостям. По торцам образца расположены кон-
такты 1 и 2, через которые пропускается ток I12. Кроме того, весь
образец помещен в магнитное поле с индукцией Bz, которое на-
правлено перпендикулярно плоскости образца. При постоянном
токе I12 и в установившемся режиме для моделирования электри-
ческого потенциала ϕ(x, y) Н.Н. Поляковым использовалось ре-
шение следующей краевой задачи для эллиптического уравнения
с косой производной на границе.



∂2ϕ

∂x2
+
σy
σx
· ∂

2ϕ

∂y2
= 0, 0 < x < a, 0 < y < b, 0 < z < d,

(∂ϕ
∂x

+ γy
∂ϕ

∂y

)∣∣∣∣
x=0, a

=


− I12
σx2εd

, y ∈
(b
2
− ε, b

2
+ ε
)
,

0, y ∈
(
0,
b

2
− ε
)
∪
(b
2
+ ε, b

)
,(∂ϕ

∂y
− γx

∂ϕ

∂x

)∣∣∣∣
y=0, b

= 0,

(1)

109



где γx = σxRzBz, γy = σyRzBz, σx, σy — компоненты тензора
электропроводимости; a, b, d— длина, ширина и толщина образца;
2ε — ширина токовых контактов; Rz — компонента тензора Холла
при условии, что вектор плотности тока лежит в плоскости x0y и
поперечное магнитное поле напряжённости Bz направлено вдоль
оси 0z.

Решение данной краевой задачи рассматривается в клас-
се функций, бесконечно дифференцируемых внутри области и
непрерыных вплоть до границы области. В работе Н.Н. Полякова
[2] указано, что нахождение решения комплексным методом Фу-
рье довольно громоздко (и в то же время явный вид решения не
приведён), поэтому мы приведём другой, более простой способ.

Целью нашей работы является нахождение асимптотики элек-
трического сопротивления прямоугольного образца в магнитном
поле при ε→ 0.

§ 1. Решение краевой задачи

Решим краевую задачу (1) с помощью стандартного (веще-
ственного) метода Фурье.

Обозначим через γ =

√
σy
σx

. Тогда γy = γ2γx.

Будем вначале искать решение в виде произведения ϕ(x, y) =
X(x)Y (y). Подставим его в уравнение

X ′′Y + γ2XY ′′ = 0

и разделим переменные

X ′′

X
= − Y ′′

γ2Y
= λ.

Здесь λ — некоторая неопределённая пока постоянная.
Теперь подставим ϕ = X(x)Y (y) в граничные условия (1):

X(x)Y ′ (0) − γxX ′(x)Y (0) = 0. 
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Отсюда получаем, что

X ′(x) = µX(x),

где µ =
Y ′(0)

γxY (0)
— некоторая постоянная.

Таким образом, одновременно выполняется{
X ′′(x) = λX(x),
X ′(x) = µX(x)

Следовательно,  X ′′(x) =
λ

µ
X ′(x),

X ′′(x) = µX ′(x).

Отсюда,
λ = µ2.

Аналогичными действиями получим следующую задачуШтурма-
Лиувилля для Y (y):

Y ′′(y) = −µ
2

γ2
Y (y), y ∈ (0, b),

Y ′(0) = γxµY (0),
Y ′(b) = γxµY (b).

(2)

Ненулевыми решениями задачи (2) являются

Yn(y) = cos
(πn
b
y + A

)
, n ∈ Z,

где A = − arctg(γxγ).
Cоответственно, функции Xn(x) = eγ

πn
b x при n ∈ Z.

Общее решение задачи (1) можно искать в виде

ϕ = B0 + A0(x+ γxy)+

+
∞∑
n=1

An

[
eγ

πn
b x cos

(πn
b
y + A

)
+Bne

−γ πnb x cos
(πn
b
y − A

)]
.

111



Поскольку γy = γ2γx, sinA = −γxγ cosA, то

∂ϕ

∂x
+ γy

∂ϕ

∂y
= A0(1 + γxγy)+

+
∞∑
n=1

Anγ
πn

b

[
(1+γxγy)e

γ πnb x+Bn(1−γxγy)e−γ
πn
b x

]
cos
(πn
b
y
)
cosA.

Для того чтобы выполнялось равенство(∂ϕ
∂x

+ γy
∂ϕ

∂y

)∣∣∣∣
x=0

=
(∂ϕ
∂x

+ γy
∂ϕ

∂y

)∣∣∣∣
x=a

,

положим Bn =
1 + γxγy
1− γxγy

eγ
πn
b a. Тогда

(∂ϕ
∂x

+ γy
∂ϕ

∂y

)∣∣∣∣
x=0

=
(∂ϕ
∂x

+ γy
∂ϕ

∂y

)∣∣∣∣
x=a

=

= A0(1 + γxγy) +
∞∑
n=1

Anγ
πn

b

1 + γxγy√
1 + γ2xγ

2
y

(
1 + eγ

πn
b a
)
cos
(πn
b
y
)
,

учитывая, что cosA =
1√

1 + tg2A
=

1√
1 + γ2xγ

2
y

.

Обозначим C0 = A0(1 + γxγy), Cn = Anγ
πn

b

1 + γxγy√
1 + γ2xγ

2
y

(
1 +

eγ
πn
b a
)
. Тогда на отрезке y ∈ [0, b] будем иметь равенство

C0 +
∞∑
n=1

Cn cos
(πn
b
y
)
=


− I12
σx2εd

, y ∈
(b
2
− ε, b

2
+ ε
)
,

0, y ∈
[
0,
b

2
− ε
)
∪
(b
2
+ ε, b

]
.

Отсюда,

C0 = −
I12
σxbd

, Cn = −
I12

σx2εd
· 4

πn
cos
(πn

2

)
sin
(πn
b
ε
)
.
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Поскольку cos(πm) = (−1)m при m ∈ Z, то

C2m = − I12
σxεd

· (−1)
m

πm
sin
(2πm

b
ε
)
, C2m−1 = 0.

Таким образом,

A0 = −
I12
σxbd

· 1

1 + γxγy
, A2m−1 = 0,

A2m = − I12
σxεd

· (−1)
mb

2γπ2m2
·

√
1 + γ2xγ

2
y

1 + γxγy
·
sin
(2πm

b
ε
)

1 + eγ
2πm
b a

.

И окончательно получаем, что

ϕ(x, y) = B0 −
I12
σxbd

· x+ γxy

1 + γxγy
− I12
σxεd

√
1 + γ2xγ

2
y

1 + γxγy
×

×
∞∑
m=1

(−1)mb
2γπ2m2

·
sin
(2πm

b
ε
)

1 + eγ
2πm
b a

[
eγ

2πm
b x cos

(2πm
b
y + A

)
+

+
1 + γxγy
1− γxγy

eγ
2πm
b (a−x) cos

(2πm
b
y − A

)]
,

(3)

где A = − arctg(γxγ), B0 — произвольная аддитивная постоянная.

§ 2. Вычисление асимптотики магнетосопротивления

Используя решение (3), вычислим величину выделяемой мощ-
ности по формуле

W = d ·
a∫

0

b∫
0

((∂ϕ
∂x

)2
σx +

(∂ϕ
∂y

)2
σy

)
dydx =

aI212
σxbd

· 1

1 + γxγy
+

+
2I212

dπ
√
σxσy

(
1 + γ2xγ

2
y

1− γ2xγ2y

)2 ∞∑
m=1

sin2
(2πm

b
ε
)

m ·
(2πm

b
ε
)2 th(γπmb a

)
.

(4)
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Из (4) легко получить выражение для электрического сопро-
тивления R прямоугольной пластины в магнитном поле, так как
R = W/I212.

Заметим, что ряд (4) имеет сложную зависимость от малого
параметра ε: при стремлении ε к нулю он расходится как гармо-
нический. Однако, в работе [3] уже была получена асимптотика
суммы следующего ряда при µ→ 0:

S(µ) =
∞∑
n=1

sin2(µn)

(µn)2
thλn

n
= ln

e3/2

2µ
−
∞∑
n=1

e−λn

n ch(λn)
+

+
( 1

36
+

1

3

∞∑
n=1

ne−λn

ch(λn)

)
µ2 +

( 1

2700
− 2

45

∞∑
n=1

n3e−λn

ch(λn)

)
µ4 +O(µ6).

Таким образом,

R =
a

σxbd

1

1 + γxγy
+

+
2

dπ
√
σxσy

(
1 + γ2xγ

2
y

1− γ2xγ2y

)2

ln
e3/2b

4πε
−

∞∑
m=1

e−
πa
b γm

m ch
(πa
b
γm
)
+O

(ε2
b2

)
.

Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ (проект №
18-31-00018 мол_а).
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УДК

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ СРЕДНИЕ ВЫПУКЛЫХ ФУНКЦИЙ

Мурясов Р. Р. (Уфа, БГУ)

Введение

Определение 1. Функция f : D−→E, где D,E—некоторые ве-
щественные числовые множества, называется выпуклой, если ∀
x1, x2 ∈ D

f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2)

, где 0 ≤ λ ≤ 1.

Существуют различные преобразования, сохраняющие выпук-
лость функций.

Например:
1)Пусть f : D−→E, g: D−→E, где D, E — некоторые веще-

ственные числовые множества, f , g — выпуклые функции. Тогда
функция f + g является выпуклой.

2)Пусть c > 0, f : D−→E — выпуклая функция, тогда cf —
выпуклая функция.

Для различных классов выпуклых функций также существуют
преобразования, сохранющие свойства этих классов, в том числе
выпуклость.

Например:
1)Пусть f, g : [0; +∞) −→ [0; +∞)— положительные возраста-

ющие выпуклые функции, тогда их произведение fg также явля-
ется положительной возрастающей выпуклой функцией.

2)Пусть f, g : [0; +∞) −→ [0; +∞)— положительные возрас-
тающие выпуклые функции, тогда их суперпозиция f ◦ g также 
является положительной возрастающей выпуклой функцией.

В данной работе рассматриваются условия, при которых инте-
гральное среднее данных функций сохраняет их свойства.
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Задача 1. Пусть f : [0; +∞) −→ [0; +∞)—возрастающая функ-
ция, g : [0; +∞) −→ [0; +∞)—возрастающая функция, f и g 1
раз непрерывно дифференцируемы, f(0) = 0, g(0) = 0. Найти до-
полнительные условия на функцию g при выполнении которых
функция

h(x) =

∫ x

0 f(t)g
′(t)dt

g(x)

является возрастающей ∀x ∈ (0;+∞).

Докажем, что h является возрастающей ∀x ∈ (0;+∞) для всех
функций g, удовлетворяющих условию задачи.

h′(x) =
f(x)g′(x)g(x)− g′(x)

∫ x

0 f(t)g
′(t)dt

g2(x)
=

g′(x)

g2(x)
(f(x)g(x)−

∫ x

0

f(t)g′(t)dt) =

=
g′(x)

g2(x)

∫ x

0

g(t)f ′(t)dt

По условию задачи f и g — положительные возрастающие функ-
ции ⇒ f ≥ 0, g ≥ 0, f ′ ≥ 0 и g′ ≥ 0 ∀ x ∈ (0;+∞). Отсюда
следует, что

∫ x

0 g(t)f
′(t)dt ≥ 0 ∀ x ∈ (0;+∞) и соответственно

h′(x) ≥ 0 ∀ x ∈ (0;+∞) ⇒ h(x) возрастает на (0;+∞).

Задача 2. Пусть f : [0; +∞) −→ [0; +∞),g : [0; +∞) −→
[0; +∞) — дважды непрерывно дифференцируемые возрастающие
функции, при этом f—выпуклая функция. Найти условия на g
при которых функция

h(x) =

∫ x

0 f(t)g
′(t)dt

g(x)

является выпуклой ∀x ∈ (0;+∞).
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h′′(x) = (h′(x))′ =

(
g′(x)

∫ x

0 g(t)f
′(t)dt

g2(x)

)′
=

=
(g′′(x)g(x)− 2g′2(x))

∫ x

0 g(t)f
′(t)dt+ f ′(x)g′(x)g2(x)

g3(x)

Для выпуклости h(x) необходимо и достаточно h′′(x) ≥ 0 ∀ x ∈
(0;+∞) т.е

(g′′(x)g(x)− 2g′2(x))
∫ x

0 g(t)f
′(t)dt+ f ′(x)g′(x)g2(x)

g3(x)
≥ 0

По условию задачи g - положительная функция ⇒ g3(x) > 0 на
(0;+∞) ⇒ для выпуклости функции h на (0;+∞) необходимо и
достаточно

(g′′(x)g(x)− 2g′2(x))

∫ x

0

g(t)f ′(t)dt+ f ′(x)g′(x)g2(x) ≥ 0

По условию задачи f и g - возрастающие функции ⇒

f ′(x)g′(x)g2(x) ≥ 0

⇒ для выпуклости h достаточно

(g′′(x)g(x)− 2g′2(x))

∫ x

0

g(t)f ′(t)dt ≥ 0∫ x

0 g(t)f
′(t)dt ≥ 0, так как g ≥ 0 и f ′ ≥ 0. Отсюда получаем, что

для выпуклости h достаточно

g′′(x)g(x) − 2g′2(x) ≥ 0

Замечание 1. ∀ функция g, удовлетворяющая условию задачи и 
соотношению g′′(x)g(x) − 2g′2(x) ≥ 0 является выпуклой.

Доказательство: g′′(x)g(x) − 2g′2(x) ≥ 0 ⇔ g′′(x)g(x) ≥ 2g′2(x) 
По условию задачи g ≥ 0 ⇒ g′′ ≥ 0 ⇒ g—выпуклая функция.
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Лемма 1. Пусть функция ϕ : [0; +∞) −→ [0; +∞) положитель-
на, возрастает и выпукла на [0; +∞) и ϕ(0) = 0, тогда функция
ϕ(x)
x возрастает на (0;+∞).

Доказательство: Пусть x1, x2 ∈ (0;+∞) и x2 > x1. Проведём
хорды из (0; 0) в (x1;ϕ(x1)) и (x2;ϕ(x2)). По определению выпук-
лой функции

ϕ((1− λ) · 0 + λx2) ≤ (1− λ)ϕ(0) + λϕ(x2)

где 0 ≤ λ ≤ 1. С учётом ϕ(0) = 0 получаем

ϕ(λx2) ≤ λϕ(x2)

Подставляя λ = x1

x2
получаем

ϕ(x1) ≤
x1
x2
ϕ(x2)⇔

ϕ(x1)

x1
≤ ϕ(x2)

x2

То есть ϕ(x)
x является возрастающей по определению,что и требо-

валось доказать.

Следствие 1. ∀ ϕ(x), удовлетворяющей условию Леммы 1

ϕ′(x) · x ≥ ϕ(x)

на (0;+∞).

Доказательство: по Лемме 1 функция ϕ(x)
x возрастает на

(0;+∞) ⇔
(
ϕ(x)
x

)′
≥ 0 ∀ x ∈ (0;+∞).(
ϕ(x)

x

)′
=
ϕ′(x) · x− ϕ(x)

x2
≥ 0

Отсюда получаем ϕ′(x) · x−ϕ(x) ≥ 0 ∀ x ∈ (0;+∞), что и требо-
валось доказать.

118



Лемма 2. Пусть f , g—функции,удовлетворяющие условию за-
дачи 2, кроме того g—выпуклая функция. Тогда ∀ x ∈ (0;+∞)∫ x

0

f(t)g′(t)dt ≤ f(x)g′(x)x

2

Доказательство: (
∫ x

0 f(t)g
′(t)dt)′ = f(x)g′(x)(

f(x)g′(x)x

2

)′
=
f ′(x)g′(x)x+ f(x)g′(x) + f(x)g′′(x)x

2

(

∫ x

0

f(t)g′(t)dt)′ −
(
f(x)g′(x)x

2

)′
=

= f(x)g′(x)− f ′(x)g′(x)x+ f(x)g′(x) + f(x)g′′(x)x

2
=

=
f(x)g′(x)− f ′(x)g′(x)x− f(x)g′′(x)

2
=

=
g′(x)(f(x)− f ′(x)x)− f(x)g′′(x)

2
Функция f удовлетворяет условию задачи 2 ⇒ f удовлетворяет
условию леммы 1 ⇒ f(x) − f ′(x)x ≤ 0 ∀ x ∈ (0;+∞) ⇒ в силу
того, что по условию f(x) ≥ 0, g′(x) ≥ 0, g′(x) ≥ 0 ∀ x ∈ [0; +∞)
получаем

(

∫ x

0

f(t)g′(t)dt)′ −
(
f(x)g′(x)x

2

)′
≤ 0

∀ x ∈ [0; +∞).
Обозначив u(x) =

∫ x

0 f(t)g
′(t)dt, v(x) = f(x)g′(x)x

2 получаем

u′(x)− v′(x) ≤ 0

∀ x ∈ [0; +∞). Отсюда получаем
∫ x

0 (u
′(t) − v′(t))dt ≤ 0 ∀

x ∈ [0; +∞) ⇔
∫ x

0 u
′(t)dt ≤

∫ x

0 v
′(t)dt u(x) =

∫ x

0 f(t)g
′(t)dt,

v(x) = f(x)g′(x)x
2 ⇒ u(0) = 0, v(0) = 0 ⇒ u(x) =

∫ x

0 u
′(t)dt,
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v(x) =
∫ x

0 v
′(t)dt Тогда u(x) ≤ v(x) ∀ x ∈ (0;+∞). Переходя к

исходным обозначениям получаем∫ x

0

f(t)g′(t)dt ≤ f(x)g′(x)x

2

что и требовалось доказать.
Назовём функцию ϕ(x) : [0; +∞) −→ [0; +∞) почти выпуклой,

если ∀ x ∈ [0; +∞)

ϕ′(x) · x− ϕ(x) ≥ 0

В силу следствия из леммы 1 любая положительная возрастающая
выпуклая функция является почти выпуклой.

Теорема 1. Пусть f , g—функции,удовлетворяющие условию за-
дачи 2, кроме того g—выпуклая функция. Тогда если ∀ x ∈
(0;+∞) ∫ x

0

g(t)f ′(t)dt ≥
∫ x

0

f(t)g′(t)dt

то

h(x) =

∫ x

0 f(t)g
′(t)dt

g(x)

является почти выпуклой на (0;+∞).

Доказательство:
(
h(x)
x

)′
=
(∫ x

0
fdg

xg

)′
=fg′gx−(g+g′x)

∫ x

0
fdg

x2g2 ≥ 0⇔

⇔ fg′gx− (g + g′x)

∫ x

0

fdg ≥ 0⇔

⇔
∫ x

0

fdg ≤ fg′gx

g + g′x

g удовлетворяет условию леммы 1 ⇒ по следствию из леммы 1
g′x ≥ g ⇒ 2g ≤ g + g′x ≤ 2g′x ⇒ fg′gx

2g′x ≤
fg′gx
g+g′x ≤

fg′gx
2g ⇒
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⇒ fg
2 ≤

fg′gx
g+g′x ≤

fg′x
2 ⇒ для того чтобы h была почти вы-

пуклой необходимо
∫ x

0 fdg ≤
fg′x
2 . В силу леммы 2 это необхо-

димое условие выполняется для всех f , g из условия теоремы.
fg
2 ≤

fg′gx
g+g′x ≤

fg′x
2 ⇒ для того чтобы h была почти выпуклой

достаточно
∫ x

0 fdg ≤
fg
2 По формуле интегрирования по частям

получаем
∫ x

0 fdg +
∫ x

0 gdf = f(x)g(x)− f(0)g(0) = fg

Отсюда получаем, что если
∫ x

0 gdf ≥
∫ x

0 fdg то∫ x

0

fdg ≤ fg −
∫ x

0

fdg ⇒∫ x

0

fdg ≤ fg

2
⇒

⇒ h является почти выпуклой на (0;+∞), что и требовалось до-
казать.

Теорема 2. Пусть f , g—функции, удовлетворяющие условию
задачи 2, кроме того g—выпуклая функция. Тогда для выпукло-
сти функции

h =

∫ x

0 fdg

g

на (0;+∞) достаточно f ′g − 2fg′ ≥ 0

Доказательство: h—выпуклая функция ⇔

⇔ (g′′g − 2g′2)

∫ x

0

gdf + f ′g′g2 ≥ 0

В случае когда g′′g − 2g′2 ≥ 0 функция h—выпуклая.
Если g′′g − 2g′2 < 0, то (g′′g − 2g′2)

∫ x

0 gdf + f ′g′g2 ≥ 0⇔

⇔ f ′g′g2 ≥ (2g′2 − g′′g)
∫ x

0

gdf

f , g—положительные возрастающие выпуклые функции по усло-
вию ⇒ f ≥ 0, g ≥ 0, f ′ ≥ 0, g′ ≥ 0 на (0;+∞) ⇒

∫ x

0 fdg ≥ 0⇒
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⇒
∫ x

0 gdf ≤ fg, так как
∫ x

0 gdf +
∫ x

0 fdg = fg ⇒
∫ x

0 gdf ≤ fg ⇒
⇒ для выпуклости h достаточно

f ′g′g2 ≥ (2g′2 − g′′g)fg ⇔

⇔ f ′g′g2 − 2fgg′2 + fg2g′′ ≥ 0

С учётом выпуклости g fg2g′′ ≥ 0 ∀ x ∈ (0;+∞) поэтому для
выпуклости h достаточно

f ′g′g2 − 2fgg′2 ≥ 0⇔ gg′(f ′g − 2fg′) ≥ 0⇔

⇔ f ′g − 2fg′ ≥ 0

что и требовалось доказать.

Теорема 3. Пусть f , g—функции, удовлетворяющие условию
задачи 2, кроме того g—выпуклая функция. Тогда для выпукло-
сти функции

h =

∫ x

0 fdg

g

на (0;+∞) достаточно f ′′g′ − g′′f ′ ≥ 0 ∀ x ∈ [0; +∞), т.е.(
f ′

g′

)′
≥ 0

∀ x ≥ 0 .

Доказательство: h—выпуклая функция ⇔

⇔ (g′′g − 2g′2)

∫ x

0

gdf + f ′g′g2 ≥ 0⇔

⇔ f ′g′g2 ≥ (2g′2 − g′′g)
∫ x

0

gdf

g—выпуклая функция⇒ g′′g ≥ 0⇒ для выпуклости h достаточно
f ′g′g2 ≥ 2g′2

∫ x

0 gdf ⇔
∫ x

0 gdf ≤
f ′g′g2

2g′2 = f ′g2

2g′ . Для этого достаточно

(

∫ x

0

gdf)′ ≤
(
f ′g2

2g′

)′
⇔
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⇔ gf ′ ≤ (f ′′g2 + 2f ′g′g)2g′ − 2g′′f ′g2

4g′2
⇔

⇔ 4f ′gg′2 − 2f ′′g2g′ − 4f ′g′2g + 2g′′f ′g2

4g′2
≤ 0⇔

⇔ 2g′′f ′g2 − 2f ′′g′g2

4g′2
≤ 0⇔

⇔ 2g2(f ′′g′ − g′′f ′)
4g′2

≥ 0⇔

⇔ для этого достаточно f ′′g′−g′′f ′

g′2 ≥ 0⇔
(
f ′

g′

)′
≥ 0, что и требова-

лось доказать.
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ÓÄÊ 532.22

ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß
ÏÐÎÖÅÑÑÀ ÑÓØÊÈ ß×ÌÅÍß

Ïàâëåíêî Â. À. (Óôà, ÁÃÀÓ, ÁÃÓ)

Ââåäåíèå

Íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü ïðîöåññ ñóøêè ÿ÷ìåíÿ, à èìåííî èçó-
÷èòü êàê ìåíÿþòñÿ âëàãîñîäåðæàíèå, òåìïåðàòóðà è äàâëåíèå ñ
òå÷åíèåì âðåìåíè. Äðóãèìè ñëîâàìè âûâåñòè óðàâíåíèÿ çàâèñè-
ìîñòè âëàãîñîäåðæàíèÿ, òåìïåðàòóðû ì äàâëåíèÿ îò âðåìåíè. Â
îáùåì ñëó÷àå òàêèå óðàâíåíèÿ áûëè âûâåäåíû Ëûêîâûì, (ñì. [1])
è èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

∂T
∂τ = k11∆T + k12∆U + k13∆P
∂U
∂τ = k21∆T + k22∆U + k23∆P
∂P
∂τ = k31∆T + k32∆U + k33∆P

(1)

Êàê ìîæåò     ï îêàçàòüñÿ   í à  ïåðâûé      âçãëÿä,   ïîñòàâëåííàÿ        вûøå    çàäà÷à 
ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíîé:     ïðîñòî   ðåøèòü óðàâíåíèÿ    è ïîëó -чèòü  æåëàåìûå    
çàêîíîìåðíîñòè.       .       Îäíàêî,         íàéòè      êîýôôèöèåíòû             kij äëÿ  ÿ÷ìåíÿ      â ñïðàâî÷íîé     
ëèòåðàòóðå   èëè   â èíòåðíåòå    íå  ïðåäñòàâ ляется âîçìîæíûì.           Èçìåðèòü    èõ â 
ëàáîðàòîðíûõ          óñëîâèÿõ   âåñüìà   тðóäî¼ìêî.      Ïîýòîìó          ïîñòàâëåííàÿ         âûøå    
çàäà÷à òðèâèàëüíîé         íå    ÿâëÿåòñÿ.

Â ñâÿçè ñ  ýòèì    Êàðèìîâ       Õ.Ò. ïðîâ¼ë  ýêñïåðèìåíò,      â õîäå   êî торого сóøèëñÿ 
ÿ÷ìåíü    è  â òå÷åíèå   êàæäî  é        ñåêóíäû   ñóøêè   èçìåðÿëîñü     âëàãîñîäåðæàíèå,     
òåìïåðàòóðà   è äàâëåíèå.     Ñëåäóåò îòìåòèòü,     ÷òî   áûëî     ïðîâåäåíî          íåñêîëüêî   
îïûòîâ:     â ïåðâîì        îïûòå     äàâëåíèå      нå èçìåíÿëîñü         íà  ïðîòÿæåíèè          âñåãî âðåìåíè   
ñóøêè.    Â îñòàëüíûõ      îïûòàõ      â îïðåäåë¼ííûé           ì  îìåíò         âûêà÷èâàëñÿ      âîçäóõ    è
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äàâëåíèå ïîíèæàëîñü, çàòåì, ïî èñòå÷åíèè îïðåäåë¼ííîãî âðåìå-
íè âîçäóõ âêà÷èâàëñÿ îáðàòíî è äàâëåíèå âîññòàíàâëèâàëîñü äî
àòìîñåðíîãî. Ïàâëåíêî Â.À. îáðàáîòàë ïîëó÷åííóþ ÷èñëîâóþ èí-
ôîðìàöèþ è ïîëó÷èë ñëåäóþùòå çàêîíîìåðíîñòè.

� 1. Çàêîíîìåðíîñòè

Ïåðâûé îïûò
Â òå÷åíèå ïåðâûõ 655 ñåêóíä çåðíî ïîäâåðãàëîñü ÈÊ-íàãðåâó,

ïðè÷¼ì â òå÷åíèå ïåðâûõ 43 ñåêóíä ÈÊ-íàãðåâ áûë ìåíåå èíòåí-
ñèâíûì, à çàòåì � áîëåå.

ÈÊ-íàãðåâ äî 43 ñåêóíäû:

T = (0, 021τ + 292, 979)e−0,578x

U = U0 −
U0τ

24500
ÈÊ-íàãðåâ ñ 43 ñåêóíäû äî 600 ñåêóíäû:

T = (0, 069τ + 290, 915)e−0,578x

U = U0 −
U0τ

24500
ÈÊ-íàãðåâ ñ 600 ñåêóíäû äî 655 ñåêóíäû:

T = (0, 069τ + 290, 915)e−0,578x

U = 0, 9755 ∗ U0 − (0, 0115 − 1, 081 ∗ 10−7P )(τ − 600)

Íàãðåëîñü. Òåìïåðàòóðà ïîñòîÿííà. Ñ 655 ñåêóíäû äî 1200 ñå-
êóíäû:

T = 336, 11e−0,578x

U = 0, 9755 ∗ U0 − (0, 0115 − 1, 081 ∗ 10−7P )(τ − 600)

Ïðîäóâêà. Ñ 1200 ñåêóíäû äî 1800 ñåêóíäû:

T = (422, 51 − 0, 072τ)e−0,578x
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U = 0, 9755∗U0−600(0, 0115−1, 081∗10−7P0)−A(e−Bτ∗10
−4−e−0.12B),

ãäå
A = 5.7445 ∗ 10−9 ∗ P 2

0 − 0.0011636 ∗ P0 + 87.6

B = 1.0105 ∗ 10−9P 2
0 − 2.535 ∗ 10−4P0 + 17.3

Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ è äàëåå 0 ≤ x ≤ 0, 05. Òàê êàê ðàññòîÿíèå
ìåæäó èíôðàêðàñíûìè ñòåíêàìè 0,1ì. Ïîýòîìó ïðè x = 0 ñóøêà
áóäåò áîëåå èíòåíñèâíîé, à ïðè x = 0, 05 ìåíåå èíòåíñèâíîé. Çäåñü
P0 � äàâëåíèå, äî êîòîðîãî ìû ïîíèæàåì. Â ïåðâîì îïûòå P =
101308, âî âòîðîì P = 81308, â òðåòüåì P = 61308, â ÷åòûåðòîì
P = 50000, â ïÿòîì P = 41308.
Âòîðîé îïûò
ÈÊ-íàãðåâ äî 43 ñåêóíäû:

T = (0, 021τ + 292, 979)e−0,578x

U = U0 −
U0τ

24500
ÈÊ-íàãðåâ ñ 43 ñåêóíäû äî 600 ñåêóíäû:

T = (0, 069τ + 290, 915)e−0,578x

U = U0 −
U0τ

24500

ÈÊ-íàãðåâ, íî ìû âûêà÷èâàåì    âî зäóõ, òåì ñàìûì   ïîíèæàåì      äàâëåíèå 
ñ  àòìîñôåðíîãî       äî    81308Ïà ñ  600 ñåêóíäû   äî   655 ñåêóíäû:

T = (0, 069τ + 290, 915)e−0,578x

U = 0, 9755 ∗ U0 − (0, 0115 − 1, 081 ∗ 10−7P )(τ − 600)

P = 101308e−0,004(τ−600)

Ïðîäîëæàåòñÿ  íàãðåâ. Äàâëåíèå ñíîâà ïîñòîÿííî   è ðàâíî 
81308Ïà ñ  655 ñåêóíäû  äî  1141 ñåêóíäû:

T = (0, 069τ + 290, 915)e−0,578x
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U = 0, 9755 ∗ U0 − (0, 0115 − 1, 081 ∗ 10−7P0)(τ − 600)

Íàãðåëîñü. Òåìïåðàòóðà ïîñòîÿííà. Ñ 1141 ñåêóíäû äî 1190
ñåêóíäû:

T = 336, 11e−0,578x

U = 0, 9755 ∗ U0 − (0, 0115 − 1, 081 ∗ 10−7P0)(τ − 600)

Òåìïåðàòóðà ïîñòîÿííà. Äàâëåíèå ïîâûøàåì äî ïåðâîíà÷àëü-
íîãî. Ñ 1190 ñåêóíäû äî 1200 ñåêóíäû:

T = 336, 11e−0,578x

U = 0, 9755 ∗ U0 − (0, 0115 − 1, 081 ∗ 10−7P0)(τ − 600)

P = 81308 + 2000(τ − 1190)

Ïðîäóâêà. Ñ 1200 ñåêóíäû äî 1800 ñåêóíäû:

T = (422, 51 − 0, 072τ)e−0,578x

U = 0, 9755∗U0−600(0, 0115−1, 081∗10−7P0)−A(e−Bτ∗10
−4−e−0.12B)

Òðåòèé îïûò
ÈÊ-íàãðåâ äî 43 ñåêóíäû:

T = (0, 021τ + 292, 979)e−0,578x

U = U0 −
U0τ

24500
ÈÊ-íàãðåâ ñ 43 ñåêóíäû äî 600 ñåêóíäû:

T = (0, 069τ + 290, 915)e−0,578x

U = U0 −
U0τ

24500

ÈÊ-íàãðåâ, íî ìû âûêà÷èâàåì   âî здóõ, òåì ñàìûì    ïîíèæàåì     äàâëåíèå 
ñ  àòìîñôåðíîãî       äо  61308Ïà ñ  600 ñåêóíäû   äî  655 ñåêóí-äû:

T = (0, 069τ + 290, 915)e−0,578x
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U = 0, 9755 ∗ U0 − (0, 0115 − 1, 081 ∗ 10−7P0)(τ − 600)

P = 101308e−0,009(τ−600)

Ïðîäîëæàåòñÿ íàãðåâ. Äàâëåíèå ñíîâà ïîñòîÿííî è ðàâíî
61308Ïà ñ 655 ñåêóíäû äî 1141 ñåêóíäû:

T = (0, 069τ + 290, 915)e−0,578x

U = 0, 9755 ∗ U0 − (0, 0115 − 1, 081 ∗ 10−7P0)(τ − 600)

Íàãðåëîñü. Òåìïåðàòóðà ïîñòîÿííà. Ñ 1141 ñåêóíäû äî 1190
ñåêóíäû:

T = 336, 11e−0,578x

U = 0, 9755 ∗ U0 − (0, 0115 − 1, 081 ∗ 10−7P0)(τ − 600)

Òåìïåðàòóðà ïîñòîÿííà. Äàâëåíèå ïîâûøàåì äî ïåðâîíà÷àëü-
íîãî. Ñ 1190 ñåêóíäû äî 1200 ñåêóíäû:

T = 336, 11e−0,578x

U = 0, 9755 ∗ U0 − (0, 0115 − 1, 081 ∗ 10−7P0)(τ − 600)

P = 61308 + 4000(τ − 1190)

Ïðîäóâêà. Ñ 1200 ñåêóíäû äî 1800 ñåêóíäû:

T = (422, 51 − 0, 072τ)e−0,578x

U = 0, 9755∗U0−600(0, 0115−1, 081∗10−7P0)−A(e−Bτ∗10
−4−e−0.12B)

×åòâ¼ðòûé îïûò
ÈÊ-íàãðåâ äî 43 ñåêóíäû:

T = (0, 021τ + 292, 979)e−0,578x

U = U0 −
U0τ

24500
ÈÊ-íàãðåâ ñ 43 ñåêóíäû äî 600 ñåêóíäû:

T = (0, 069τ + 290, 915)e−0,578x
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U = U0 −
U0τ

24500
ÈÊ-íàãðåâ, íî ìû âûêà÷èâàåì âîõäóõ, òåì ñàìûì ïîíèæàåì

äàâëåíèå ñ àòìîñôåðíîãî äî 50000Ïà ñ 600 ñåêóíäû äî 655 ñåêóí-
äû:

T = (0, 069τ + 290, 915)e−0,578x

U = 0, 9755 ∗ U0 − (0, 0115 − 1, 081 ∗ 10−7P0)(τ − 600)

P = 101308e−0,0128(τ−600)

Ïðîäîëæàåòñÿ íàãðåâ. Äàâëåíèå ñíîâà ïîñòîÿííî è ðàâíî
81308Ïà ñ 655 ñåêóíäû äî 1141 ñåêóíäû:

T = (0, 069τ + 290, 915)e−0,578x

U = 0, 9755 ∗ U0 − (0, 0115 − 1, 081 ∗ 10−7P0)(τ − 600)

Íàãðåëîñü. Òåìïåðàòóðà ïîñòîÿííà. Ñ 1141 ñåêóíäû äî 1190
ñåêóíäû:

T = 336, 11e−0,578x

U = 0, 9755 ∗ U0 − (0, 0115 − 1, 081 ∗ 10−7P0)(τ − 600)

Òåìïåðàòóðà ïîñòîÿííà. Äàâëåíèå ïîâûøàåì äî ïåðâîíà÷àëü-
íîãî. Ñ 1190 ñåêóíäû äî 1200 ñåêóíäû:

T = 336, 11e−0,578x

U = 0, 9755 ∗ U0 − (0, 0115 − 1, 081 ∗ 10−7P0)(τ − 600)

P = 50000 + 5130, 8(τ − 1190)

Ïðîäóâêà. Ñ 1200 ñåêóíäû äî 1800 ñåêóíäû:

T = (422, 51 − 0, 072τ)e−0,578x

U = 0, 9755∗U0−600(0, 0115−1, 081∗10−7P0)−A(e−Bτ∗10
−4−e−0.12B)

Ïÿòûé îïûò
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ÈÊ-íàãðåâ äî 43 ñåêóíäû:

T = (0, 021τ + 292, 979)e−0,578x

U = U0 −
U0τ

24500
ÈÊ-íàãðåâ ñ 43 ñåêóíäû äî 600 ñåêóíäû:

T = (0, 069τ + 290, 915)e−0,578x

U = U0 −
U0τ

24500

ÈÊ-íàãðåâ, íî ìû âûêà÷èâàåì âîõäóõ, òåì ñàìûì ïîíèæàåì
äàâëåíèå ñ àòìîñôåðíîãî äî 41308Ïà ñ 600 ñåêóíäû äî 655 ñåêóí-
äû:

T = (0, 069τ + 290, 915)e−0,578x

U = 0, 9755 ∗ U0 − (0, 0115 − 1, 081 ∗ 10−7P0)(τ − 600)

P = 101308e−0,0163(τ−600)

Ïðîäîëæàåòñÿ íàãðåâ. Äàâëåíèå ñíîâà ïîñòîÿííî è ðàâíî
41308Ïà ñ 655 ñåêóíäû äî 1141 ñåêóíäû:

T = (0, 069τ + 290, 915)e−0,578x

U = 0, 9755 ∗ U0 − (0, 0115 − 1, 081 ∗ 10−7P0)(τ − 600)

Íàãðåëîñü. Òåìïåðàòóðà ïîñòîÿííà. Ñ 1141 ñåêóíäû äî 1190
ñåêóíäû:

T = 336, 11e−0,578x

U = 0, 9755 ∗ U0 − (0, 0115 − 1, 081 ∗ 10−7P0)(τ − 600)

Òåìïåðàòóðà ïîñòîÿííà. Äàâëåíèå ïîâûøàåì äî ïåðâîíà÷àëü-
íîãî. Ñ 1190 ñåêóíäû äî 1200 ñåêóíäû:

T = 336, 11e−0,578x

U = 0, 9755 ∗ U0 − (0, 0115 − 1, 081 ∗ 10−7P0)(τ − 600)
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P = 41308 + 6000(τ − 1190)

Ïðîäóâêà. Ñ 1200 ñåêóíäû äî 1800 ñåêóíäû:

T = (422, 51 − 0, 072τ)e−0,578x

U = 0, 9755∗U0−600(0, 0115−1, 081∗10−7P0)−A(e−Bτ∗10
−4−e−0.12B)

Ïîäñòàâèì ïëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â (1), ïîëó÷èì:
Äî 43 ñåêóíäû:{

∂T
∂τ = 0,063

0,021τ+292,979∆T
∂U
∂τ = − U0e

0,578x

8185(0,021τ+292,979)∆T

Ñ 43 äî 600 ñåêóíäû:{
∂T
∂τ = 0,21

0,069τ+290,915∆T
∂U
∂τ = − U0e

0,578x

8185(0,069τ+290,915)∆T

Ñ 600 äî 655 ñåêóíäû:
∂T
∂τ = 0,21

0,069τ+290,915∆T
∂U
∂τ = (3,236∗10−7P0−0,0344)e0,578x

0,069τ+290,915 ∆T
∂P
∂τ = 303241µeµ(τ−600)+0,578x

0,069τ+290,915 ∆T

Çäåñü µ = lnP0−ln 101308
55 .

Ñ 655 äî 1141 ñåêóíäû:{
∂T
∂τ = 0,21

0,069τ+290,915∆T
∂U
∂τ = (3,236∗10−7P0−0,0344)e0,578x

0,069τ+290,915 ∆T

Ñ 1141 äî 1190 ñåêóíäû:

∂U

∂τ
= (9, 6 ∗ 10−10P0 − 10−4)e0,578x∆T

Ñ 1190 äî 1200 ñåêóíäû:{
∂U
∂τ
∂P
∂τ

= (9, 6 ∗ 10−10P0 − 10−4)e0,578x∆T

= 8, 9 ∗ 10−3(10130, 8 − 0, 1P0)e
0,578x∆T
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Ñ 1200 äî 1800 ñåêóíäû:{
∂T
∂τ = 0,216

0,072τ−422,51∆T

∂U
∂τ = −3∗10−4A∗B∗e0,578x−B∗τ∗10−4

0,072τ−422,51 ∆T

Âûâîäû

Â íà÷àëå, äî 43 ñåêóíäû íàãðåâ ìåíåå èíòåíñèâíûé,   ïîòîì    áî-ëåå 
èíòåíñèâíûé   äî 1141 ñåêóíäû, ïîòîì   òåìïåðóòóðà  óñòàíàâëè-âàåòñÿ 
ïîñòîÿííîé,    íî ïðîöåññ ñóøêè ïðîäîëæàåòñÿ.   Ýòî ïðîèñ-õîäèò  äî 
1200 ñåêóíäû, çàòåì, âî âðåìÿ  ïðîäóâêè,  òåìïåðàòóðà   ïîíèæàåòñÿ. 
Áîëåå ïîäðîáíî:   íà ðèñóíêå 1 ïîêàçàíà   çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû 
íàãðåâà çåðíà â ñëîå îò âðåìåíè  ïðè ÈÊ-íàãðåâå.  ×åì  ãëóáæå, òåì 
ìåíüøå   òåìïåðàòóðà. Íà ðèñóíêå 2 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü 
òåìïåðàòóðû  îò âðåìåíè  ñ  43 äî 1141 ñåêóíäû. Çäåñü  íàãðåâ èä¼ò
áîëåå èíòåíñèâíûé.  Òàêæå, ÷åì ãëóáæå, òåì ìåíü-øå òåìïåðàòóðà. 
Äàëåå íà ðèñóíêå 3 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû  îò 
âðåìåíè ñ  1141 äî 1200 ñåêóíäû. Çäåñü  íàãðåâ çàêîí÷èëñÿ. 
Òåìïåðàòóðà â ñëîå ñòàëà ïîñòîÿííîé.   Íà ðèñóíêå 4 ïðåäñòàâëåíà 
çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû   îò âðåìåíè   ñ  1200 äî 1800 ñåêóíäû. Çäåñü
èä¼ò ïðîäóâêà. Òåìïåðàòóðà â ñëîÿõ ïîíèæàåòñÿ. Íà ðèñóíêå 5
ïðåäñòàâëåíà  çàâèñèìîñòü  âëàãîñîäåðæàíèÿ   îò âðå-ìåíè  äî 600
ñåêóíäû.  Íà ðèñóíêå  6 ïðåäñòàâëåíà   çàâèñèìîñòü  âëà-ãîñîäåðæàíèÿ     
î  ò âðåìåíè ñ  600 äî 1200 ñåêóíäû. Âëàãîñú¼ì ñòàíî-âèòñÿ áîëåå 
èíòåíñèâíûì.     Íà ðèñóíêå 7 ïðåäñòàâëåíà   çàâèñèìîñòü  
âëàãîñîäåðæàíèÿ îò âðåìåíè  ñ  1200 äî 1800 ñåêóíäû. Âëàãîñú¼ì 
ñòàíîâèòñÿ åù¼  áîëåå èíòåíñèâíûì.  Íà ðèñóíêå 8 ïðåäñòàâëåíà 
çàâèñèìîñòü  äàâëåíèÿ  îò âðåìåíè  ïðè âûêà÷èâàíèè âîçäóõà. Íà 
ðèñóíêå 8 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ îò âðåìåíè ïðè çà-
êà÷èâàíèè   âîçäóõà.

Âëàãîñîäåðæàíèå    âñ¼  âðåìÿ  óìåíüøàåòñÿ,    ñíà÷àëà ìåíåå    èíòåí-
ñèâíî äî  43 ñåêóíäû,   çàòåì   áîëåå èíòåíñèâíî.   Î÷åíü  ìíîãî    âëàãè 
ñíèìàåòñÿ   âî âðåìÿ   ïðîäóâêè.   Òàêæå ñóùåñòâåííóþ   ðîëü èãðàåò
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äî êàêîãî äàâëåíèÿ ìû âûêà÷èâàåì âîçäóõ. Ïîêàçàíî, ÷òî áîëüøå
âñåãî âëàãè ñíèìàåòñÿ ïðè âûêà÷êå äî äàâëåíèÿ 40êÏà.
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ÓÄÊ 536.2:517.9

ÍÅËÎÊÀËÜÍÛÅ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß Â ÏÐÈËÎÆÅÍÈßÕ Ê
ÝÂÎËÞÖÈÎÍÍÛÌ ÓÐÀÂÍÅÍÈßÌ

Ôàòûõîâà À. È. (Óôà, ÁàøÃÓ)

Ââåäåíèå

Îäíîé èç âàæíåéøèõ çàäà÷ â òåîðèè óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷.
Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû èñïîëüçóåòñÿ ãðóïïî-
âîé àíàëèç äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íàïðèìåð, â ðàáîòå [1],
à òàêæå ïðåîáðàçîâàíèÿ, óïðîùàþùèå ïîèñê ðåøåíèÿ çàäà÷è, íà-
ïðèìåð, êàñàòåëüíûå è íåëîêàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Â äàííîé
ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåëîêàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà

dy = a(x, u)dx+ b(x, u, ux)dt, a(x, u) = ϕ(y, v). (1)

Îñîáåííî èíòåðåñíû ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ëèíåà-
ðèçóþòñÿ ïðè ïîìîùè âûøåñêàçàííûõõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïîëíîå
îïèñàíèå òàêèõ óðàâíåíèÿ ïðèâåäåíî â ðàáîòå [2].

Â äàííîé ñòàòüå ïîêàçàíî ïðèëîæåíèå íåëîêàëüíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé ê êëàññè÷åñêîé çàäà÷å Ñòåôàíà äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè.

� 1. Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à Ñòåôàíà

Çàäà÷à Ñòåôàíà äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè
èìååò âèä:

ut = −2uuxx + u2x,−∞ < x < x(t), t > 0, (2)

u(x, 0) = ϕ(x),−∞ < x ≤ 0, (3)

u(x(t), t) = ψ(t), t > 0, (4)

dx(t)

dt
= −ux(x(t), t) + f(t), t > 0, x(0) = 0. (5)
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È ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå òèïà (1), èìåþùåå âèä:

dx = v(y, t)dy + vy(y, t)dt, u(x, y) = −v
2(y, t)

2
. (6)

Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ (6) óðàâíåíèå (2) ìîæíî ñâåñòè ê
ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè vt = vyy. Ïîêàæåì ýòî.

Èç (6) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ y = y(x, t) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþ-
ùèì óñëîâèÿì:

∂y(x, t)

∂x
=

1

v(y, t)
,
∂y(x, t)

∂t
= −vy(y, t)

v(y, t)
. (7)

Äèôôåðåíöèðóÿ âòîðîå ðàâåíñòâî (6) ïî t è ïî x è ó÷èòûâàÿ (7),
ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ:

∂u(x, t)

∂t
=

(
∂v(y(x, t), t)

∂y

)2

− v(y(x, t), t)
∂v(y(x, t), t)

∂t
, (8)

∂u(x, t)

∂x
= −∂v(y(x, t), t)

∂y
. (9)

Äèôôåðåíöèðóÿ (9) è ó÷èòûâàÿ (7), ïîëó÷èì

∂2u(x, t)

∂x2
= − 1

v(y(x, t), t)

∂2v(y(x, t), t)

∂y2
. (10)

Ïîäñòàâëÿÿ (8),(9),(10) â (2), áóäåì èìåòü

vt = vyy. (11)

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå (6) ïåðåâîäèò óðàâ-
íåíèå (2) â óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè.

Íàéäåì òåïåðü êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ (11), ðåøåíèå
êîòîðîé äàñò ðåøåíèå çàäà÷è (2)�(5).

Èç (6) ñëåäóåò, ÷òî, åñëè èçâåñòíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëî-
ïðîâîäíîñòè, ôóíêöèþ x = x(y, t) ìîæíî îïðåäåëèòü òàê:

x(y, t) =

∫
L

v(s, τ)ds+ vy(s, τ)dτ, (12)
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ãäå L � íåêîòîðàÿ êðèâàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè O(0, 0) è M(y, t).
Èíòåãðàë (12) íå çàâèñèò îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ, è â êà÷åñòâå L
ìîæíî âçÿòü ëîìàíóþ [0, y]∪ 0∪ y ∪ [0, t). Òîãäà (12) ïðèìåò âèä:

x(y, t) =

y∫
0

v(s, 0)ds+

t∫
0

vy(y, τ)dτ, (12′)

îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ x(y, t) íåîáõîäèìî çàäàòü
ôóíêöèþ v(y, 0):

v(y, 0) = g(y). (13)

Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèå (6) ïåðåâîäèò êðèâóþ y = h(t) â êðèâóþ
x = x(t) (êðèâàÿ y = h(t) áóäåò îïðåäåëåíà äàëåå). Òîãäà êðèâàÿ
x = x(t), ñîãëàñíî (12), îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

x(t) =

t∫
0

(v(h(τ), τ)h′(τ) + vy(h(τ), τ))dτ. (14)

Ïîëîæèì
v(h(t), t) = p(t). (15)

(14) ñ ó÷åòîì (15) ïðèìåò âèä:

x(t) =

t∫
0

(p(τ)h′(τ) + vy(h(τ), τ)dτ). (16)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ôóíêöèè v(y, t), ñîãëàñíî (11),(13) è (15), ïî-
ëó÷èëè êðàåâóþ çàäà÷ó.

Òåïåðü îïðåäåëèì ôóíêöèè h(t), g(y) è p(t), ÷òîáû îïðåäåëèòü
ðåøåíèå çàäà÷è (2)�(5) ÷åðåç ôîðìóëû (12),(16).

Èç óñëîâèÿ (4) è ôîðìóë (6), (15) ñëåäóåò, ÷òî

p(t) = (−2ψ(t))
1
2 , ψ(t) < 0. (17)
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Èç ðàâåíñòâ (16), (9) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (5)
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

h(t) =

t∫
0

f(τ)(−2ψ(τ))
1
2dτ. (18)

Ïîëàãàÿ t = 0 âî âòîðîì ðàâåíñòâå (6) è â (12′), èìååì:

u(x(y, 0), 0) = −1

2
v2(y, 0), (19)

x(y, 0) =

y∫
0

g(s)ds. (20)

Ïåðåïèøåì óñëîâèå (3) ñ ó÷åòîì (13), (19), (20):

Φ

 y∫
0

g(s)ds

 = −1

2
g2(y). (21)

Òî åñòü åñëè ôóíêöèÿ g(y) - ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (21) è âûïîëíÿ-
åòñÿ, ÷òî Φ(x) < 0, òî óñëîâèå (3) áóäåò âûïîëíåíî.

Âûÿñíèì óñëîâèå, ïðè êîòîðîì ôóíêöèÿ x(y, t), îïðåäåëÿåìàÿ
ïî ôîðìóëå (12), îòîáðàæàåò ïîëóîñü −∞ < y ≤ 0 â ïîëóîñü
−∞ < x ≤ 0. Ýòî áóäåò âûïîëíåíî, åñëè, ñîãëàñíî (20),

−∞∫
0

g(s)ds = −∞. (22)

Èç (21) ïóòåì íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ
Φ(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

0∫
−∞

(−2Φ(z))−
1
2 dz =∞. (23)
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Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (23) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî (22).
Òàêèì îáðàçîì, åñëè ôóíêöèè Φ(x), ψ(x) ∈ C1(−∞, 0],

f(t) ∈ C(t ≥ 0) è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (17), (18),(21), (23),
ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è (2)�(5) áóäåò âû÷èñëÿòüñÿ ïî ôîðìóëàì
(6), (12), (14), ãäå ôóíêöèÿ v(y, t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé
êðàåâîé çàäà÷è

vt = vyy,−∞ < y < h(t), t > 0, (24)

v(y, 0) = g(y),−∞ < y ≤ 0, (25)

v(h(t), t) = p(t), t ≥ 0. (26)

Ðàññìîòðèì ñõåìó ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (24)�(26), ãäå
h(t), g(y) è p(t) � çàäàííûå ôóíêöèè, ïðè÷åì h(0) = 0. Ðàññìîò-
ðèì ñäâèã x = y − h(t), è òîãäà ïîëó÷èì:

v(y, t) = v(x+ h(t), t) = w(x, t). (27)

Çàäà÷à (24)�(26) ñ ó÷åòîì (27) ïåðåéäåò â çàäà÷ó âèäà:

wt = wxx + h′(t)wx,−∞ < x < 0, (28)

w(x, 0) = g(x),−∞ < x ≤ 0, (29)

w(0, t) = p(t), t ≥ 0. (30)

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (28) â ïðåäïîëîæåíèè x ∈ (−∞,+∞):

wt = wxx + h′(t)wx, −∞ < x < +∞, t > 0. (31)

Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê åãî ðåøåíèþ:

w̃(s, t) =

+∞∫
−∞

eisxw(x, t)dx. (32)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî w(x, t) âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè ïî x
îáðàùàåòñÿ â íóëü íà áåñêîíå÷íîñòè, òîãäà ìîæíî ïîëó÷èòü ñëå-
äóþùåå óðàâíåíèå:

∂w̃(s, t)

∂t
= −s2w̃(s, t)− ish′(t)w̃(s, t). (33)
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Ïîëîæèì w(x, 0) = G(x), −∞ < x < +∞, ãäå G(x) � ïðîäîëæå-
íèå g(x) íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü:

G(x) =

{
g(x),−∞ < x ≤ 0,

a(x), 0 < x < +∞,

ãäå a(x) � íåêîòîðàÿ çàäàííàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(33) èìååò âèä:

w̃(s, t) = G̃(s)e−s
2t−ish(t). (34)

Ïðèìåíÿÿ ê (34) îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïîëó÷èì

w(x, t) =
1

2
√
πt

+∞∫
−∞

e−
(s−h(t)−x)2

4t G(s)ds. (35)

Ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ ïî ôîðìóëå (35), óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
(28) è (29). Äëÿ âûïîëíåíèÿ (30) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøå-
íèå:

p(t) =
1

2
√
πt

+∞∫
−∞

e−
(s−h(t))2

4t G(s)ds. (36)
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ÓÄÊ 517

ÈÍÒÅÃÐÈÐÎÂÀÍÈÅ ÑÈÑÒÅÌ ÄÂÓÕ
ÎÁÛÊÍÎÂÅÍÍÛÕ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
ÒÐÅÒÜÅÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ, ÄÎÏÓÑÊÀÞÙÈÕ ØÅÑÒÈÌÅÐÍÛÅ

ÀËÃÅÁÐÛ ËÈ Ñ ÒÐÅÕÌÅÐÍÎÉ ÏÎÄÀËÃÅÁÐÎÉ

Ôîêååâà Í. Î. (Óôà, ÁàøÃÓ)

Ââåäåíèå

Îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå n-ãî ïîðÿäêà âèäà

y(n) = f(x, y, y′, ..., y(n−1)),

äîïóñêàþùåå n îïåðàòîðîâ

Xi = ξi(x, y)
∂

∂x
+ ηi(x, y)

∂

∂y
, i = 1, .., n,

îáðàçóþùèõ n-ìåðíóþ ðàçðåøèìóþ àëãåáðó Ëè îïåðàòîðîâ, ìî-
æåò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíî â êâàäðàòóðàõ ([1],[2]).

Â [3] ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëîâ äëÿ ñèñòåì äâóõ
ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà, äîïóñêàþùèõ ÷åòûðåõìåðíûå àëãåáðû Ëè.
Ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè èíâàðèàíòíîãî ïðåäñòàâëå-
íèÿ ñèñòåì è îïåðàòîðà èíâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Âîç-
íèêàåò âîïðîñ î ïðèìåíèìîñòè äàííîãî àëãîðèòìà ê ñèñòåìàì áî-
ëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýòîãî âîïðîñà íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ðåàëè-
çàöèè àëãåáðû Ëè áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ â ïðîñòðàíñòâå äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ïîëó÷èòü ñèñòåìû ÎÄÓ, äîïóñêàþùèå
ýòè àëãåáðû è ïðèìåíèòü ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì.

Ïðîèíòåãðèðóåì ñèñòåìó äâóõ ÎÄÓ òðåòüåãî ïîðÿäêà âèäà{
y′′′ = f(x, y, z, y′, z′, y′′, z′′),

z′′′ = g(x, y, z, y′, z′, y′′, z′′),
(1)

äîïóñêàþùèõ êîíêðåòíûå øåñòèìåðíûå àëãåáðû Ëè.
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Ðåàëèçàöèÿ àëãåáð Ëè â ïðîñòðàíñòâå
äèôôåðåíöèðóåìûõ îïåðàòîðîâ

Îáùèé âèä áàçèñíûõ îïåðàòîðîâ òðåõ ïåðåìåííûõ øåñòèìåð-
íîé àëãåáðû Ëè

Xi = ξi(x, y, z)
∂

∂x
+ ηi(x, y, z)

∂

∂y
+ θi(x, y, z)

∂

∂z
, i = 1, ..., 6. (2)

Íàéäåì âåùåñòâåííî íåïîäîáíûå øåñòèìåðíûå àëãåáðû Ëè è èí-
âàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî íèõ ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Äëÿ êàæäîé íåèçîìîðôíîé àëãåáðû Ëè, îïðåäåëÿåìîé ñòðóê-
òóðíûìè êîíñòàíòàìè

[Xi, Xj] = ckijXk, i, j, k = 1, ..., 6,

ñ ïîìîùüþ íåâûðîæäåííîé çàìåíû ïåðåìåííûõ

t = t(x, y, z), u = u(x, y, z), v = v(x, y, z),

íàõîäèòñÿ íàèáîëåå ïðîñòàÿ ðåàëèçàöèÿ íåïîäîáíûõ àëãåáð Ëè
øåñòîãî ïîðÿäêà â ïðîñòðàíñòâå òðåõ ïåðåìåííûõ.

Ñèñòåìû ÎÄÓ, äîïóñêàþùèå àëãåáðû Ëè îïåðàòîðîâ

Ïóñòü ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) äîïóñêàåò àëãåáðó Ëè. Âûïèøåì
ïðîäîëæåííûå äî ïðîèçâîäíûõ òðåòüåãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî
îïåðàòîðû
X̃i = ξi

∂
∂x+η

1
i
∂
∂y+η

2
i
∂
∂z+θ

1
i
∂
∂y′ +θ

2
i
∂
∂z′ +θ

11
i

∂
∂y′′ +θ

22
i

∂
∂z′′ +θ

111
i

∂
∂y′′′ +

θ222i
∂
∂z′′′ , ãäå

θ1i = D(η1i )−y′D(ξi), θ
11
i = D(θ1i )−y′′D(ξi), θ

111
i = D(θ11i )−y′′′D(ξi),

θ2i = D(η2i )−z′D(ξi), θ
22
i = D(θ2i )−z′′D(ξi), θ

222
i = D(θ22i )−z′′′D(ξi),

ãäå D− oïåðàòîð ïîëíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

D =
∂

∂x
+ y′

∂

∂y
+ z′

∂

∂z
+ y′′

∂

∂y′
+ z′′

∂

∂z′
+ ...
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Ïîäåéñòâóåì ïðîäîëæåííûìè îïåðàòîðàìè íà êàæäîå óðàâíåíèå
ñèñòåìû, ïîëó÷àåì ñèñòåìó èç äâåíàäöàòè óðàâíåíèé âèäà:Xi

(
y′′′ − f(x, y, z, y′, z′, y′′, z′′)|y′′′=f,z′′′=g

)
= 0;

Xi

(
y′′′ − g(x, y, z, y′, z′, y′′, z′′)|y′′′=f,z′′′=g

)
= 0.

(3)

Ðåøèâ ïîëó÷åííûå îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ, íàõîäèì âèä ôóíê-
öèé f è g. Èíâàðèàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå ñèñòåìû (3) ìîæíî ïîëó-
÷èòü, íàéäÿ èíâàðèàíòû àëãåáðû L6 ñ îïåðàòîðàìè (2).

Ðåøàåì ñèñòåìó Xi,k(Ik) = 0, i = 1, .., 6, k = 0, 1, 2, 3, ãäå
Xi,k− ïðîäîëæåíèå îïåðàòîðà Xi íà ïðîèçâîäíûå k-ãî ïîðÿäêà,
Ik− ôóíêöèÿ îò íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé t, çàâèñèìûõ ïåðåìåí-
íûõ x, y è èõ ïðîèçâîäíûõ äî k-ãî ïîðÿäêà.

Èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåì ÎÄÓ, äîïóñêàþùèõ àëãåáðû Ëè
îïåðàòîðîâ

Äëÿ ñëó÷àÿ ÎÄÓ îïåðàòîð èíâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
èìååò âèä λ(t, ~x, ~̇x, ...)Dt, ãäå Dt− îïåðàòîð ïîëíîãî äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ, ~x− âåêòîð çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, ~̇x− âåêòîð ïåðâûõ
ïðîèçâîäíûõ.

Â [1] ïîêàçàíî, ÷òî îïåðàòîð λDt, êîòîðûé êîììóòèðóåò ñ
Xi,k, k = 1, 2, 3, ... àëãåáðû Ëè ãðóïïû G, ò.å.[Xi,k, λDt] = 0, ÿâ-
ëÿåòñÿ îïåðàòîðîì èíâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Ôóíêöèþ λ ìîæíî íàéòè èç óðàâíåíèé

Xi,k(λ)− λDt(ξi) = 0, i = 1, ..., 6, (4)

ãäå k � òðåáóåìûé ïîðÿäîê ïðîèçâîäíûõ. Â êà÷åñòâå λ ìîæíî
âçÿòü ëþáîå ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ðàññìîòðèì,
ñèñòåìó, äîïóñêàþùóþ àëãåáðó Ëè L6 ñ íåêîòîðûìè áàçèñíûìè
îïåðàòîðàìè. Èíâàðèàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå ñèñòåìû èìååò âèä

I3,1 = F (I), I3,2 = G(I), (5)
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ãäå I� äèôôåðåíöèàëüíûé èíâàðèàíò.
Ïðèìåíåíèå îïåðàòîðà èíâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâíèÿ ê

äèôôåðåíöèàëüíîìó èíâàðèàíòó âòîðîãî ïîðÿäêà äàåò ðàâåíñòâî:

λDt(I) = ω(I, I3,1, I3,2)

Ó÷èòûâàÿ (5), ïîëó÷èì λDt(I)|(1.5) = ψ(I),

dI

ψ(I)
=
dt

λ
(6)

Ëåâàÿ ÷àñòü èíòåãðèðóåìà â êâàäðàòóðàõ ïðè ëþáîé çàìåíå
ïåðåìåííûõ. Åcëè ïðàâàÿ ÷àñòü (6) òàêæå èíòåãðèðóåìà, òî ìîæíî
ïîíèçèòü ïîðÿäîê ñèñòåìû. Ê ïîëó÷èâøèìñÿ óðàâíåíèÿì ñíîâà
ìîæíî ïðèìåíèòü îïèñàííóþ ïðîöåäóðó.

Ðàçðåøèìàÿ àëãåáðà g6,5

Ïîñòðîèì ðåàëèçàöèþ øåñòèìåðíîé àëãåáðû Ëè g6,5 ñ êîììó-
òàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì

[X1, X6] = X1, [X2, X6] = X1 +X2, [X3, X6] = X2 +X3,

[X4, X6] = X3 +X4, [X5, X6] = X4 +X5, [Xi, Xj] = 0, i, j = 1, ..., 6

íà îñíîâå ðåàëèçàöèè òðåõìåðíîé àëãåáðû â òðåõìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå, ïðåäñòàâëåííîé â [4].

Ê îïåðàòîðàì L3

L3,1 : X1 =
∂
∂x , X2 =

∂
∂y , X3 =

∂
∂z ,

L3,2 : X1 =
∂
∂x , X2 =

∂
∂y , X3 = z ∂

∂x + p(z) ∂∂y ,

L3,3 : X1 =
∂
∂x , X2 = y ∂

∂x , X3 =
∂
∂z ,

L3,4 : X1 =
∂
∂x , X2 = y ∂

∂x , X3 = z ∂
∂x

äîáàâèì îïåðàòîðû, êîòîðûå â îáùåì ñëó÷àå èìåþò âèä

Xi = ξi(x, y, z)
∂

∂x
+ ηi(x, y, z)

∂

∂y
+ θi(x, y, z)

∂

∂z
, i = 1, ..., 6. (7)
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Ðàññìîòðèì, àëãåáðó Ëè ñ ïîäàëãåáðîé L3,3, áàçèñ êîòîðîé ñî-
ñòàâëÿþò îïåðàòîðû X1 =

∂
∂x , X2 = y ∂

∂x , X3 =
∂
∂z .

[Xi, X5] = 0, i = 1, ..., 3, òî ïîëó÷èì X5 = ξ5(y)
∂
∂x+θ5(y)

∂
∂z = 0.

Àíàëîãè÷íî äëÿ X4. Äëÿ X6 èçâåñòíû âñå ñîîòíîøåíèÿ, òî
X6 = (x+ y + ξ6(y))

∂
∂x −

∂
∂y + (z + θ6(y))

∂
∂z .

Cäåëàåì çàìåíó x = x+ α(y), y = y, z = z + β(z).
Äëÿ àëãåáðû L6 ñ ïîäàëãåáðîé L3,2 áàçèñ ñîñòîèò èç îïåðàòîðîâ

X1 =
∂
∂x , X2 =

∂
∂y , X3 = z ∂

∂x +
√
−2z ∂

∂y ,

X4 =
(
−2

3z
√
−2z

)
∂
∂x − z

∂
∂y , X5 =

(
x2

6

)
∂
∂x −

(
1
3z
√
−2z

)
∂
∂y ,

X6 = (x+ y) ∂∂x + y ∂
∂y +

√
−2z ∂

∂z .

(8)

Äëÿ àëãåáðû L6 ñ ïîäàëãåáðîé L3,3 áàçèñ ñîñòîèò èç îïåðàòîðîâ

X1 =
∂
∂x , X2 = y ∂

∂x , X3 =
∂
∂z , X4 = −y3

3
∂
∂x + y ∂

∂z ,

X5 = −5y4

24
∂
∂x +

y2

2
∂
∂z , X6 = (x+ yz) ∂∂x −

∂
∂y + z ∂

∂z .
(9)

Äëÿ àëãåáðû L6 ñ ïîäàëãåáðîé L3,4 áàçèñ ñîñòîèò èç îïåðàòîðîâ

X1 =
∂
∂x , X2 = y ∂

∂x , X3 = z ∂
∂x , X4 =

(
−y3

3 + yz
)

∂
∂x ,

X5 =
(
−5y4

24 + y2z
2

)
∂
∂x , X6 = x ∂

∂x −
∂
∂y − y

∂
∂z .

(10)

Áîëüøå ðåàëèçàöèé L6 â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íåò.
Äëÿ àëãåáðû g6,5 ñ áàçèñîì (9) ïîëó÷åíà ñèñòåìà
f = 1

2
1

yxey
((4y4xzxe

y + F (γ)y5xy
2 − 6y2xyxxzxe

yy+

+2G(γ)y5x + 6y3xzxxe
yy + 6y2xxe

y),

g = 1
2

1
yxey

(4y3xz
2
xe
y + zxF (γ)y

4
xy

2 − 6yxyxxz
2
xe
yy + 2zxG(γ)y

4
x+

+6zxy
2
xzxxe

yy + 2F (γ)y4x + 6yxxzxxe
y).

(11)

ãäå γ =
(
(y2yxzxx−y2yxxzx+4yy2xzx−2yxx)ey

y3x

)
.

Ñèñòåìà (11) â èíâàðèàíòàõ çàïèøåòñÿ êàê

I3,1 = F1(I2), I3,2 = F2(I2), (12)
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I2 =
(y2yxzxx−y2yxxzx+4yy2xzx−2yxx)ey

y3x
, I3,1 =

(y2xz
′′′−3yxyxxzxx−yxy′′′zx+3y2xxzx)e

y

y5x
,

I3,2 = − (ey(4y4xzx+6yy3xzxx+(y2z′′′−6yyxxzx)y2x
2y5x

+ ((−3yxxzxx−y′′′zx)y2−2y′′′)yx−3y2xx(y2zx+2)
2y5x

.

Îïåðàòîð èíâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ 1
ẏDx.

Ïðèìåíåíèå îïåðàòîðà èíâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ê
äèôôåðåíöèàëüíîìó èíâàðèàíòó âòîðîãî ïîðÿäêà äàåò ðàâåíñòâî:

λDx(I2)|(12) = ψ1(I2).

Çíà÷èò, dI2
ψ1(I2)

= dx
λ ⇒ I2 = ψ(y, C1).

Ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé{
I2 = ψ(y, C1),

I3,1 = ν(y, C1)
(13)

Äîïóñêàåò îïåðàòîðû
X1 =

∂
∂x , X2 = y ∂

∂x , X3 =
∂
∂z , X4 = −y3

3
∂
∂x+y

∂
∂z , X5 = −5y4

24
∂
∂x+

y2

2
∂
∂z .

Ïðîäîëæàåì
λ = y′4

y′2z′′′−3y′y′′z′′−y′z′y′′′+3z′y′′2 ⇒ λDx(y)|(13) = 1
ν(y,C1)

Çíà÷èò,
ν(y, C1)dy = y′2z′′′−3y′y′′z′′−y′z′y′′′+3z′y′′2

y′4 dx.

Èòàê, ñèñòåìà ñâåëàñü ê âèäó{
I2 = ψ(y, C1),
y′z′′−z′y′′

y′3 = ν2(y, C1, C2)
(14)

Ýòà ñèñòåìà äîïóñêàåò îïåðàòîðû
X1 =

∂
∂x , X2 = y ∂

∂x , X3 =
∂
∂z , X4 = −y3

3
∂
∂x + y ∂

∂z .

Ñâåëè ñèñòåìó ÎÄÓ òðåòüåãî ïîðÿäêà ê ñèñòåìå äâóõ ÎÄÓ âòî-
ðîãî ïîðÿäêà, äîïóñêàþùèõ ÷åòûðå îïåðàòîðà.

Ñèñòåìó ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå{
4yz′

y′ −
2y′′

y′3 = µ(y, C1, C2),
y′z′′−z′y′′

y′3 = ν(y, C1, C2)
(15)

145



Îïåðàòîð èíâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ïîñòðîåííûé íà
îïåðàòîðàõ X1, X2, X3 è X4, èìååò âèä

y′3

y′z′′ − z′y′′
Dx ⇒ λDx(y)|(15) =

1

ν(y, C1, C2)

Äîïîëíèì ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìó, ïîëó÷èì
4yz′

y′ −
2y′′

y′3 = µ(y, C1, C2),
y′z′′−z′y′′

y′3 = ν(y, C1, C2),
z′

y′ = H1(y, C1, C2, C3)

(16)

Ýòà ñèñòåìà äîïóñêàåò îïåðàòîðû X1, X3, X4.

Îïåðàòîð èíâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ:

y′2

2y2(y′z′′ − z′y′′) + 4yy′z′ − 2y′′
,

òî

λDxy =
y′3

2(y′z′′ − z′y′′)y2 + 4yy′z′ − 2y′′
=

1

2y2ν + µ
.

Ñèñòåìà ñâåäåòñÿ ê{
z′

y′ = H1(y, C1, C2, C3),
2(y2z′+1)

y′ = H2(y, C1, C2, C4).
(17)

Çíà÷èò, ïîëó÷èì ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû{
y = W1(x, Ĉ1, Ĉ2, Ĉ3),

z = W2(x, Ĉ1, Ĉ2, Ĉ3, Ĉ4, Ĉ5, Ĉ6).
(18)

Ïîëó÷èâøèåñÿ ðåçóëüòàòû ìîæíî     ñôîðìóëèðîâàòü  â âèäå  òåîðåì:

Òåîðåìà  1. Àëãåáðà g6,5 â ïðîñòð  àíñòâå  òðåõ ïåðåìåííûõ    íåâû-
ðîæäåííîé    çàìåíîé   ïåðåìåííûõ   ìîæåò   áûòü ñâåäåíà ê îäíîìó    èç 
ñëåäóþùèõ  òèïîâ    (8), (9), (10).
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Òåîðåìà 2. Ñèñòåìà äâóõ ÎÄÓ òðåòüåãî ïîðÿäêà, äîïóñêàþ-
ùàÿ ðàçðåøèìóþ àëãåáðó g6,5 ìîæåò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíà â
êâàäðàòóðàõ.

Òåîðåìà 3. Ñèñòåìà äâóõ ÎÄÓ òðåòüåãî ïîðÿäêà, äîïóñêàþ-
ùàÿ íåðàçðåøèìóþ àëãåáðó sl(2, R) ⊕ 3g1, íå ìîæåò áûòü ïðî-
èíòåãðèðîâàíà â êâàäðàòóðàõ, íî ìîæíî ïîíèçèòü åå ïîðÿäîê ñ
øåñòè äî òðåõ.
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ÓÄÊ 517.9

ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÛÅ ÇÀÊÎÍÛ ÑÎÕÐÀÍÅÍÈß
ÄÐÎÁÍÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

ÔÈËÜÒÐÀÖÈÈ

×óíàð¼âà Ì. Ï. (Óôà, ÓÃÀÒÓ)

Ââåäåíèå

Çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ àíîìàëüíûõ ïðîöåññîâ, ïðîòåêàþùèõ â
ñëîæíûõ ñòðóêòóðàõ, îïèñûâàåòñÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûìè
óðàâíåíèÿìè. Îäíàêî äîïóñêàåìàÿ òàêèìè óðàâíåíèÿìè ãðóï-
ïà òî÷å÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïî÷òè âñåãäà, îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå
ãðóïïû àíàëîãè÷íîãî óðàâíåíèÿ ñ ïðîèçâîäíûìè öåëîãî ïîðÿäêà.
Îäíèì èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê íàõîæäåíèþ äîïîëíèòåëüíûõ
ñèììåòðèé ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê èõ ïðèáëèæåííûì àíàëîãàì.
Ìåòîä íåëèíåéíîé ñàìîñîïðÿæåííîñòè ðàçâèòûé â ðàáîòàõ Í. Õ.
Èáðàãèìîâà [3, 4], îáîáùàåò èçâåñòíóþ òåîðåìó Í¼òåð è äàåò âîç-
ìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ äëÿ óðàâíåíèé, íå îá-
ëàäàþùèõ ëàãðàíæèàíîì.
Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ ïðèáëèæåííûõ çàêîíîâ ñî-
õðàíåíèÿ íà îñíîâå ïðèíöèïà íåëèíåéíîé ñàìîñîïðÿæåííîñòè äëÿ
íåëèíåéíîãî ïðèáëèæåííîãî óðàâíåíèÿ ñóáäèôôóçèè, à òàêæå ïî-
ñòðîåíèþ ïðèìåðà åãî ðåøåíèÿ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñóá-
äèôôóçèè

Dα
t u = (k(u)ux)x, u = u(x, t), α ∈ (0, 1), (1)

ãäåDα
t u� ëåâîñòîðîííÿÿ äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ

[1] ïîðÿäêà α ∈ (0, 1) ïî ïåðåìåííîé t.
Â ðàáîòå [2], ïóòåì ðàçëîæåíèÿ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé â ðÿä ïî
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ìàëîìó ïàðàìåòðó, âûäåëåííîìó èç ïîðÿäêà äðîáíîãî äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ, ïðè α = 1 − ε, èç óðàâíåíèÿ (1) áûëî ïîëó÷åíî ïðè-
áëèæåííîå óðàâíåíèå ñóáäèôôóçèè

F ≡ ut + ε

[
ut(ln t+ γ − 1) +

u

t
+
∞∑
n=1

(−1)ntn

n(n+ 1)!
Dn+1
t u

]
−

− k′

0(u)u
2
x − k0(u)uxx − ε

[
k1(u)uxx + k

′

1(u)u
2
x

]
≈ 0, (2)

ãäå k0 = eu, k1(u) = eu(A0 + A1u + A2u
2), A0, A1, A2 = const.

Òàêæå â ðàáîòå [2] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî èìåííî ïðè k0 = eu ãðóïïà
îïåðàòîðîâ ðàñøèðÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè ñèììåòðèÿìè, ÷åãî íå
íàáëþäàåòñÿ â èñõîäíîì óðàâíåíèè (1).

Ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå (2) â âèäå F = F0 + εF1. Ââåäåì íîâóþ
íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ v(x, t) = v0(x, t) + εv1(x, t) è çàïèøåì
ôîðìàëüíûé ëàãðàíæèàí L = vF = v0F0 + ε(v1F0 + v0F1).

Óðàâíåíèå, ïðèáëèæåííî ñîïðÿæåííîå ê (2), îïðåäåëÿåòñÿ êàê

F ∗ =
δL

δu
, ãäå

δ

δu
� âàðèàöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ [3].

Çàïèøåì óñëîâèå ñàìîñîïðÿæåííîñòè [3] äëÿ óðàâíåíèÿ (2):{
F ∗0 = λ0F0,

F ∗1 = λ0F1 + λ1F0.
(3)

Ðåøàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå, ïðèìåì v0 = ϕ(x, t, u):

−ϕt−ϕuut−eu(ϕxx+2ϕxuux+ϕuuu
2
x+ϕuuxx) = λ0(ut−euuxx−euu2x).

Ðàñùåïèì óðàâíåíèå ïî ïðîèçâîäíûì ôóíêöèè u:

ut : −ϕu = λ0,
ux : −ϕxu = 0,
u2x : ϕuu = λ0,
uxx : ϕu = λ0,
1 : ϕt + euϕxx = 0.
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Ðåøàÿ ñèñòåìó, ïîëó÷àåì ϕu = 0 è λ0 = 0, òîãäà ϕ = C1x+C2.
Ïðîäåëàåì âñå òîæå ñàìîå äëÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ. Ïðèìåì v1 =

ψ(x, t, u):

− ψt − ψuut − eu(ψxx + 2ψxuux + ψuuu
2
x + ψuuxx)−

− 2A2e
uu2x(C1x+ C2) + euuxx(2A2u+ A1)(C1x+ C2)+

+ 2euuxC1(2A2u+ A1) = λ1(ut − euuxx − euu2x).

Ðàñùåïèì óðàâíåíèå ïî ïðîèçâîäíûì ôóíêöèè u:

ut : −ψu = λ1,

ux : −ψxu + C1(2A2u+ A1) = 0,

u2x : ψuu + 2A2(C1x+ C2) = λ1,

uxx : −ψu + (C1x+ C2)(2A2u+ A1) = −λ1,
1 : ψt + euψxx = 0.

Ðåøåíèåì ñèñòåìû ïðè A1 = A2 = 0 ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ ψ =
B1x+B2, òîãäà ψu = 0 è λ1 = 0.
Óòâåðæäåíèå. Ïðèáëèæåííîå óðàâíåíèå ñóáäèôôóçèè (2),

ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíî ñàìîñîïðÿæåííûì ïðè A1 = A2 = 0 è íàé-
äåííîé çàìåíå v = C1x+ C1 + ε(B1x+B2).

Ïðèíÿâ A0 = 1, óðàâíåíèå (2) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

F ≡ ut−euu2x−euuxx+ε

[
ut(ln t+γ−1)+

u

t
+
∞∑
n=1

(−1)ntn

n(n+ 1)!
Dn+1
t u−

− euu2x − euuxx

]
≈ 0. (4)

Àäàïòèðóåì ôîðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ êîìïîíåíò ñîõðàíÿþ-
ùèõñÿ âåêòîðîâ [3] ïîä óðàâíåíèå (4)

Cx = W

[
∂L

∂ux
−Dx

(
∂L

∂uxx

)]
+Dx(W )

[
∂L

∂uxx

]
,
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Ct = W

[
∂L

∂ut
+
∞∑
k=1

(−1)kDk
t

(
∂L

∂u
(k+1)
t

)]
+

+
∞∑
n=1

Dn
t (W )

[
∂L

∂u
(n+1)
t

+
∞∑
k=1

(−1)kDk
t

(
∂L

∂u
(n+k+1)
t

)]
.

Ðàññìîòðèì èçâåñòíûå ñèììåòðèè [2] äëÿ óðàâíåíèÿ (2):

X1 =
∂

∂x
, X2 = 2t

∂

∂t
+ (1− ε)x ∂

∂x
,

X3 = ε
∂

∂t
, X4 = ε

∂

∂x
, X5 = 2εt

∂

∂t
+ εx

∂

∂x
,

X6 = (1− ε(ln t− 2))t
∂

∂t
− (1− ε ln t) ∂

∂u
, X7 = εt

∂

∂t
− ε ∂

∂u
.

Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äëÿ îïåðàòîðà X1:

Cx
1 = −euux − εeuux, Ct

1 = u+ ε

[
u(ln t+ γ) +

∞∑
n=1

(−1)ntn

n!n
Dn
t u

]
.

Cx
2 = euu2x + euuxx + ε

[
euu2x + euuxx

]
,

Ct
2 = −ux − ε

[
ux(ln t+ γ) +

∞∑
n=1

(−1)ntn

n!n
Dn
t ux

]
.

Cx
3 = −εeuux, Ct

3 = εu.

Cx
4 = εut, Ct

4 = −εux.
Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äëÿ îïåðàòîðà X2:

Cx
1 = −xeuux + eu + ε

[
− xeuux + eu

]
,

Ct
1 = xu+ ε

[
xu(ln t+ γ) + x

∞∑
n=1

(−1)ntn

n!n
Dn
t u

]
.

Cx
2 = −euux−2εeuux, Ct

2 = u+ε

[
u(ln t+γ+1)+

∞∑
n=1

(−1)ntn

n!n
Dn
t u

]
.
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Cx
3 = ε

[
− xeuux + eu

]
, Ct

3 = εxu.

Cx
4 = −εeuux, Ct

4 = εu.

Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äëÿ îïåðàòîðà X3:

Cx
1 = ε

[
xeuuxut + xeuuxt − euut

]
, Ct

1 = −εxut.

Cx
2 = ε

[
euuxut + euuxt

]
, Ct

2 = −εut.
Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äëÿ îïåðàòîðà X6:

Cx
1 = −εxeuux + εeu, Ct

1 = εxu.

Cx
2 = −εeuux, Ct

2 = εu.

Cx
3 = 0, Ct

3 = 0.

Cx
4 = 0, Ct

4 = 0.

Âîñïîëüçóåìñÿ êîìïîíåíòàìè Cx
1 è C

t
1 ñîõðàíÿþùåãîñÿ âåêòîðà

äëÿ îïåðàòîðàíà X1, ÷òîáû íàéòè ïðèáëèæåííîå ÷àñòíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (2).

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìååò ñòàíäàðòíûé âèä

Dx(C
x) +Dt(C

t) = 0,

çàìåíèì åãî áîëåå ñèëüíûìè óñëîâèÿìè [3]

Dx(C
x) = 0, Dt(C

t) = 0. (5)

Ïîäñòàâèì êîìïîíåíòû ñîõðàíÿþùåãîñÿ âåêòîðà â ïåðâîå è
âòîðîå óðàâíåíèÿ óñëîâèÿ (5) ñîîòâåòñòâåííî, ïðèíèìàÿ u =
u0(x, t) + εu1(x, t).

Ïîëó÷àåì ïåðåîïðåäåëåííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

u0t = 0,

u1t +
u0

= 0,
t

(u0x)
2 + u0xx = 0,

u1xx + 2u0xu1x = 0.
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Åå ðåøåíèå èìååò âèä

u0 = C1, u1 = C1 ln t+ C2x+ C3.

Òàêèì îáðàçîì óðàâíåíèå (2) èìååò ñëåäóþùåå ïðèáëèæåííîå
÷àñòíîå ðåøåíèå

u = C1 − ε[C1 ln t+ C2x+ C3].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåð-
ñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ, ãîñóäàðñòâåííîå çàäàíèé �
1.3103.2017/4.6 íà 2017�2019 ãã. ïî òåìå ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå è
êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ ôèëüòðàöèè â íåîäíî-
ðîäíûõ êîëëåêòîðàõ íåôòåãàçîâûõ ìåñòîðîæäåíèé íà îñíîâå
äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî ïîäõîäà¿.
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