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ÓÄÊ 51+ 54ÁÁÊ 22.1+24Ì11
Ñáîðíèê èçäàí ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò� 13-01-06832-ìîë_ã) è çà ñ÷åò âíåáþäæåòíûõ ñðåäñòâ Áàø�Ó.�åäàêöèîííàÿ êîëëåãèÿ:ä-ð �èç.-ìàò. íàóê, ïðî�. Á.Í. Õàáèáóëëèí (îòâ. ðåäàêòîð);êàíä. �èç.-ìàò. íàóê, àññ. Ô.Á. ÕàáèáóëëèíÌ11 VI Ìåæäóíàðîäíàÿ øêîëà-êîí�åðåíöèÿ äëÿ ñòóäåíòîâ, àñ-ïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòåìàòèêà è ååïðèëîæåíèÿ â åñòåñòâîçíàíèè¿ (Ó�à, 9�13 îêòÿáðÿ 2013 ã.): Ñáîð-íèê òðóäîâ. Òîì 1. Ìàòåìàòèêà. � Ó�à: �ÈÖ Áàø�Ó, 2013. � 124ñòð.Â ñáîðíèêå òðóäîâ ïîìåùåíû íàó÷íûå ñòàòüè ó÷àñòíèêîâ VIÌåæäóíàðîäíîé øêîëû-êîí�åðåíöèè äëÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâè ìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòåìàòèêà è åå ïðèëîæå-íèÿ â åñòåñòâîçíàíèè¿ 2013 ã. Íàó÷íûå ñòàòüè âîñïðîèçâîäÿòñÿ ñïðåäñòàâëåííûõ àâòîðàìè îðèãèíàëîâ.
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3ÓÄÊ 519.688ÀË�Î�ÈÒÌ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÕÈÌÈ×ÅÑÊÈÕ �ÅÀÊÖÈÉÍÀ ÎÑÍÎÂÅ �Å��ÅÑÑÈÎÍÍÎ�Î ÀÍÀËÈÇÀÀðàëáàåâà À. �. (Ñòåðëèòàìàê, ÑÔ Áàø�Ó)Â õèìè÷åñêîé òåîðèè äëÿ îöåíêè ý��åêòèâíîñòè ïðîâåäåíèÿðåàêöèè èñïîëüçóþò ñêîðîñòü ðåàêöèè. Ñêîðîñòü ðåàêöèè ïî íåêî-òîðîìó êîìïîíåíòó âûðàæàåòñÿ èçìåíåíèåì êîëè÷åñòâà ýòîãîêîìïîíåíòà â åäèíèöó âðåìåíè.[1℄Åñëè õèìè÷åñêàÿ ðåàêöèÿ ïðîòåêàåò â m ñòàäèé, â êîòîðûõó÷àñòâóåò n âåùåñòâ A1, A2, . . . , An, òî ñõåìà ðåàêöèé èìååò âèä:
bi =

n∑

k=1

αik ·Ak →
n∑

k=1

βik · Ak, i = 1 . . .m, (1)ãäå αik, βik � ñòåõèîìåòðè÷åñêèå êîý��èöèåíòû. Åñëè Ck � êîí-öåíòðàöèÿ âåùåñòâà Ak(k = 1 . . . n), òî çàêîí èçìåíåíèÿ âî âðåìå-íè �óíêöèé C1(t) . . . Cn(t) çàïèñûâàþò â âèäå äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé:
dCk

dt
=

m∑

i=1

γik · ωi, γik = βik − αik, k = 1 . . . n. (2)Çäåñü ωi � ñêîðîñòü i-é ðåàêöèè, îïðåäåëÿåìàÿ ïî çàêîíó äåéñòâó-þùèõ ìàññ:
ωi = ki

n∏

k=1

Cαik

k , i = 1 . . .m, (3)ãäå ki � êîíñòàíòà ñêîðîñòè ðåàêöèè. Çàâèñèìîñòü êîíñòàíòû ñêî-ðîñòè ðåàêöèè îò òåìïåðàòóðû îïðåäåëÿåòñÿ ïî óðàâíåíèþ Àððå-íèóñà:
k = k0 · e−

E
RT , (4)



4ãäå k0 - ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü, èìåþùèé ñëîæíóþ�èçè÷åñêóþ ïðèðîäó, � ýíåðãèÿ àêòèâàöèè (òà ìèíèìàëüíàÿ ýíåð-ãèÿ, ïðè êîòîðîé ýëåìåíòàðíûé àêò ðåàêöèè ñòàíîâèòñÿ âîçìîæ-íûì), T � òåìïåðàòóðà ïðîòåêàíèÿ ðåàêöèè, R � óíèâåðñàëüíàÿãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ.Óðàâíåíèÿ (2)-(4) îáðàçóþò ñèñòåìó óðàâíåíèé êèíåòè÷åñêîéìîäåëè ñõåìû ðåàêöèé (1). �åøàÿ ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, íàïðèìåð �óíãå-Êóòòà 4 ïîðÿäêà, ïîëó÷àåì ìàññèâ äàííûõ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.Äëÿ ðàáîòû ñî ñòàòèñòè÷åñêèìè äàííûìè èñïîëüçóþòñÿ ñòàòè-ñòè÷åñêèå ìåòîäû, îäèí èç íèõ � ìíîæåñòâåííûé ðåãðåññèîííûéàíàëèç � ñòàòèñòè÷åñêèé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ íåñêîëüêèõíåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ íà çàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ. [2℄Îòáîð �àêòîðîâ, âêëþ÷àåìûõ â ðåãðåññèþ, ÿâëÿåòñÿ îäíèì èçâàæíåéøèõ ýòàïîâ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäîâ ðåãðåñ-ñèè. Ñóùåñòâóþò ðàçíûå ïîäõîäû ê îòáîðó �àêòîðîâ íà îñíîâåïîêàçàòåëåé êîððåëÿöèè � îòñåâ �àêòîðîâ èç ïîëíîãî åãî íàáî-ðà (ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ), äîïîëíèòåëüíîå ââåäåíèå �àêòîðà è èñ-êëþ÷åíèå ðàíåå ââåäåííîãî �àêòîðà. Ââèäó ñïåöè�èêè õèìè÷å-ñêîé òåîðèè áîëåå ïðèåìëåìî èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ.Äëÿ âûáîðà èñêëþ÷àþùåãî �àêòîðà èñïîëüçóåòñÿ êîððåëÿöèîí-íûé àíàëèç � ìåòîä îáðàáîòêè ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ, ñ ïîìî-ùüþ êîòîðîãî èçìåðÿåòñÿ òåñíîòà ñâÿçè ìåæäó äâóìÿ èëè áîëååïåðåìåííûìè.Êîý��èöèåíòû èíòåðêîððåëÿöèè rC1C2
(ò.å. êîððåëÿöèè ìåæäóîáúÿñíÿþùèìè ïåðåìåííûìè C1 è C2) ïîçâîëÿþò èñêëþ÷àòü èçìîäåëè äóáëèðóþùèå �àêòîðû.

rC1C2 =

∑
(C1i − C̄1)(C2i − C̄2)√
(C1i − C̄1)

2
(C2i − C̄2)

2
(5)Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî äâå ïåðåìåííûå ÿâíî êîëëèíåàðíû, ò.å. íàõî-äÿòñÿ â ÿâíîé ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè, åñëè êîý��èöèåíò Ïèðñîíà



5(5) áîëüøå 0,7. [3℄Ïîñòðîåíèå ðåãðåññèîííîãî óðàâíåíèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ îòáîðà�àêòîðîâ è âûáîðà âèäà óðàâíåíèÿ ðåãðåññèè: ëèíåéíûé, ñòåïåí-íîé, ýêñïîíåíöèàëüíûé, ãèïåðáîëè÷åñêèé. Âñå âèäû ïóòåì ïðåîá-ðàçîâàíèé ñâîäÿòñÿ ê ëèíåéíîìó òèïó: Y = a0 + a1 ·C1 + a2 ·C2 +

· · ·+ an · Cn, ãäå äëÿ íàõîæäåíèÿ âèäà óðàâíåíèÿ êîý��èöèåíòûâû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëå: AT = (C · CT )
−1
C · Y T .Òåñíîòó ëèíåéíîé êîððåëÿöèîííîé ñâÿçè ìåæäó îäíîé ñëó÷àé-íîé âåëè÷èíîé è íåêîòîðûì ìíîæåñòâîì ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí õà-ðàêòåðèçóåò ìíîæåñòâåííûé êîý��èöèåíò êîððåëÿöèè. [4℄Êâàäðàò ìíîæåñòâåííîãî êîý��èöèåíòà êîððåëÿöèè ìåæäó çà-âèñèìîé ïåðåìåííîé è îáúÿñíÿþùèìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿåòñÿ êî-ý��èöèåíòîì äåòåðìèíàöèè è ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî �îðìóëå:

R2 = 1− σ2

σ2
Y

(6)ãäå σ2 � äèñïåðñèÿ ðåãðåññèè, à σ2
Y � äèñïåðñèÿ ðåçóëüòèðóþ-ùåãî ïðèçíàêà.Ïîêàçàòåëü äåòåðìèíàöèè �èêñèðóåò äîëþ îáúÿñí¼ííîé âàðè-àöèè ðåçóëüòèðóþùåãî ïðèçíàêà çà ñ÷åò ðàññìàòðèâàåìûõ â ðå-ãðåññèè �àêòîðîâ.Â ïðåäñòàâëÿåìîé ïðîãðàììå ðåàëèçîâàíû �óíêöèè ïîäñ÷åòàêîý��èöèåíòà êîððåëÿöèè, êîý��èöèåíòîâ ðåãðåññèè, äåòåðìè-íàöèè è àïïðîêñèìàöèè, íàõîæäåíèå êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû,òðàíñïîðòèðîâàíèå ìàòðèöû, óìíîæåíèå ìàòðèö, íàõîæäåíèå îá-ðàòíîé ìàòðèöû ìåòîäîì �àóññà.Ïðèìåíÿÿ ðåãðåññèîííûå ìåòîäû è êîððåëÿöèîííûé àíàëèç ïîñîçäàííîìó àëãîðèòìó (ðèñ.1) ìîæíî ïîñòðîèòü ìîäåëü ìåõàíèç-ìà ðåàêöèé, âûÿâëÿþùèé òåñíîòó ñâÿçè âåùåñòâ.�åçóëüòèðóþùèìè âåùåñòâàìè óïðîùåííîãî ìåõàíèçìà ÿâëÿ-åòñÿ îáúåäèíåíèå âåùåñòâ èç âñåõ ïîäìíîæåñòâ êàæäîãî öåëåâîãîâåùåñòâà. Îñòàëüíûå âåùåñòâà íà äàííûé ìîìåíò ÿâëÿþòñÿ èçáû-òî÷íûìè ïî îòíîøåíèþ ê öåëåâûì âåùåñòâàì, è ìîãóò áûòü áåç-



6

�èñ. 1: Óïðîùåííàÿ áëîê-ñõåìà ïðîãðàììû.îïàñíî óäàëåíû èç ñïèñêà ïðîäóêòîâ õèìè÷åñêîé ðåàêöèè. Ñëåäî-âàòåëüíî, âñå ñòàäèè, â êîòîðûõ êîòîðûå ïîòðåáëÿþòñÿ èçáûòî÷-íûå âåùåñòâà, ìîãóò áûòü óäàëåíû.Ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòîâ ïî ñîçäàííîìó àëãîðèòìó íàïðèìåðå ðåàêöèè ïîëó÷åíèÿ �òàëåâîãî àíãèäðèäàÔòàëåâûé àíãèäðèä ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ âèäîâ ñû-ðüÿ äëÿ ïðîèçâîäñòâà ïëàñòè�èêàòîðîâ, ëàêîêðàñî÷íûõ ìàòåðè-àëîâ, êðàñèòåëåé, ëåêàðñòâåííûõ âåùåñòâ, èíñåêòèöèäîâ, óñêîðè-òåëåé âóëêàíèçàöèè êàó÷óêà, ïðèñàäîê ê ñìàçî÷íûì ìàñëàì, äî-áàâîê ê ðåàêòèâíûì òîïëèâàì è äð.Õèìè÷åñêàÿ ðåàêöèÿ ïîëó÷åíèÿ �òàëåâîãî àíãèäðèäà èìååò



7âèä:
A1 → A2

A2 → A4

A1 → A3

A1 → A4

A2 → A3

A3 → A5

(7)
ãäå A1 � èñõîäíîå âåùåñòâî � íà�òàëèí, A2 � íà�òîõèíîí, A3 �öåëåâîé ïðîäóêò � �òàëåâûé àíãèäðèä, A4 � óãëåêèñëûé ãàç, A5� ìàëåèíîâûé àíãèäðèä.Ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ êèíåòè-êó ðåàêöèè, èìååò âèä:





dC1

dt
= −k1C1 − k3C1 − k4C1

dC2

dt
= k1C1 − k2C2 − k5C2

dC3

dt
= k3C1 + k5C2 − k6C3

dC4

dt
= k2C2 + k4C1

dC5

dt
= k6C3

(8)
ãäå Ci � êîíöåíòðàöèÿ i-ãî âåùåñòâà (i = 1 . . . 5) (ìîëüíàÿ äî-ëÿ), ki � êîíñòàíòà ñêîðîñòè i-é ðåàêöèè, ïðèíèìàåòñÿ â ñîîòâåò-ñòâèè ñ ëèòåðàòóðíûìè äàííûìè:

ki = eki0−
Bi
T .Íà÷àëüíûå êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ áûëè ïðèíÿòû C1(0) = 1,

Ci(0) = 0, (i = 2 . . . 5), òåìïåðàòóðà T = 800.



8 �åøèâ ÑÄÓ (8), ïîëó÷åíà òàáëèöà èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèé âå-ùåñòâ âî âðåìåíè. Äàëåå ïðîèñõîäèò ýêñïîðò ìàññèâà äàííûõ âíåîáõîäèìûé 
sv �àéë.Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûé 
sv �àéë, â ñîçäàííîé ïî àëãîðèòìóïðîãðàììå, ïîëó÷èëè ñèñòåìó óðàâíåíèé:




C1 = −3.2 · C7.11
2 · C−2.324

3 · C−4.94
5

C2 = 1.1− 1.1 · C1 − 1.5 · C3 − 1.5 · C5

C3 = 0.7− 0.7 · C1 − 0.7 · C2 − C5

C4 = −0.1 + 0.1 · C1 + 0.5 · C2 + 0.5 · C5

C5 = 0.2− 0.2 · C1 − C2 + 2.1 · C4

(9)Ñðàâíèâàÿ èñõîäíûå çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèé ñ ïîëó÷åííîé�îðìóëîé, ïîëó÷èì ñðåäíþþ îøèáêó àïïðîêñèìàöèè ðàâíóþ 8.Òàêèì îáðàçîì, ñîçäàííûé àëãîðèòì, èñïîëüçóÿ ìåòîäû ðåãðåñ-ñèîííîãî àíàëèçà, èññëåäóåò õèìè÷åñêóþ ðåàêöèþ, âûÿâëÿÿ çàêî-íîìåðíîñòè ñ äîñòàòî÷íî ìàëîé ïîãðåøíîñòüþ.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Öàðåâà Ç. Ì., Îðëîâà Å. È. Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû õèìè÷å-ñêîé òåõíîëîãèè. Êèåâ: 1986.[2℄ Äðåéïåð Í., Ñìèò �. Ïðèêëàäíîé ðåãðåññèîííûé àíàëèç.Ìíîæåñòâåííàÿ ðåãðåññèÿ. Ì.: Äèàëåêòèêà, 2007.[3℄ Åëèñååâà È. È. Ó÷åáíèê Ýêîíîìåòðèêà. Ì.: Ôèíàíñû è ñòà-òèñòèêà, 2007.[4℄ Êðàìåð �. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ñòàòèñòèêè, ïåð. ñ àíãë.,2 èçä. Ì.: 1975.[5℄ Xia A. G., Mi
helangeli D. V., Makar P. A. Me
hanismredu
tion for the formation of se
ondary organi
 aerosol forintegration into a 3-dimensional regional air quality model: α-pinene oxidation system // Atmospheri
 Chemistry and Physi
s,9, 4341-4362, 2009.



9ÓÄÊ 514.747ÑÈÑÒÅÌÛ ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÛÕ ÂÅÑÎÂ È ÝÍÒ�ÎÏÈßËÈÍÅÉÍÎÉ ÑÂßÇÍÎÑÒÈÁàéãóñêàðîâ Ò. Þ. (Ó�à, Áàø�Ó)1ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ äàííîé ðàáîòå ðåçóëüòàòû Õàáèáóëëèíà Á.Í. [1℄ äëÿ ñèñòåìâåñîâ, ïîëó÷åííûå äëÿ îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé íà C, ñ ïîìîùüþñ�åðè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ, îáîáùàþòñÿ äëÿ íåîãðàíè÷åííûõ îáëà-ñòåé â Ĉ. �àáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîäîëæåíèåì ïðåäûäóùåéïóáëèêàöèè àâòîðà [2℄, â ýòîé ÷àñòè ââåäåì áàçîâûå ïîíÿòèÿ, èñ-ïîëüçîâàâøèåñÿ â [1℄ è [2℄.Ïóñòü z = x + iy, w = p + iq � êîìïëåêñíûå ÷èñëà, à S(z) è
S(w) � èõ èçîáðàæåíèÿ íà ñ�åðå �èìàíà. Ñ�åðè÷åñêèì ðàññòîÿ-íèåì sp(z, w) áóäåì íàçûâàòü �óíêöèþ, ðàâíóþ îáûêíîâåííîìóðàññòîÿíèþ â R3 ìåæäó S(z) è S(w)Êðóãîì â ïîíÿòèè ñ�åðè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ (äàëåå â ýòîì òåê-ñòå áóäåò ïîäðàçóìåâàòüñÿ èìåííî òàêîå îïðåäåëåíèå) ñ öåíòðîìâ òî÷êå z è ðàäèóñîì d íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Dsp(z, d) = {w ∈ Ĉ : sp(z, w) < d}×åðåç H(Ω) îáîçíà÷àåì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì Câñåõ ãîëîìîð�íûõ â îáëàñòè Ω ⊂ C �óíêöèé f . �àññìàòðèâàþòñÿñëåäóþùèå êëàññû èç H(Ω).Ïóñòü p � �óíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ èç ðàñøèðåí-íîé âåùåñòâåííîé îñè [−∞,+∞]. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä Câñåõ �óíêöèé f ∈ H(Ω), óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó |f(z)| ≤
Cf exp p(z) äëÿ âñåõ z ∈ Ω, ãäå Cf ≥ 0 � ïîñòîÿííàÿ, îáîçíà÷àåì÷åðåç Hp(Ω).1�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ãðàíò� 13-01-00030



10 ×åðåç SH(Ω) îáîçíà÷àåì êîíóñ âñåõ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ �óíê-öèé â îáëàñòè Ω ⊂ C, âêëþ÷àÿ â íåãî è �óíêöèþ u ≡ −∞ íà Ω;
SH+(Ω) � ïîäêîíóñ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ �óíêöèé èç SH(Ω).Ïóñòü P � ñåìåéñòâî �óíêöèé èç SH(Ω), íå ñîäåðæàùåå �óíê-öèþ≡ −∞, êîòîðîå äàëåå íàçûâàåì ñèñòåìîé âåñîâ íà Ω, à �óíê-öèè èç P � âåñîâûìè, èëè âåñàìè. Åñëè ñèñòåìà âåñîâ P îáëàäàåòñâîéñòâîì

(H↑) äëÿ ëþáûõ p1, p2 ∈ P íàéäóòñÿ �óíêöèÿ p ∈ P è ïîñòî-ÿííàÿ C, ïðè êîòîðûõ max{p1(z), p2(z)} ≤ p(z) + C äëÿ âñåõ
z ∈ Ω,òî êëàññH↑

P
(Ω)

def
=
⋃

p∈PHp(Ω) îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâîíàä C. Â ÷àñòíîñòè, åñëè P = {p}� îäíà �óíêöèÿ, òî óñëîâèå (H↑)âûïîëíåíî è H↑
P
(Ω) = Hp(Ω). Åñëè p ∈ SH+(Ω), òî äëÿ ñèñòåìûâåñîâ P = {cp : c ∈ R, 0 ≤ c < 1} âûïîëíåíî óñëîâèå (H↑) èëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî H↑

P
(Ω) îáîçíà÷àåì êàê H1

p(Ω).Åñëè ñèñòåìà âåñîâ P îáëàäàåò ñâîéñòâîì(A↑) äëÿ ëþáûõ p1, p2 ∈ P íàéäóòñÿ �óíêöèÿ p ∈ P è ïîñòî-ÿííàÿ C, ïðè êîòîðûõ p1(z) + p2(z) ≤ p(z) + C äëÿ âñåõ z ∈ Ω,òî êëàññ H↑
P
(Ω) îáîçíà÷àåì êàê A↑

P
(Ω). Åñëè âìåñòå ñ (A↑) îä-íîâðåìåííî âûïîëíåíî (H↑), òî A↑

P
(Ω) � àëãåáðà. Åñëè p ∈ SH(Ω)è ñèñòåìà âåñîâ P èìååò âèä

{cp : c ∈ R, 0 < c < +∞}, (1)òî óñëîâèå (A↑) âûïîëíåíî è êëàññ A↑
P
(Ω) îáîçíà÷àåì êàê A∞

p (Ω).Â ÷àñòíîñòè, êîãäà P ⊂ SH+(Ω) è âûïîëíåíî óñëîâèå (A↑), òîèìååò ìåñòî è óñëîâèå (H↑), ò. å. â òàêîì ñëó÷àå A↑
P
(Ω) � àëãåáðà.Åñëè p ∈ SH+(Ω) è ñèñòåìà âåñîâ P èìååò âèä (1), òî óñëîâèÿ(H↑) è (A↑) âûïîëíåíû è A∞

p (Ω) � àëãåáðà.



11� 1. ÝÍÒ�ÎÏÈß ËÈÍÅÉÍÎÉ ÑÂßÇÍÎÑÒÈ ÈÑÅÌÅÉÑÒÂÀ ÏÎÄÌÍÎÆÅÑÒÂÌû ïðîïóñêàåì äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì, ò.ê. îíè ñîäåðæàòñÿ â [2℄.Îïðåäåëåíèå 1. Ýíòðîïèåé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè íåïóñòîãîïîäìíîæåñòâà S â îáëàñòè D ⊂ Ĉ â ñìûñëå ñ�åðè÷åñêîãî ðàñ-ñòîÿíèÿ íàçûâàåì âåëè÷èíó
ℓsp(S;D) = sup

z,w∈S
inf

l(z,w)⊂D

∣∣ l(z, w)
∣∣
sp

spD
(
l(z, w), ∂D

),ãäå inf l(z,w)⊂D áåðåòñÿ ïî âñåì ñïðÿìëÿåìûì äóãàì l(z, w) ⊂ D,ñîåäèíÿþùèì z ñ w.Òåîðåìà 1. Åñëè ℓsp(S;D) < l < +∞, òî äëÿ ëþáîé ïàðûòî÷åê z, w ∈ S íàéäåòñÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êðóãîâ
Dsp(ζk, d), k = 0, . . . , n+ 1, ñîäåðæàùèõñÿ â D, äëÿ êîòîðûõ îä-íîâðåìåííî âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ:1) z = ζ0, w = ζn+1 è sp(ζk−1, ζk) ≤ d/2 ïðè âñåõ k = 1, . . . , n+ 1;2) èìååò ìåñòî îöåíêà n ≤ 2l.Òåîðåìà 2. Ïóñòü D � îáëàñòü â Ĉ, S ⊂ D. Òîãäà1) ℓsp(S;D) = ℓsp(S ∩D;D);2) eñëè S ⊂ S ′ ⊂ D, òî ℓsp(S;D) ≤ ℓsp(S

′;D);3) åñëè Ω � îáëàñòü â Ĉ è D ⊂ Ω, òî ℓsp(S;D) ≥ ℓsp(S; Ω);4) S ⋐ D òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ℓsp(S;D) < +∞.Îïðåäåëåíèå 2. Íàçîâåì îòðåçêîì [z, w]sp â ñìûñëå ñ�åðè÷åñêî-ãî ðàññòîÿíèÿ êðàò÷àéøóþ (â ñìûñëå ñ�åðè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ)äóãó, ñîåäèíÿþùóþ z è w.



12Ëåììà 1. Îöåíêà äëèíû îòðåçêà [z, w]sp â çàâèñèìîñòè îò
sp(z, w):

[z, w]sp < 2 sp(z, w).Òåîðåìà 3. Ïóñòü S � ïîäìíîæåñòâî îáëàñòè Ω ⊂ C è
ℓsp(S; Ω) < l < +∞.Òîãäà1) bΩ(S)= sup{dΩ(z) : z ∈ S} ≤

(
ℓsp(S; Ω) + 1

)
dΩ(S);2) äëÿ ëþáîé ïàðû z, w ∈ S íàéäåòñÿ ñîåäèíÿþùàÿ z ñ w ñïðÿì-ëÿåìàÿ äóãà l̃(z, w) ⊂ Ω, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

1

2(l + 1)
dΩ(S) ≤ dΩ

(
l̃(z, w)

)
≤ (l + 1)dΩ(S),

∣∣ l̃(z, w)
∣∣ ≤ (l + 1)2dΩ(S);3) ñóùåñòâóåò êâàäðèðóåìàÿ â ñìûñëå ñ�åðè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿïîäîáëàñòü D ⋐ Ω, âêëþ÷àþùàÿ â ñåáÿ ïîäìíîæåñòâî S, äëÿêîòîðîé îäíîâðåìåííî ñïðàâåäëèâû îöåíêè

ℓsp(S,D) ≤ 6(l + 1)3, ℓsp(D,Ω) ≤ 14(l + 1)3.� 2. ÝÍÒ�ÎÏÈß ËÈÍÅÉÍÎÉ ÑÂßÇÍÎÑÒÈ ÈÑÈÑÒÅÌÛ ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÛÕ ÂÅÑÎÂÒåîðåìà 4. Ïóñòü ñèñòåìà P ïîëîæèòåëüíûõ ñóáãàðìîíè÷å-ñêèõ �óíêöèé â îáëàñòè Ω ⊂ C, ò. å. ñèñòåìà ïîëîæèòåëüíûõâåñîâ íà Ω, îáëàäàåò ñâîéñòâîì (A↑) èç ââåäåíèÿ è âûïîëíåíîóñëîâèå



13(D0) ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε, 0 < ε < 1, ïðè êîòîðîì äëÿ ëþáîé�óíêöèè p ∈ P íàéäóòñÿ �óíêöèÿ p1 ∈ P è ïîñòîÿííàÿ C1,äëÿ êîòîðûõ
1

2π

∫ 2π

0

p
(
z + ε dΩ(z)e

iθ
)
dθ ≤ p1(z) + C1, z ∈ Ω. (2)Òîãäà äëÿ êàæäîé �óíêöèè p ∈ P ïðè ëþáîì ïîëîæèòåëüíîì÷èñëå l íàéäóòñÿ �óíêöèÿ p̃ ∈ P è ïîñòîÿííàÿ C̃, ñ êîòîðûìèäëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà S ⊂ Ω ñ ýíòðîïèåé ëèíåéíîé ñâÿç-íîñòè ℓsp(S; Ω) < l ñïðàâåäëèâà îöåíêà

sup
z∈S

p(z) ≤ inf
z∈S

p̃(z) + C̃. (3)Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïîòðå-áóåòñÿ íåêîòîðàÿ áîëåå äåòàëüíàÿ êîëè÷åñòâåííàÿ ìîäè�èêàöèÿòåîðåìû 1.Ëåììà 2. Ïóñòü çàäàíî ÷èñëî ε > 0 è ℓsp(S; Ω) < l < +∞.Òîãäà äëÿ ëþáîé ïàðû òî÷åê z, w ∈ S íàéäåòñÿ êîíå÷íàÿ ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü êðóãîâ Dsp(ζk, d), k = 0, . . . , n+ 1, êîìïàêòíîâëîæåííûõ â Ω, ðàäèóñà
d = min

{
ε, 1/(4(l+ 1))

}
dΩ(S), (4)äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî óñëîâèå(D1) z = ζ0, w = ζn+1 è |ζk−1− ζk| ≤ d/2 ïðè âñåõ k = 1, . . . , n+1òåîðåìû 1 è ïðè ýòîì

n ≤ 2(l + 1)2max
{
1/ ε, 4(l+ 1)

}
. (5)Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2. Ïî 2 ïóíêòó òåîðåìû 3 íàéäåòñÿñïðÿìëÿåìàÿ äóãà l̃(z, w) ⊂ Ω, äëÿ êîòîðîé â îáîçíà÷åíèè (4) âû-ïîëíåíû íåðàâåíñòâà

dΩ
(
l̃(z, w)

)
≥ 1

2(l + 1)
dΩ(S) ≥ 2d , (6d)

∣∣l̃(z, w)
∣∣ ≤ (l + 1)2dΩ(S); (6l)



14Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1, äâèãàÿñü ïî äóãå l̃(z, w) îòíà÷àëüíîé òî÷êè z ê êîíå÷íîé òî÷êå w, ðàçîáüåì ýòó äóãó ïîñëå-äîâàòåëüíî òî÷êàìè
ζ0 = z, ζ1, . . . , ζn+1 = w, ζk ∈ l̃(z, w) ⊂ Ω , (7)íà ïîääóãè l̃(ζk−1, ζk) ñ äëèíàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè ñîîòíîøåíè-ÿì

∣∣ l̃(ζk−1, ζk)
∣∣ = d

2
, k = 1, 2, . . . , n ;

∣∣ l̃(ζn, ζn+1)
∣∣ ≤ d

2
, (8)ò. å. èìååò ìåñòî (D1). Èç (6d) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî d ≤

1

2
dist

(
l̃(z, w), ∂Ω

), îòêóäà ïî ïîñòðîåíèþ (7) ïîñëåäîâàòåëüíîñòèòî÷åê {ζk} êàæäûé êðóã D(ζk, d), k = 0, 1, . . . , n + 1, ïðåäêîì-ïàêòåí â îáëàñòè Ω. Êðîìå òîãî, èç (8) ñëåäóåò, ÷òî nd/2 =∣∣∪n
k=1l̃(ζk−1, ζk)

∣∣ ≤
∣∣ l̃(z, w)

∣∣, îòêóäà ïîëó÷àåì îöåíêó
n ≤ 2

∣∣l̃(z, w)
∣∣

d

(6l)
≤ 2

(l + 1)2dΩ(S)

d

(4)
=

2(l + 1)2

min
{
ε, 1/(4(l+ 1))

} . ◦

Òåïåðü ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 4.Ïóñòü p = p0 ∈ P. Ïî óñëîâèþ (D0) ìîæíî ðåêóððåíòíî ïî-äîáðàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ�óíêöèé {pk} ⊂ P è ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë Ck òàê, ÷òî âûïîë-íåíû íåðàâåíñòâà
1

2π

∫ 2π

0

pk
(
z + ε dΩ(z)e

iθ
)
dθ ≤ pk+1(z) + Ck+1, z ∈ Ω, (9)ïðè k = 0, 1, . . . . Ïî íåðàâåíñòâó î ñðåäíåì ïî îêðóæíîñòè äëÿñóáãàðìîíè÷åñêèõ �óíêöèé íåðàâåíñòâà (9) ñîäåðæàò â ñåáå è áî-ëåå ñëàáûå íåðàâåíñòâà

pk(z) ≤ pk+1(z) + Ck+1, z ∈ Ω, k = 0, 1, . . . . (10)



15Ïóñòü z, w ∈ S, ℓsp(S; Ω) < l, è ïî ëåììå 2 âûáðàíà ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü êðóãîâ Dsp(ζk, d) ⋐ Ω, öåíòðû êîòîðûõ ζk óäîâëåòâî-ðÿþò óñëîâèþ (D1), ðàäèóñ d îïðåäåëåí ðàâåíñòâîì (4), à îãðà-íè÷åíèå íà èõ êîëè÷åñòâî çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâîì (5). Ïîëîæèì
Hk = H

pk
Dsp(ζk+1,d)

, ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò ãàðìîíè÷åñêîå ïðîäîë-æåíèå ñóáãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèè pk âíóòðü êðóãà Dsp(ζk+1, d),
k = 0, 1, . . . , n. Â ñèëó ïîëîæèòåëüíîñòè âåñà pk åãî ãàðìîíè÷å-ñêîå ïðîäîëæåíèå Hk òàêæå ïîëîæèòåëüíî â êðóãå Dsp(ζk+1, d)è, ó÷èòûâàÿ óñëîâèå |ζk − ζk+1| ≤ d/2 èç (D1), ïî íåðàâåíñòâóÕàðíàêà [9, òåîðåìà 1.3.1℄ äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ â
Dsp(ζk+1, d) �óíêöèé Hk ïîëó÷àåì
pk(ζk) ≤ Hk(ζk) ≤

d+ d/2

d− d/2
Hk(ζk+1) = 3 · 1

2π

∫ 2π

0

pk
(
ζk+1 + deiθ

)
dθïðè âñåõ k = 0, 1, . . . , n. Îòñþäà, ñîãëàñíî âûáîðó ðàäèóñà d â (4),

pk(ζk)
(4)
≤ 3· 1

2π

∫ 2π

0

pk
(
ζk+1+ε dΩ(ζk+1)e

iθ
)
dθ

(9)
≤ 3

(
pk+1(ζk+1)+Ck+1

)ïðè êàæäîì k = 0, . . . , n. Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå k+1 ðàçïîñëåäíåé îöåíêè, íà÷èíàÿ ñ k = 0, äàåò îöåíêó
p(z) = p0(ζ0)≤3n+1pn+1(ζn+1) +

n+1∑

k=1

3kCk =

= 3n+1pn+1(w) +
n+1∑

k=1

3kCk.

(11)
Ïîëîæèì N =

[
2(l + 1)2max

{
1/ ε, 4(l + 1)

}] � öåëàÿ ÷àñòüïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (5), ò. å. n ≤ N . Èç (11), ïðèìåíÿÿ âñëó÷àå n < N ïîñëåäîâàòåëüíî N − n ðàç, íà÷èíàÿ ñ k = n + 1,



16íåðàâåíñòâà (10), ïîëó÷àåì
p(z) ≤ 3n+1

(
pN+1(w) +

N+1∑

k=n+2

Ck

)
+

n+1∑

k=1

3kCk ≤

≤ 3N+1pN+1(w) +

N+1∑

k=1

3kCk.

(12)
Èç óñëîâèÿ (9) íà ïîñòðîåíèå �óíêöèé {pk} è ÷èñåë {Ck} è ñî-ãëàñíî âûáîðó ÷èñëà N âèäíî, ÷òî âûáîð �óíêöèè pN+1 ∈ P èïîñòîÿííîé C ′ =

∑N+1
k=1 3kCk â (12) ïðè �èêñèðîâàííîé �óíêöèè

p îáóñëîâëåí èñêëþ÷èòåëüíî çíà÷åíèÿìè ÷èñåë ε è l è íå çàâè-ñèò íè îò âûáîðà ïîäìíîæåñòâà S ⊂ Ω, êîãäà ℓsp(S; Ω) < l, íè îòâûáîðà ïàðû òî÷åê z, w ∈ S. Ñëåäîâàòåëüíî, (12) âëå÷åò çà ñîáîéîöåíêó
sup
z∈S

p(z) ≤ inf
w∈S

3N+1pN+1(w) + C ′ (13)äëÿ ëþáîãî S ⊂ Ω, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ ℓsp(S; Ω) < l. Íà-êîíåö, ïðèìåíåíèå óñëîâèÿ (A↑) íå áîëåå, ÷åì 3N+1 − 1 ðàç, ïîç-âîëÿåò ïî �óíêöèè pN+1 íàéòè �óíêöèþ p̃ ∈ P è ïîñòîÿííóþ C ′′,ñ êîòîðûìè ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
3N+1pN+1(w) = pN+1(w) + · · ·+ pN+1(w)︸ ︷︷ ︸

3N+1 ðàç (A↑)

≤ p̃(w) + C ′′,

w ∈ Ω.

(14)Âûáîð �óíêöèè p̃ è ÷èñëà C ′′ îïðåäåëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî �óíê-öèåé pN+1 è çíà÷åíèåì íîìåðà N , ò. å. â êîíå÷íîì èòîãå òàêæåòîëüêî �óíêöèåé p è çíà÷åíèÿìè ÷èñåë ε è l. Íåðàâåíñòâà (13)�(14) ïðè C̃ = C ′ + C ′′ äàþò (3).



17ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Õàáèáóëëèí Á. Í. Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåé äëÿ êëàññîâãîëîìîð�íûõ �óíêöèé è ýíòðîïèÿ ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè. //"Àëãåáðà è àíàëèç". 2008. Ò. 20. � 1. Ñ. 162-204; Ò. 20. � 1.Ñ. 205-250.[2℄ Áàéãóñêàðîâ T. Þ. Ñ�åðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå è ýíòðîïèÿ ëè-íåéíîé ñâÿçíîñòè. // Ó�à: �ÈÖ Áàø�Ó, Ôóíäàìåíòàëüíàÿìàòåìàòèêà è åå ïðèëîæåíèÿ â åñòåñòâîçíàíèè/ Ìàòåðèàëûìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè. , 2011.[3℄ Ïðèâàëîâ È. È. Ââåäåíèå â òåîðèþ �óíêöèé êîìïëåêñíîãîïåðåìåííîãî. // Ì.: Íàóêà, 1984.[4℄ ×åðåäíèêîâà Ë.Þ., Õàáèáóëëèí Á.Í. Óñòîé÷èâîñòü ïîñëåäî-âàòåëüíîñòåé íååäèíñòâåííîñòè äëÿ âåñîâûõ àëãåáð ãîëîìî�-íûõ â êðóãå �óíêöèé // Ñáîðíèê ñòàòåé �Íàó÷íàÿ êîí�å-ðåíöèÿ ïî íàó÷íî-òåõíè÷åñêèì ïðîãðàììàì Ìèíîáðàçîâàíèÿ�Ô�. ×. 1. Ó�à. Áàø�Ó. 2000. Ñ. 25�28.[5℄ Ëåéõòâåéñ Ê. Âûïóêëûå ìíîæåñòâà. Ì: Íàóêà, 1985.[6℄ Àðõàíãåëüñêèé À.Â., Ïîíîìàðåâ Â.È. Îñíîâû îáùåé òîïîëî-ãèè â çàäà÷àõ è óïðàæíåíèÿõ. Ì.: Íàóêà, 1974.[7℄ Õåéìàí Ó., Êåííåäè Ï. Ñóáãàðìîíè÷åñêèå �óíêöèè. Ì.: Ìèð,1986.[8℄ Ransford T. J. Potential Theory in the Complex Plane.Cambridge: Cambridge Univ. Press, 1995.



18 ÓÄÊ 517.95Î Ê�ÈÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÏÅÊÒ�ÀËÜÍÎÉ Ê�ÈÂÎÉÄËß ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌÑ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÑÒÜÞ ÍÅÎÏ�ÅÄÅËÅÍÍÎ�Î ÇÍÀÊÀÁîáêîâ Â. Å. (Ó�à, ÈÌÂÖ ÓÍÖ �ÀÍ)ÂâåäåíèåÂ îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ Rn ñ C1-ãðàíèöåé ∂Ω ðàññìàòðè-âàåòñÿ ñèñòåìà ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé




−∆pu = λ|u|p−2u+ αf(x)|u|α−2|v|βu, x ∈ Ω,

−∆qv = µ|v|q−2v + βf(x)|u|α|v|β−2v, x ∈ Ω,

u = v = 0, x ∈ ∂Ω.

(1)ãäå �óíêöèÿ f ∈ L∞(Ω) ìîæåò áûòü çíàêîïåðåìåííîé; λ, µ ∈ R -ñïåêòðàëüíûå ïàðàìåòðû; p > 1, q > 1 è
α, β > 0,

α

p
+
β

q
> 1,

α

p∗
+
β

q∗
< 1. (2)Ñèñòåìà (1) äîïóñêàåò âàðèàöèîííóþ �îðìó ñ ñîîòâåòñòâóþ-ùèì �óíêöèîíàëîì äåéñòâèÿ

Eλ,µ(u, v) =
1

p
Pλ(u) +

1

q
Qµ(v)− F (u, v), (3)ãäå

Pλ(u) :=
∫
Ω |∇u|p dx− λ

∫
Ω |u|p dx,

Qµ(v) :=
∫
Ω |∇v|q dx− µ

∫
Ω |v|q dx,

F (u, v) :=
∫
Ω f(x)|u|α|v|β dx.Èçâåñòíî, ÷òî òî÷êà (u0, v0) ∈ W 1,p

0 (Ω)×W 1,q
0 (Ω) ÿâëÿåòñÿ ðåøå-íèåì çàäà÷è (1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ êðèòè-÷åñêîé òî÷êîé �óíêöèîíàëà (3), ò.å.

DuEλ,µ(u0, v0) = 0, DvEλ,µ(u0, v0) = 0.



19Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåíèå (uλ,µ, vλ,µ) çàäà÷è (1) ÿâëÿåòñÿ îñ-íîâíûì ñîñòîÿíèåì, åñëè
Eλ,µ(uλ,µ, vλ,µ) ≤ Eλ,µ(u, v),äëÿ âñåõ ðåøåíèé (u, v) çàäà÷è (1).Îñíîâíîé öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ìàêñè-ìàëüíîé ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè, â êîòîðîé çàäà÷à (1) èìååò ðå-øåíèÿ òèïà îñíîâíûõ ñîñòîÿíèé; à òàêæå îïèñàíèå àñèìïòîòèêâåòâè îñíîâíûõ ñîñòîÿíèé, ò.å. �óíêöèè
E(λ, µ) := Eλ,µ(uλ,µ, vλ,µ).Äëÿ ýòîãî ðàçâèâàåòñÿ ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå [1℄.� 1. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòûÂâåäåì ñëåäóþùåå ñåìåéñòâî ìèíèìèçàöèîííûõ çàäà÷, ïàðà-ìåòðèçîâàííîå r > 0:

σ∗(r) = inf
u,v

[
max

{
1

rλ1

∫
|∇u|pdx∫
|u|pdx ,

1

µ1

∫
|∇v|qdx∫
|v|qdx

}
: F (u, v) ≥ 0

]
.Â [1℄ äîêàçàíî, ÷òî ïðè r = 1 äàííàÿ ìèíèìèçàöèîííàÿ çàäà-÷à èìååò ðåøåíèå. Äàííûé ðåçóëüòàò ïðÿìî îáîùàåòñÿ íà ñëó÷àéïðîèçâîëüíîãî r > 0. Ïðè ýòîì σ∗(r) ∈ [1,+∞).Ëåììà 1. Ôóíêöèÿ σ∗(·) : R+ → R+ íåïðåðûâíà.�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ êðèâóþ íà ñïåêòðàëüíîé ïëîñêîñòè

(λ, µ), çàäàííóþ ïàðàìåòðè÷åñêè:
λ∗(r) := λ1 r σ

∗(r); µ∗(r) := µ1 σ
∗(r), r > 0.Ñëåäñòâèå 1. λ∗(r), µ∗(r) ∈ C(R+).Áóäåì îáîçíà÷àòü (λ1, ϕ1) è (µ1, ψ1) - ïåðâûå ñîáñòâåííûå ïàðûîïåðàòîðîâ −∆p è −∆q ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè â Ω,ñîîòâåòñòâåííî. Òàêæå ââåäåì ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà

Ω+ := {x ∈ Ω : f(x) > 0}, Ω0 := {x ∈ Ω : f(x) = 0},



20 Â ñëåäóþùèõ äâóõ ëåììàõ îïèñûâàåòñÿ ïîâåäåíèå ñïåêòðàëü-íîé êðèâîé (λ∗(r), µ∗(r)), r > 0.Ëåììà 2. Ïóñòü Ω+ 6= ∅ èëè Ω0 6= ∅, ïðè ýòîì F (ϕ1, ψ1) < 0.Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå r0, r1 > 0, ÷òî (ñì. �èñ.1)1) λ∗(r) = λ1, µ∗(r) = µ1/r äëÿ âñåõ r ∈ (0, r0);2) λ∗(r) = λ1r, µ∗(r) = µ1 äëÿ âñåõ r > r1.Ëåììà 3. Ïðåäïîëîæèì ÷òî f(x) < 0 íà Ω. Òîãäà σ∗(r) > 1äëÿ âñåõ r ∈ R+. Ïðè ýòîì (ñì. �èñ.2)1) λ∗(r) → +∞ ïðè r → +∞, è µ∗(r) > µ1 äëÿ âñåõ r > 0;2) λ∗(r) > λ1 äëÿ âñåõ r > 0, è µ∗(r) → +∞ ïðè r → 0.
λ1

µ1

µ1/r0

λ1r1

µ

λ�èñ. 1: λ1

µ1

µ

λ�èñ. 2:Ââåäåì ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà (ñì. �èñ. 3, 4):
Σ1 := {λ̄ ∈ R

2 : λ < λ1, µ < µ1},
Σ∗ := {λ̄ ∈ R

2 : λ1 < λ < λ∗(r), µ1 < µ < µ∗(r), r > 0}.Â ñëåäóþùåé ëåììå äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå îñíîâíûõ ñî-ñòîÿíèé çàäà÷è (1) â îáëàñòÿõ Σ1 è Σ∗.Ëåììà 4. Ïðåäïîëîæèì ÷òî óñëîâèÿ (2) âûïîëíåíû, p, q > 1 è
f ∈ L∞(Ω). Òîãäà1) åñëè Ω+ 6= ∅, òî (1) èìååò ðåøåíèå (uλ̄, vλ̄) äëÿ âñåõ λ̄ ∈ Σ1,òàêîå ÷òî Eλ̄(uλ̄, vλ̄) > 0 è uλ̄, vλ̄ > 0 â Ω;



21
λ1

µ1 Σ∗

µ1/r0

λ1r1

µ

λΣ1 �èñ. 3: λ1

µ1 Σ∗

µ

λΣ1 �èñ. 4:2) åñëè F (ϕ1, ψ1) < 0, òî (1) èìååò ðåøåíèå (uλ̄, vλ̄) äëÿ âñåõ
λ̄ ∈ Σ∗, òàêîå ÷òî Eλ̄(uλ̄, vλ̄) < 0 è uλ̄, vλ̄ > 0 â Ω.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçûâàåòñÿ ïðÿìûì îáîáùåíèåì Òåîðåìû2.2, [1℄ ñòð. 4.Â ïîñëåäíåé ëåììå ìû ïîëó÷àåì àñèìïòîòèêè âåòâè îñíîâíûõñîñòîÿíèé íà êðèòè÷åñêîé êðèâîéËåììà 5. Ïóñòü óñëîâèÿ (2) âûïîëíåíû, p, q ∈ (1,+∞) è

f ∈ L∞(Ω). Òîãäà åñëè F (ϕ1, ψ1) < 0, òîa) E(λ, µ) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé �óíêöèåé îò (λ, µ) íà Σ∗;b) E(λ, µ) → 0 ïðè (λ, µ) → (λ1, µ0) äëÿ âñåõ µ0 ∈ (µ1, µ
∗(r)),

r > 0;
) E(λ, µ) → 0 ïðè (λ, µ) → (λ0, µ1) äëÿ âñåõ λ0 ∈ (λ1, λ
∗(r)),

r > 0.d) Åñëè, äîïîëíèòåëüíî, f(x) ≤ 0, p, q ≥ 2 è max{p, q} > 2, òî
E(λ, µ) → −∞ ïðè (λ, µ) → (λ∗(r), µ∗(r)), r > 0.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Bobkov V., Il'yasov Y. Asymptoti
 behaviour of bran
hes forground states of ellipti
 systems // Ele
troni
 Journal ofDi�erential Equations. 2013. Vol. 2013, No. 212. pp. 1-21.



22 ÓÄÊ 517.984ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÅ ÓÇÊÈÌ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÎÌ ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÂ,ÀÑÑÎÖÈÈ�ÎÂÀÍÍÛÕ Ñ ÑÈÌÌÅÒ�È×ÍÛÌÈÏÎËÓÒÎ�ÀËÈÍÅÉÍÛÌÈ ÔÎ�ÌÀÌÈ�àäûëüøèí Ò. �. (Ó�à, Ó�ÀÒÓ)ÂâåäåíèåÎáîçíà÷èì
h0[u, v] := (ku′, v′)L2(a,b)

+ (qu, v)L2(a,b)
,

hµ,ε[u, v] :=h0[u, v] + µ−1 (Qεu, v)L2(a,b)
,

(1)ãäå k(x), q(x) > κ > 0 � ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûå �óíêöèè íà
(a, b) (ïðè÷åì, íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî (a, b) � òîëüêî êîíå÷íûéèíòåðâàë), Qε(x) = Q

(
x−x0

ε

), x0 ∈ (a, b), Q(x) � �óíêöèÿ èç
L∞(−∞,∞) ñ îãðàíè÷åííûì íîñèòåëåì, 0 < ε, µ≪ 1.Ïîëóòîðàëèíåéíûå îãðàíè÷åííûå ñíèçó ñèììåòðè÷íûå �îð-ìû h0, hµ,ε ðàññìàòðèâàþòñÿ íà ìíîæåñòâàõ D(h0) è D(hµ,ε) âñåõ�óíêöèé èç L2(a, b), äëÿ êîòîðûõ èõ çíà÷åíèÿ îïðåäåëåíû. Ïîýòî-ìó ýòè �îðìû çàìêíóòû. À òàê êàê ìíîæåñòâî C∞

0 (a, b) ïëîòíîâ L2(a, b) è, î÷åâèäíî, C∞
0 (a, b) ⊂ D(h0), C∞

0 (a, b) ⊂ D(hµ,ε), òîè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ D(h0) è D(hµ,ε) �îðì h0, hµ,ε ïëîòíû â
L2(a, b).Îáîçíà÷èì ÷åðåç H0 è Hµ,ε ñàìîñîïðÿæåííûå è îãðàíè÷åí-íûå ñíèçó îïåðàòîðû, àññîöèèðîâàííûå ñ ïëîòíî îïðåäåëåííûìèâ L2(a, b), ñèììåòðè÷íûìè çàìêíóòûìè �îðìàìè h0 è hµ,ε, ñîîò-âåòñòâåííî ([1, ãëàâà VI, òåîðåìà 2.6℄).Â ñëó÷àå, êîãäà k, q, Q � äîñòàòî÷íî ãëàäêèå �óíêöèè, îïå-ðàòîðû H0, Hµ,ε ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàñøèðåíèÿ ïî Ôðèäðèõñó(ñì., íàïðèìåð, [1, ãëàâà VI, � 2℄) äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ

H0u := −(ku′)′ + qu, Hµ,εu := H0u + µ−1Qεu,



23ðàññìàòðèâàåìûõ íà äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ �óíêöèÿõ èç L2(a, b),ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ ðàâíû íóëþ íà êîíöàõ èíòåðâàëà, åñëè
(a, b) 6= (−∞,∞).� 1. Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòàÖåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû.Òåîðåìà 5. Ïóñòü

εµ−1 = o (1) . (2)Òîãäà Hµ,ε → H0 ïðè ε→ 0 â îáîáùåííîì ñìûñëå.Èç ýòîé òåîðåìû è [1, �ëàâà IV, òåîðåìà 3.16℄, â ÷àñòíîñòè,âûòåêàåòÒåîðåìà 6. Åñëè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (2), à λ0 � ïðî-ñòîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà H0, òî ê íåìó ñõîäèò-ñÿ åäèíñòâåííîå è, ê òîìó æå, ïðîñòîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
λµ,ε îïåðàòîðà Hµ,ε, à äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ íîðìèðîâàííûõ â
L2(a, b) ñîáñòâåííûõ �óíêöèé uµ,ε, u0 èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü
uµ,ε → u0 â L2(a, b).Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [2℄), ÷òî êîãäà (a, b) � êîíå÷-íûé èíòåðâàë, à k, q, Q � äîñòàòî÷íî ãëàäêèå �óíêöèè, íàïðè-ìåð, åñëè k, q ∈ C∞[a, b], Q ∈ C∞

0 (−∞,∞), òî ñîáñòâåííûå çíà÷å-íèÿ îïåðàòîðîâ H0 è Hµ,ε ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿâ [3℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå êðàåâîé çàäà÷è
Hµ,εψµ,ε = λµ,εψµ,ε, x ∈ (a, b), ψµ,ε(a) = ψµ,ε(b) = 0,ïðè εµ−1 = o

(
εδ
)
, δ ∈ (0, 1), ñõîäèòñÿ ê ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþêðàåâîé çàäà÷è

H0ψ0 = λ0ψ0, x ∈ (a, b), ψ0(a) = ψ0(b) = 0.Îäíàêî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî ðåçóëüòàòà ñóùåñòâåííî èñïîëü-çîâàëàñü êîìïàêòíîñòü âëîæåíèÿ W 1
2 â L2 äëÿ îãðàíè÷åííûõ îá-ëàñòåé.



24 Â [4℄ áûëè ðàññìîòðåíû îïåðàòîðûH0 èHµ,ε, â ÷àñòíîì ñëó÷àå,êîãäà (a, b) = (−∞,∞), à k ≡ 1. Â ýòîé ðàáîòå, âî-ïåðâûõ, áûëîïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèå òåîðåìû 5 î ïðîñòîòå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèéýòèõ îïåðàòîðîâ âûïîëíÿåòñÿ, à âî-âòîðûõ, áûëà äîêàçàíà è ñïðà-âåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ýòîé òåîðåìû â ðàññìîòðåííîì ÷àñòíîìñëó÷àå. Îäíàêî äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ ðåçóëüòàòîâ îïèðàëîñü íà òîò�àêò, ÷òî â ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå äè��åðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû
H0 è Hµ,ε áûëè îïðåäåëåíû â îáû÷íîì (êëàññè÷åñêîì) ñìûñëå.� 2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5×åðåçW 1

2 (I) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî �óíêöèé êâàäðàòè÷-íî èíòåãðèðóåìûõ íà èíòåðâàëå I âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíû-ìè. Â ñëó÷àå I 6= (−∞,∞) îáîçíà÷èì ÷åðåç 0

W 1
2 (I) ïîäìíîæåñòâî�óíêöèé èç W 1

2 (I) ðàâíûõ íóëþ íà êîíöàõ èíòåðâàëà I.Ïðåæäå, ÷åì ïðèñòóïèòü íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâóòåîðåìû, äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.Ëåììà 3. Äëÿ ëþáîé �óíêöèè u ∈ W 1
2 (a, b) è äëÿ ëþáîãî γ > 0ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖u‖2L2(x0−εγ,x0+εγ) 6 C1ε‖u‖2W 1
2 (a,b)

. (3)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ai, bi � êîíå÷íûå ÷èñëà, òàêèå ÷òî a <
a2 < a1 < x0 < b1 < b2 < b. Îáîçíà÷èì ÷åðåç u1 ñóæåíèå �óíê-öèè u íà èíòåðâàë (a1, b1), Î÷åâèäíî, u1 ∈ W 1

2 (a1, b1). Èçâåñòíî(ñì., íàïðèìåð, [5, �ëàâà III, � 4, òåîðåìà 1℄, ÷òî ñóùåñòâóåò ëè-íåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð P : W 1
2 (a1, b1) →

0

W 1
2 (a2, b2), òà-êîé, ÷òî äëÿ �óíêöèè u2 := Pu1 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî u2 = u1ïðè x ∈ (a1, b1). Â [3℄ áûëî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè

u2 ∈
0

W 1
2 (a2, b2) è äëÿ ëþáîãî γ > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖u2‖2L2(x0−εγ,x0+εγ) 6 C2ε‖u2‖2W 1
2 (a2,b2)

.



25Èç ýòîé îöåíêè è îïðåäåëåíèÿ ui âûòåêàåò èñêîìàÿ îöåíêà (3):
‖u‖2L2(x0−εγ,x0+εγ) =‖u2‖2L2(x0−εγ,x0+εγ) 6 C2ε‖u2‖2W 1

2 (a2,b2)
6

6C1ε‖u1‖2W 1
2 (a1,b1)

6 C1ε‖u‖2W 1
2 (a,b)

.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5. Îáîçíà÷èì hµ,ε[u] = hµ,ε[u, u], h0[u] =
h0[u, u]. Èç îïðåäåëåíèÿ hµ,ε[u], h0[u] ñëåäóåò, ÷òî D(hµ,ε) =

D(h0) ⊂W 1
2 (a, b) è

|(hµ,ε − h0)[u]| =µ−1

∣∣∣∣∣∣

b∫

a

Q

(
x− x0
ε

)
|u|2(x)dx

∣∣∣∣∣∣
, (4)

‖u‖2W 1
2 (a,b)

6κ
−1h0[u], u ∈ D(h0).Èç ïîñëåäíåé îöåíêè è íåðàâåíñòâà (3) ñëåäóåò, ÷òî

‖u‖2L2(x0−εγ,x0+εγ) 6 C3εh0[u], u ∈ D(h0). (5)Òàê êàê �óíêöèÿQ(x) èìååò êîíå÷íûé íîñèòåëü, òî ñóùåñòâóåò
γ > 0 òàêîå, ÷òî suppQ

(
x−x0

ε

)
⊂ [x0 − εγ, x0 + εγ] ⊂ (a, b). À òàêêàê, ê òîìó æå, Q(x) ∈ L∞(−∞,∞), òî èç (4) è (5) ñëåäóåò, ÷òî

|(hµ,ε − h0)[u]| 6C4εµ
−1h0[u].Òàê êàê ïîëóòîðàëèíåéíûå îãðàíè÷åííûå ñíèçó �îðìû h0 è hµ,εïëîòíî îïðåäåëåíû â L2(a, b), ñèììåòðè÷íû è çàìêíóòû, à εµ−1 →

0 ñèëó (2), òî èç ïîñëåäíåé îöåíêè è [1, �ëàâà VI, òåîðåìà 3.6℄ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàåìîé òåîðåìû.� 1. Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿÏóñòü, íàïðèìåð, (a, b) = (a,∞). Ïðè α > 0 îáîçíà÷èì
h
(3)
0 [u, v] :=h0[u, v] + αu(a)v(a),

h(3)µ,ε[u, v] :=hµ,ε[u, v] + αu(a)v(a),



26à ÷åðåç h(1)0 [u, v], h
(1)
µ,ε[u, v] îáîçíà÷èì �îðìû, îïðåäåëÿåìûå ðàâåí-ñòâàìè (1), íî îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïîäìíî-æåñòâî �óíêöèé èç D(h0), îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà êîíöå a.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ îïåðàòîðîâH(i)

0 èH(i)
µ,ε, àññîöèèðîâàííûõñ �îðìàìè h

(i)
0 è h

(i)
µ,ε, ñîîòâåòñòâåííî, ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿòåîðåìû 5, à ñëåäîâàòåëüíî, è òåîðåìû 6.Â ñëó÷àå, êîãäà k, q, Q � äîñòàòî÷íî ãëàäêèå �óíêöèè, îïå-ðàòîðû H

(i)
0 , H

(i)
µ,ε ÿâëÿþòñÿ ðàñøèðåíèÿìè ïî Ôðèäðèõñó äè��å-ðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâH0, Hµ,ε íà (a,∞) ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

u(a) =0, i = 1,

u′(a)− αu(a) =0, i 6= 1.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà �ÔÔÈ (12-01-00445).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Êàòî Ò. Òåîðèÿ âîçìóùåíèé ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Ì.: Ìèð,1972.[2℄ Âëàäèìèðîâ Â.Ñ., Æàðèíîâ Â.Â. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé�èçèêè. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2004.[3℄ Õóñíóëëèí È.Õ. Âîçìóùåííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à íà ñîáñòâåí-íûå çíà÷åíèÿ äëÿ îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà íà îòðåçêå // Æ.âû÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì. �èç. 2010. Ò. 50. � 4. Ñ. 679�698.[4℄ �àäûëüøèí �.�., Õóñíóëëèí È.Õ. Âîçìóùåíèå îïåðàòîðàØðåäèíãåðà óçêèì ïîòåíöèàëîì // Ó�èìñê. ìàòåì. æóðí.2012. Ò. 3. � 3. Ñ. 55�66.[5℄ Ìèõàéëîâ Â.Ï. Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõïðîèçâîäíûõ. Ì.:Íàóêà, 1976.



27ÓÄÊ 532.529.5.532.59ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÈÑÒÅ×ÅÍÈß�ÀÇÎÍÀÑÛÙÅÍÍÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ ÈÇ ÅÌÊÎÑÒÈÊÎÍÅ×ÍÎ�Î ÎÁÚÅÌÀ.�àëååâà �. ß., Ìèðõàéäàðîâ À. Ô. (Ó�à, Áàø�Ó)�àññìîòðèì çàäà÷ó îá îïîðîæíåíèè åìêîñòè, èìåþùóþ êîíå÷-íûé îáúåì, ÷åðåç ùåëü. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî äàâëåíèå â îñíîâíîìîáúåìå â äîñòàòî÷íîì óäàëåíèè îò ùåëè îäíîðîäíîå (óñëîâèå ãî-ìîáàðè÷íîñòè), à ïðîöåññ èñòå÷åíèÿ - êâàçèóñòàíîâèâøèéñÿ. È,òåì ñàìûì, äèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû â îñíîâíîì ëîêàëèçîâàíû âîáëàñòè òå÷åíèÿ, ïðèìûêàþùåé ê ùåëè. Ïðèìåì, ÷òî ðàñïðåäåëå-íèå ïàðàìåòðîâ â ýòîé îáëàñòè - êàê ïðè ñòàöèîíàðíîì òå÷åíèè.Çàïèøåì óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ ìàññû äëÿ ãàçîæèäêîñòíîé ñìåñè,íàõîäÿùåéñÿ â îáúåìå V [2℄:
V
dρ(i)

dt
= −Sρ(e)w(e) (1)Çäåñü ρ(i) - ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü ñìåñè â åìêîñòè, ρ(e), w(e) - çíà÷åíèÿïëîòíîñòè è ñêîðîñòè èñòå÷åíèÿ íà ñðåçå ùåëè, èìåþùåé ïëîùàäüïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ S. Â ñèëó ïðèíÿòûõ äîïóùåíèé äàâëåíèå âîáúåìå è íà âûõîäíîì ñå÷åíèè è ñêîðîñòü ñâÿçàíû èíòåãðàëîìÁåðíóëëè[1,2℄

w2
(e)

2
+

p(e)∫

p(i)

dp

ρ
= 0 (2)Çäåñü âîçìîæíû äâà ðåæèìà èñòå÷åíèÿ. Âî-ïåðâûõ , èñòå÷åíèå âðåæèìå ãàçîäèíàìè÷åñêîãî çàïèðàíèÿ, êîãäà ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ

w(e) ðàâíà ìåñòíîé ñêîðîñòè çâóêà. Ïðè ýòîì âåëè÷èíà äàâëåíèÿ
pc íà âûõîäíîì ñðåçå ùåëè áîëüøå ÷åì âíåøíåå äàâëåíèå pa è îíîíàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ

C2(pc) = w2(pc) (3)



28ãäå w(pc) íàõîäèòñÿ íà îñíîâå èíòåãðàëà Áåðíóëëè (2).Â ñëó÷àå âñêèïàþùåé æèäêîñòè ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå-ìåíè (t = 0), ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò ðàçãåðìåòèçàöèÿ åìêîñòè,òåìïåðàòóðà è äàâëåíèå ðàâíû T0 è p0 (p0 = ps(T0)) . Òîãäà íàîñíîâå óðàâíåíèé (2) è (3) ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ [1,3℄
1

ρ
=

1

ρl
+
cl(T0 − Ts(p))T

′
s(p)

Ts(p)
,

(
T ′
s(p) =

dTs(p)

dp

)è âûðàæåíèÿ äëÿ ñêîðîñòè çâóêà[1,3℄
C−2 =

dρ

dp
= ρ2cl

T0T
′2
s (p)− (T0 − Ts(p))Ts(p)T

′′
s (p)

T 2
s (p)ìîæåì ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ pc â íà÷àëüíûé ìî-ìåíò âðåìåíè

C2(pc)

2
=
pc − p0
p0l

+ clT0 ln
T0

Ts(pc)
− cl(T0 − Ts(pc)) (4)Â òîì ñëó÷àå, êîãäà pc > pa îïîðîæíåíèå áóäåò ïðîèñõîäèòü âäâà ýòàïà. Äëÿ ïåðâîãî ýòàïà (äî äîñòèæåíèÿ pc çíà÷åíèÿ pc = pa) çàêîí èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ â åìêîñòè îïðåäåëÿåòñÿ èç ñèñòåìûóðàâíåíèé

V

C2(p(i))

dp(i)

dt
= −Sρ(pc)C(pc),

C2(pc)

2
=

p(i)∫

pc

dp

ρ
, (5)ñëåäóþùèõ èç (1) � (3). Äëÿ óäîáñòâà ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè âòî-ðîå óðàâíåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äè��åðåíöèàëüíîãîóðàâíåíèÿ

(
1

2

dC2(pc)

dpc
+

1

ρ(pc)

)
dpc
dt

=
1

ρ(p(i))

dp(i)
dt

(6)Òîãäà ïåðâîå óðàâíåíèå èç (5) è óðàâíåíèå (6) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîéçàìêíóòóþ ñèñòåìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ p(i) è pc . Ïîñëå äîñòèæåíèÿ



29äàâëåíèÿ pc çíà÷åíèÿ pa(pc = pa) ðàñ÷åò âåäåòñÿ íà îñíîâå óðàâ-íåíèÿ
V

C2(p(i))

dp(i)

dt
= −Sρ(pa)w(pa), w(pa) =

√√√√√2

p(i)∫

pa

dp

ρ
(7)Â òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ èñõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ â åìêîñòè pc < pa ,âåñü ïðîöåññ îïîðîæíåíèÿ ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî óðàâíåíèþ (7).

�èñ.1. Çàâèñèìîñòè äàâëåíèÿ â åìêîñòè (ñïëîøíûå ëèíèè) è íàñðåçå ùåëè (ïóíêòèðíûå ëèíèè), à òàêæå ìàññîâîãî ðàñõîäà îò



30âðåìåíè äëÿ ñæèæåííîãî ïðîïàíà ïðè ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðàõ åì-êîñòè V = 100ì3, S = 1ì2 è íà÷àëüíîãî äàâëåíèÿ p0 = 1ÌÏà(T0 =
300K).Äëÿ ãàçîíàñûùåííîé æèäêîñòè èç óðàâíåíèÿ (3) ñ ó÷åòîì (7) èáàðîòðîïè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ[3℄

1

ρ
=

1

ρl
− k0
ρg0

(
1− p0

p

)
,

ρ

ρl
=

p

p0ïîëó÷èì ñëåäóþùåå òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå
(1−R∗)PC +R∗ =

√
2R∗[(1−R∗)(P(i)−PC)+R∗ ln

(
P(i)

PC

)
]
1
2 , (8)

(P(i) =
p(i)
p0
, PC =

pc
p0
)äëÿ îïðåäåëåíèÿ pc â çàâèñèìîñòè îò òåêóùåãî çíà÷åíèÿ äàâëåíèÿâíóòðè åìêîñòè p(i).

�èñ.2. Çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ PC îò R∗ äëÿ íà÷àëüíîãî ìîìåíòà
(p(i) = p0).



31Äëÿ ñîâåðøåííîé ñìåñè(R∗ = 1) îòñþäà èìååì
PC =

P(i)√
e

(9)Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå, åñëè èñõîäíîå äàâëåíèå p0 óäîâëå-òâîðÿåò óñëîâèþ p0 >
√
epa îïîðîæíåíèå áóäåò ïðîèñõîäèòü â äâàýòàïà. Ïðè÷åì äëÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòè êàæäîãî èç ýòàïîâ t1 è t2íà îñíîâå óðàâíåíèé (5)-(7) ìîæíî ïîëó÷èòü

ti = τi
V

S

√
ρ0l
p0

(i = 1, 2), (10)
τ1 =

√
e

(
ln
p0
pa

− 1

2

)
, τ2 =

√
e∫

1

dx√
2 lnx

.Êîãäà äàâëåíèå â åìêîñòè äîñòàòî÷íî íèçêîå (pa < p0 <
√
epa),äëÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòè îïîðîæíåíèÿ èìååì

t = τ
V

S

√
ρ0l
p0
, τ =

1∫

pa
p0

dx√
2 lnx

.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Øàãàïîâ Â.Ø. Èñòå÷åíèå ãàçîæèäêîñòíûõ è ïàðîæèäêîñò-íûõ ñðåä èç áîëüøîé åìêîñòè ÷åðåç ùåëü// ÒÂÒ. 1979. Ò.17.�3. Ñ.655-657[2℄ Íèãìàòóëèí �.È. Äèíàìèêà ìíîãî�àçíûõ ñðåä. ×.II. Ì.: Íà-óêà, 1987. 360
[3℄ Øàãàïîâ Â.Ø., �àëååâà �.ß. Îïîðîæíåíèå êàíàëîâ è åì-êîñòåé, ñîïðîâîæäàåìîå âñêèïàíèåì //ÒÂÒ. 2010. Ò.48. �3.Ñ.409-418.



32 ÓÄÊ 330.4À�ÅÍÒÛ-Ï�ÅÄÏ�ÈßÒÈß Â �ÀÌÊÀÕÀ�ÅÍÒ-Î�ÈÅÍÒÈ�ÎÂÀÍÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ �Î�ÎÄÀ�à�àðîâà Å. À �àçèçîâà Ê. À. (Ó�à, ÈÑÝÈ)Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ �óíêöèîíèðîâàíèÿñëîæíûõ ñèñòåì àêòèâíî ïðèìåíÿåòñÿ íîâûé êëàññ ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé àãåíò-îðèåíòèðîâàííûå ìîäåëè. Àíàëèçàãåíò-îðèåíòèðîâàííûõ ìîäåëåé ïðèìåíèòåëüíî ê ïðîáëåìå îöåí-êè ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ òåððèòîðèé ïîêàçûâàåò,÷òî ìåòîä êîìïüþòåðíîãî èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â íà-ñòîÿùåå âðåìÿ î÷åíü óñïåøíî ñïðàâëÿåòñÿ ñ çàäà÷åé ìîäåëèðî-âàíèÿ ïîâåäåíèÿ ñëîæíûõ ñèñòåì. Áîëåå ïîïóëÿðíûé â ïðîøëîììåòîä ñèñòåìíîé äèíàìèêè òåïåðü äåëèò ñâîå ìåñòî ñ íàáèðàþ-ùèì îáîðîòû àãåíò-îðèåíòèðîâàííûì ïîäõîäîì. Êðóïíåéøèå ãî-ðîäà ñòàíîâÿòñÿ ïîëíîïðàâíûìè, ñàìîñòîÿòåëüíûìè ýêîíîìè÷å-ñêèìè àãåíòàìè â êîíêóðåíòíûõ ïðîöåññàõ, ïðîõîäÿùèõ íà ðàç-ëè÷íûõ óðîâíÿõ. Ïîýòîìó î÷åíü îñòðî ñòàíîâèòñÿ ïðîáëåìà ñî-çäàíèÿ ñèñòåì ïîääåðæêè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé äëÿ îðãàíîâ âëà-ñòè íà âñåõ óðîâíÿõ. Òàêîé ñèñòåìîé ìîæåò âûñòóïàòü êîìïëåêñ-íàÿ àãåíò-îðèåíòèðîâàííàÿ ìîäåëü, ïîçâîëÿþùåé íà ñâîåé îñíîâåïðîâåðÿòü âîçäåéñòâèå óïðàâëåí÷åñêèõ ðåøåíèé íà ðàçâèâàþùè-åñÿ ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèå ïðîöåññû. Äëÿ òîãî ÷òîáû íàèáîëååïîëíî è ðåàëèñòè÷íî ïðåäñòàâèòü æèçíü ãîðîäà â ìîäåëü ðåøåíîâêëþ÷èòü ñëåäóþùèå âèäû àãåíòîâ, �óíêöèîíèðóþùèõ â ñðåäåðàéîíîâ ãîðîäà
• àãåíòû-ëþäè;
• àãåíòû ïðåäïðèÿòèÿ.Äëÿ ñîçäàíèÿ äàííîé ìîäåëè áûë èñïîëüçîâàí ïðîäóêò âåð-ñèè AnyLogi
 6.9.0, ñîäåðæàùèé òåêñòîâûé ÿçûê çàäàíèÿ ñöåíàðè-åâ, Java. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ýòîò ïðîäóêò



33îäèí èç ñàìûõ âîñòðåáîâàííûõ íà ðûíêå. Âíåøíÿÿ îáîëî÷êà ìî-äåëè âêëþ÷àåò â ñåáÿ ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû, îòîáðàæàþùèå äèíà-ìèêó ðàçâèòèÿ ãîðîäà. Îñíîâó èíòåð�åéñà ñîñòàâëÿåò âíåäðåííàÿêàðòà ãîðîäà Ó�û, íà êîòîðîé îòìå÷åíû 7 ðàéîíîâ ãîðîäà, ïðåä-ïðèÿòèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ îòðàñëÿìè ãîðîäà, à òàêæå íàñåëåíèå. Âìîäåëè ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü ðàáîòàòü ñ êàðòîé, ïåðåêëþ÷àÿíà íåé ñëîè â çàâèñèìîñòè îò èíòåðåñîâ ïîëüçîâàòåëÿ: âîçìîæ-íîñòü îòîáðàæåíèÿ ïðåäïðèÿòèé è ðàéîíîâ, íàñåëåíèÿ è ðàéîíîâ,à òàêæå îäíîâðåìåííî îáà âàðèàíòà. Îñíîâíûìè ñòðîèòåëüíûìèáëîêàìè ìîäåëè AnyLogi
 ÿâëÿþòñÿ àêòèâíûå îáúåêòû, äëÿ ñîçäà-íèÿ àãåíòîâ â ìîäåëè èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå êëàññû àêòèâíûõîáúåêòîâ:1. Îñíîâíîé êëàññ, ñîçäàííûé äëÿ ðåàëèçàöèè èíòåð�åéñà ìî-äåëè;2. Êëàññ, ñîçäàííûé äëÿ ðåàëèçàöèè ðàéîíîâ;3. Êëàññ äëÿ àãåíòîâ-ëþäåé;4. Êëàññ äëÿ àãåíòîâ-ïðåäïðèÿòèé.Ñâîé òðóäîâîé ïîòåíöèàë àãåíòû-ëþäè ðåàëèçóþò íà ïðåäïðèÿòè-ÿõ ãîðîäà Ó�û. Äëÿ óäîáñòâà âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììíûõ îïåðàöèéâ êàæäîé çîíå �óíêöèîíèðóåò ïî 15 ïðåäïðèÿòèé, êîòîðûå ïðåä-ñòàâëÿþò ñîáîé 15 îòðàñëåé õîçÿéñòâà ãîðîäà. Òðóäîóñòðîéñòâîíà ñàìûå âûñîêîîïëà÷èâàåìûå ìåñòà ïðåäïîëàãàåò êîíêóðåíöèþ,êîòîðóþ ìîãóò âûäåðæàòü òîëüêî àãåíòû-ëþäè ñ ñàìûì âûñîêèìïîòåíöèàëîì, ñðåäè àãåíòîâ-ïðåäïðèÿòèé òàêæå ñóùåñòâóåò êîí-êóðåíöèÿ, òðóäîóñòðîéñòâî íà÷èíàåòñÿ ñ ïðåäïðèÿòèé, èìåþùèõñàìóþ âûñîêóþ ñðåäíþþ çàðàáîòíóþ ïëàòó. Ïîâåäåíèå àãåíòîâ-ïðåäïðèÿòèé ñêëàäûâàåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò âàëîâîãî âûïóñêà,ïîëó÷åííîãî èìè â ïðîøëûé è íàñòîÿùèé ãîä, óâåëè÷èâàÿ èíâå-ñòèöèè â îñíîâíîé êàïèòàë, ïðè ïîâûøåíèè âàëîâîãî âûïóñêà èóìåíüøàÿ âëîæåíèÿ â ñëó÷àå óáûëè, òàêîå ïîâåäåíèå áóäåò ïî-ÿñíåíî íèæå. Êàæäûé èç àãåíòîâ èãðàåò ñâîþ ñóùåñòâåííóþ è



34íåçàìåíèìóþ ðîëü â æèçíåäåÿòåëüíîñòè ìîäåëè ãîðîäà, îáëàäàÿèíäèâèäóàëüíûì íàáîðîì õàðàêòåðèñòèê. Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíååíà ïîâåäåíèè è íàáîðå íåîáõîäèìûõ äëÿ àãåíòîâ-ïðåäïðèÿòèé õà-ðàêòåðèñòèê. Ñâîé òðóäîâîé ïîòåíöèàë ëþäè-àãåíòû îñóùåñòâëÿ-þò íà ïðåäïðèÿòèÿõ, êîòîðûå òàêæå ÿâëÿþòñÿ àãåíòàìè, èìåþ-ùèìè ñâîè �óíêöèè è ïðèçíàêè. Äëÿ ïîäñ÷åòà è êîíòðîëÿ çà ðà-áîòíèêà ïðåäïðèÿòèé, â êàæäîé îðãàíèçàöèè ñîçäàíà êîëëåêöèÿèç ëþäåé ãîðîäà. Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå ïðè-ñâàèâàþòñÿ àãåíòàì-ïðåäïðèÿòèÿì ïðè ïîìîùè ðàçëè÷íûõ �óíê-öèé.1. Ïåðâàÿ ïåðåìåííàÿ îòíîñèò ïðåäïðèÿòèå ê òîé èëè èíîé çîíå.�àñïîëîæåíèå èìååò çíà÷åíèå, äëÿ ëþäåé ïëàíèðóþùèõ ïî-ëó÷èòü ðàáîòó íà äàííîì ïðåäïðèÿòèè. Äëÿ ÷åëîâåêà â ïðè-îðèòåòå òî ïðåäïðèÿòèå, êîòîðîå íàõîäèòñÿ â åãî ðàéîíå ïðî-æèâàíèÿ, ïî ñðàâíåíèþ ñ îñòàëüíûìè. Ñòîèò ñðàçó îòìå-òèòü, ÷òî ðàñïîëîæåíèå ïðåäïðèÿòèÿ íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåí-íûì è ãëàâíûì êðèòåðèåì îòáîðà ìåñòà ðàáîòû äëÿ àãåíòà-÷åëîâåêà.2. Ïåðåìåííàÿ ¾âèä äåÿòåëüíîñòè¿ îòíîñèò ïðåäïðèÿòèå ê âè-äó äåÿòåëüíîñòè ïî îáùåðîññèéñêîìó êëàññè�èêàòîðó âèäîâýêîíîìè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè. Äëÿ óïðîùåíèÿ ìîäåëè ïðè-ìåì, ÷òî â êàæäîì ðàéîíå ãîðîäà Ó�û ðàñïîëàãàåòñÿ ïî îä-íîìó ïðåäïðèÿòèþ êàæäîãî âèäà äåÿòåëüíîñòè.3. Ñëåäóþùàÿ ïåðåìåííàÿ óêàçûâàåò ìàêñèìàëüíóþ ÷èñëåí-íîñòü ðàáîòíèêîâ ïðåäïðèÿòèé ïî êàæäîìó âèäó äåÿòåëü-íîñòè. Îðãàíèçàöèÿ íå ìîæåò áåñêîíå÷íî íàðàùèâàòü øòàò,ïî êðàéíåé ìåðå, â ðàìêàõ êðàòêîñðî÷íîãî ïåðèîäà, äîëæ-íî áûòü ãðàíè÷íîå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî. Äëÿ êàæäîãî âèäàäåÿòåëüíîñòè ýòî ÷èñëî ðàçëè÷àåòñÿ. �àñïðåäåëåíèå ïî ïðåä-ïðèÿòèÿì ìàêñèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà ðàáîòíèêîâ âåäåòñÿ ñëó-÷àéíûì îáðàçîì ñ ïîìîùüþ îòäåëüíîé �óíêöèè (ìàñøòàá



351:100 ÷åëîâåê), íî îáùåå êîëè÷åñòâî ÷åëîâåê, çàíÿòûõ â ãîðî-äå îïðåäåëåííûì âèäîì äåÿòåëüíîñòè, ñîîòâåòñòâóåò äàííûìïî ãîðîäó Ó�å. Àãåíò-÷åëîâåê ìîæåò ïîñòóïèòü íà ðàáîòó âäàííóþ êîíêðåòíóþ îðãàíèçàöèþ òîëüêî ïðè òîì óñëîâèè,÷òî îáúåì øòàòà ìåíåå óñòàíîâëåííîé ìàêñèìàëüíîé ïëàíêè.Ïåðåìåííàÿ ââîäèòñÿ äëÿ îòñëåæèâàíèÿ íåóñòðîåííûõ ðàáîò-íèêîâ, òî åñòü äëÿ êîíòðîëÿ íàä áåçðàáîòèöåé.4. Êàæäîìó ïðåäïðèÿòèþ ïðèñâàèâàåòñÿ ñðåäíåìåñÿ÷íàÿ çàðà-áîòíàÿ ïëàòà ðàáîòíèêîâ îðãàíèçàöèé ïî âèäàì ýêîíîìè÷å-ñêîé äåÿòåëüíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòàòèñòè÷åñêèì äàííûìïî ãîðîäó Ó�å. Ñðåäè ðàçëè÷íûõ âèäîâ äåÿòåëüíîñòè ñðåä-íåìåñÿ÷íàÿ çàðàáîòíàÿ ïëàòà ñèëüíî äè��åðåíöèðîâàíà, ÷òîíåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ïðè ìîäåëèðîâàíèè. Âñåì ïðåäïðè-ÿòèÿì âíå çàâèñèìîñòè îò çîíû, ñðåäíÿÿ çàðàáîòíàÿ ïëàòàïî âèäàì äåÿòåëüíîñòè ïðèñâàèâàåòñÿ îäèíàêîâàÿ ñ ïîìîùüþ�óíêöèè ¾estimateAveràgeSalary¿.5. Ïî ñòàòèñòè÷åñêèì äàííûì ïî ãîðîäó î íàëè÷èè è ñîñòîÿ-íèè îñíîâíûõ �îíäîâ ïî âèäàì ýêîíîìè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè,êàæäîìó ïðåäïðèÿòèþ ïðèñâàèâàåòñÿ íà íà÷àëî îò÷åòíîãîïåðèîäà ñòîèìîñòü îñíîâíûõ �îíäîâ. Íà÷èñëåíèå îñíîâíûõ�îíäîâ ïðîèñõîäèò ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîé �óíêöèè. Ñëó-÷àéíûì îáðàçîì êàæäîìó ïðåäïðèÿòèþ ïðèñâàèâàåòñÿ òà èëèèíàÿ ñóììà, íî ñóììà îñíîâíûõ �îíäîâ ïî âèäó äåÿòåëüíî-ñòè â ãîðîäå ñîîòâåòñòâóåò äàííûì èç òàáëèöû î ñîñòîÿíèèîñíîâíûõ �îíäîâ.6. Ïåðåìåííàÿ ¾ñòàáèëüíîñòü¿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ¾0¿ è ¾1¿, âçàâèñèìîñòè îò ñòàáèëüíîñòè îòðàñëè, êîòîðàÿ áûëà ïðèñâîå-íà ïðåäïðèÿòèþ. Èñïîëüçóåòñÿ ëþäüìè äëÿ ïîäñ÷åòà âåêòîðàíåóäîâëåòâîðåííîñòè è �óíêöèè ïîëåçíîñòè.7. Ïðåäïðèÿòèþ ê ïåðåìåííîé ¾èíâåñòèöèè â îñíîâíûå �îíäû¿



36 ïðèñâàèâàåòñÿ çíà÷åíèå îáúåìà èíâåñòèöèé â îñíîâíîé êàïè-òàë çà ãîä.8. Ïåðåìåííûå ñî çíà÷åíèÿìè ñðåäíåñïèñî÷íûõ ÷èñëåííîñòåé íàïðåäïðèÿòèè â íà÷àëå è êîíöå ãîäà, äëÿ âêëþ÷åíèÿ ðåçóëü-òàòà â ïðîèçâîäñòâåííóþ �óíêöèþ, ðå÷ü î êîòîðîé ïîéäåòíèæå.9. Ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîé �óíêöèè â ìîäåëè äëÿ ïðåäïðèÿ-òèÿ ðàññ÷èòûâàåòñÿ âàëîâîé âûïóñê, ÿâëÿþùèéñÿ ýêîíîìè-÷åñêèì ïîòåíöèàëîì ïðåäïðèÿòèÿ. �àñ÷åò îñóùåñòâëÿëñÿ íàîñíîâå ïðîèçâîäñòâåííîé �óíêöèè, ïîñòðîåííîé ñïåöèàëüíîäëÿ îòðàñëåé õîçÿéñòâà ïî ïàíåëüíûì äàííûì �Á. Äëÿ ðàñ-÷åòà òðåáóþòñÿ çíà÷åíèÿ, îïðåäåëåííûõ ðàíåå èíâåñòèöèé âîñíîâíîé êàïèòàë è ñðåäíåñïèñî÷íîé ÷èñëåííîñòè ðàáîòíè-êîâ ïðåäïðèÿòèÿ. Äëÿ ïîäñ÷åòà òðàäèöèîííîé ñîñòàâëÿþùåéïðîèçâîäñòâåííîé �óíêöèè ¾òðóä¿, íàõîäèòñÿ ñðåäíåå àðè�-ìåòè÷åñêîå îò çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ñî çíà÷åíèÿìè ñðåäíå-ñïèñî÷íûõ ÷èñëåííîñòåé íà ïðåäïðèÿòèè â íà÷àëå è êîíöåãîäà.Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ îòäåëüíûõ �óíêöèé êëàññà, êîòîðûåèñïîëüçóþòñÿ ïî õîäó ðåøåíèÿ ìîäåëè.1. Ôóíêöèÿ ðàñïîëàãàåò îáúåêò ¾ïðåäïðèÿòèå¿ â ïåðâîì ñâîáîä-íîì ìåñòå çàäàííîé äëÿ ïðåäïðèÿòèÿ çîíû íà êàðòå.2. Ñëåäóþùàÿ �óíêöèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî çíà÷åíèÿ ¾èñ-òèíà¿ è ¾ëîæü¿. Ôóíêöèÿ ïðîâåðÿåò óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òîðàçìåð øòàòà ñîòðóäíèêîâ êîìïàíèè ìåíüøå, ÷åì îãðàíè÷å-íèå íà øòàò. Åñëè óòâåðæäåíèå âåðíî, òî ïðåäïðèÿòèå ìîæåòñåáå ïîçâîëèòü íàíÿòü íîâîãî ñîòðóäíèêà.3. Ôóíêöèÿ äîáàâëÿåò èëè óäàëÿåò ïðåäïðèÿòèÿ èç êîëëåêöèèïðåäïðèÿòèé, îñóùåñòâëÿþùèõ íà¼ì ðàáîòíèêîâ.



374. Äåéñòâèå äàííîé �óíêöèè ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ëþäåé, ïîäàííîé êîìàíäå ÷åëîâåê äîáàâëÿåòñÿ â øòàò ïðåäïðèÿòèÿ èïðîâåðÿåòñÿ, ìîæåò ëè ïðåäïðèÿòèå äàëåå îñóùåñòâëÿòü íà¼ìðàáîòíèêîâ, åñëè äà, òî ïðåäïðèÿòèå îñòàåòñÿ â ñîîòâåòñòâó-þùåé êîëëåêöèè åñëè íåò, òî óäàëÿåòñÿ èç íåå.5. ×åëîâåê, êîòîðûé óâîëèëñÿ ñ ïðåäïðèÿòèÿ, óäàëÿåòñÿ èç êîë-ëåêöèè ñîòðóäíèêîâ ïðåäïðèÿòèÿ, èí�îðìàöèÿ î ïîñëåäíåììåñòå åãî ðàáîòû ñòèðàåòñÿ, à åãî çàðïëàòà ïðèðàâíèâàåòñÿíóëþ.6. Â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ �óíêöèè åæåìåñÿ÷íàÿ çàðàáîòíàÿ ïëà-òà ðàáî÷èõ âñåãî ïðåäïðèÿòèÿ ïîâûøàåòñÿ íà 10%.7. Äàííàÿ �óíêöèÿ âîçâðàùàåò çíà÷åíèå ìèíèìàëüíîé çàðàáîò-íîé ïëàòû ó ÷åëîâåêà íà ïðåäïðèÿòèè, ñ òàêèì æå óðîâíåìîáðàçîâàíèåì, êàê ó ïðåòåíäåíòà íà ìåñòî íà äàííîì ïðåä-ïðèÿòèè.8. Ôóíêöèÿ íàõîäèò ñðåäè ðàáîòíèêîâ ïðåäïðèÿòèÿ ÷åëîâåêà ññàìûì âûñîêèì òðóäîâûì ïîòåíöèàëîì, ïðèñâàèâàÿ �óíêöèèçíà÷åíèå ýòîãî òðóäîâîãî ïîòåíöèàëà.9. Âîçâðàùàåòñÿ çíà÷åíèå ñàìîé âûñîêîé çàðàáîòíîé ïëàòû ñðå-äè âñåõ ðàáîòíèêîâ íà óêàçàííîì ïðåäïðèÿòèè.10. Íà ïðåäïðèÿòèè ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñðåäíèé ïîòåíöèàë ðàáîòíè-êîâ, êàê ñðåäíåå àðè�ìåòè÷åñêîå îò âñåõ ïîòåíöèàëîâ ðàáîò-íèêîâ.11. Âîçâðàùàåòñÿ çíà÷åíèå ñàìîé íèçêîé çàðàáîòíîé ïëàòû ñðåäèâñåõ ðàáîòíèêîâ íà óêàçàííîì ïðåäïðèÿòèè.12. �àññ÷èòûâàåòñÿ ñðåäíÿÿ çàðàáîòíàÿ ïëàòà ðàáîòíèêîâ ïðåä-ïðèÿòèÿ, êàê ñðåäíåå àðè�ìåòè÷åñêîå çàðàáîòíûõ ïëàò ñî-òðóäíèêîâ.
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�èñ. 1: Äèàãðàììà ñîñòîÿíèé àãåíòîâ-ïðåäïðèÿòèé�àáîòà àãåíòîâ-ïðåäïðèÿòèé îñíîâàíà íà äèàãðàììå ñîñòîÿíèé(ñòåéò÷àðò), ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñóíêå 1.Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, ïðåäïðèÿòèå íà÷èíàåò ðàáîòó ñ ñî-ñòîÿíèÿ ¾Starting¿(Íà÷àëî). Â äàííîì ñîñòîÿíèè íå ïðîèñõîäèòíèêàêèõ äåéñòâèé. Äåéñòâèå 1 ïðîèñõîäèò òîëüêî âî âðåìÿ ïå-ðåõîäà èç ñòàðòîâîãî ñîñòîÿíèÿ â ñîñòîÿíèå �óíêöèîíèðîâàíèÿ¾Working¿(�àáîòà), íà ýòîì ýòàïå ïðåäïðèÿòèå óäàëÿåòñÿ èç ñïèñ-êà íàíèìàþùèõ êîìïàíèé, åñëè îíî òàì íàõîäèëîñü. Ýòî äåéñòâèåïðîèñõîäèò ïî òàéìàóòó, îïðåäåëÿþùåìóñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì,îò 1 äî 30 äíåé. Êàê âèäíî èç ñòåéò÷àðòà, èç äàííîãî ñîñòîÿíèÿâûõîäèò äâà äåéñòâèÿ (2 è 3), è îáà ìîãóò ïðîèçîéòè ïî çàâåðøå-íèþ òàéìàóòà. Êàêîé èç âàðèàíòîâ âûïàäåò, îïðåäåëÿåòñÿ ñëó÷àé-íûì îáðàçîì, êàêîå äåéñòâèå ïðîèçîéäåò ðàíüøå, âåðîÿòíîñòè óñîáûòèé îäèíàêîâûå, òàê êàê â îáîèõ ñëó÷àÿõ òàéìàóò îäèíàêîâ.Ïåðâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïðîèçâåäåíèÿ ýòî ñãåíåðèðîâàííîå çíà÷å-íèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðå-



39äåëåíèå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîìåæóòêà âðå-ìåíè ìåæäó ñëó÷àéíûìè ñîáûòèÿìè, íàïðèìåð, âðåìåíè ìåæäóïðèáûòèÿìè çàÿâîê â ìîäåëè ÑÌÎ èëè âðåìåíè ìåæäó îòêàçàìèâ ìîäåëÿõ íàäåæíîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî èç ñîñòîÿíèÿ ¾Working¿ìîæåò âûéòè äâà ñîñòîÿíèÿ ¾Grow¿(�îñò) è ¾Lesser¿(�åãðåññèÿ).Êàêîå èç íèõ ïðîèçîéäåò, îïðåäåëèòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Åñëèâûéäåò, ÷òî ó ïåðâîãî ñîñòîÿíèÿ ñ÷åò÷èê ñðàáîòàåò ðàíüøå, òîçàïóñòèòüñÿ äåéñòâèå 2, åñëè æå ó âòîðîãî, òî äåéñòâèå 3. �àñ-ñìîòðèì âàðèàíò ïåðåõîäà ïðåäïðèÿòèÿ â ñîñòîÿíèå ¾Grow¿. Îíîõàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî íà ïðåäïðèÿòèè îòêðûâàåòñÿ íîâûå âà-êàíñèè, ïîÿâëÿþòñÿ íîâîå ðàáî÷åå ìåñòî, ïîýòîìó êîìïàíèÿ äî-áàâëÿåòñÿ â ñïèñîê íàíèìàþùèõ êîìïàíèé è ïðè ñëåäóþùåì ðàñ-ïðåäåëåíèè áåçðàáîòíûõ îíî áóäåò ãîòîâî ïðèíÿòü íà ðàáîòó ñî-òðóäíèêîâ. Âûõîä èç äàííîãî ñîñòîÿíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ äåéñòâè-åì 6 ïî òàéìàóòó, êîòîðûé ñîñòàâèò îò 0 äî 80 äíåé. Ïåðåõîä â ñî-ñòîÿíèå ¾Lesser¿ ñâÿçàí, âî-ïåðâûõ, ñ çàïðåòîì äëÿ ïðåäïðèÿòèéíà òðóäîóñòðîéñòâî ðàáîòíèêîâ. Äàëåå, âíóòðè ñàìîãî äåéñòâèÿ,êîëè÷åñòâî ðàáî÷èõ ìåñò íà ïðåäïðèÿòèè ñîêðàùàåòñÿ íà åäèíè-öó, ïîñëå ÷åãî ïðîâåðÿåòñÿ, åñëè êîëè÷åñòâî ðàçðåøåííûõ ðàáî÷èõìåñò ïðåâûøàåò íàñòîÿùåå êîëè÷åñòâî, òî ïðåäïðèÿòèå óâîëüíÿåòñ ðàáîòû ñîòðóäíèêà, èìåþùåãî ñàìóþ íèçêóþ çàðàáîòíóþ ïëàòó.Èç äàííîãî ñîñòîÿíèÿ òàêæå âûõîäèò åùå îäíî äåéñòâèå íîìåð 8,îíî èìååòñÿ íà ñëó÷àé, ÷òî íà ïðåäïðèÿòèè íå îñòàíåòñÿ íè îäíî-ãî ðàáîòàþùåãî ÷åëîâåêà, òîãäà ýòîìó ïðåäïðèÿòèþ ðàçðåøàåòñÿíàíÿòü íà ðàáîòó òðåõ ÷åëîâåê è îòïðàâèòüñÿ â íà÷àëî ñòåéò÷àð-òà äëÿ äàëüíåéøåãî �óíêöèîíèðîâàíèÿ. Âûõîä èç ñîñòîÿíèÿ îñó-ùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ äåéñòâèÿ 7, ïðîèñõîäÿùåãî ïî òàéìàóòó,êîòîðûé ñîñòàâèò îò 0 äî 80 äíåé. �åçóëüòàòîì äåÿòåëüíîñòè ïðåä-ïðèÿòèé, êàê óæå áûëî ñêàçàíî âûøå, ÿâëÿåòñÿ âàëîâîé âûïóñê.Â ñàìîì íà÷àëå çàïóñêà ïðîãðàììû, â íà÷àëå ãîäà äëÿ êàæäîãîïðåäïðèÿòèÿ ðàññ÷èòûâàåòñÿ âàëîâîé âûïóñê, âìåñòî äàííûõ î÷èñëåííîñòè ñîòðóäíèêîâ áåðåòñÿ è â ñëó÷àå ÷èñëåííîñòè íà íà-



40÷àëî ãîäà, è â ñëó÷àå ÷èñëåííîñòè íà êîíåö ãîäà ðàçìåð øòàòàíà íà÷àëî �óíêöèîíèðîâàíèÿ ïðîãðàììû. Êîãäà ìîäåëüíîå âðå-ìÿ äîõîäèò äî 31 äåêàáðÿ, òî �èêñèðóåòñÿ íîâîå çíà÷åíèå, êîòî-ðîå è áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ÷èñëåííîñòè ñîòðóäíèêîâ ïðåäïðè-ÿòèÿ íà êîíåö ãîäà. Òîãäà æå, 31 äåêàáðÿ ïîäñ÷èòûâàåòñÿ âàëî-âîé âûïóñê îðãàíèçàöèè çà ãîä. Â ñëó÷àå åñëè âàëîâîé âûïóñê çàãîä íàáðàë îáîðîòû, òî åñòü óâåëè÷èëñÿ, òî äëÿ ïðåäïðèÿòèÿ íàñëåäóþùèé ãîä óâåëè÷èòñÿ çíà÷åíèå èíâåñòèöèé â îñíîâíîé êàïè-òàë è ïîäíèìóòñÿ çàðàáîòíûå ïëàòû ñîòðóäíèêîâ ïðåäïðèÿòèÿ íà10%. Åñëè âûïóñê îñòàëñÿ íà ïðåæíåì óðîâíå, ëèáî óìåíüøèëñÿ,òî èíâåñòèöèè óïàäóò íà 10%. Òàêèì îáðàçîì, ïîâåäåíèå àãåíòîâ-ïðåäïðèÿòèé ñêëàäûâàåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò âàëîâîãî âûïóñêà,ïîëó÷åííîãî èìè â ïðîøëûé è íàñòîÿùèé ãîä, óâåëè÷èâàÿ èíâå-ñòèöèè â îñíîâíîé êàïèòàë, ïðè ïîâûøåíèè âàëîâîãî âûïóñêà èóìåíüøàÿ âëîæåíèÿ â ñëó÷àå óáûëè. Ýêîíîìè÷åñêè èíòåðïðåòè-ðîâàòü äàííîå ïîâåäåíèå ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: îñíîâíóþ÷àñòü èíâåñòèöèé â îñíîâíîé êàïèòàë ÷àñòî ñîñòàâëÿþò ñîáñòâåí-íûå âíóòðåííèå ñðåäñòâà ïðåäïðèÿòèÿ, ñêëàäûâàþùèåñÿ èç ïðè-áûëè, ÿâëÿþùåéñÿ ÷àñòüþ âàëîâîãî âûïóñêà, òåì ñàìûì îáóñëàâ-ëèâàÿ ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü ìåæäó ïîêàçàòåëÿ-ìè èíâåñòèöèé â îñíîâíîé êàïèòàë â ñëåäóþùåì ïåðèîäå è çíà-÷åíèåì âàëîâîãî âûïóñêà â òåêóùåì ïåðèîäå. Äëÿ îòîáðàæåíèÿèí�îðìàöèè ïî ãîðîäó, à òàêæå ïî îòäåëüíûì àãåíòàì èñïîëüçó-þòñÿ ðàçëè÷íûå èí�îðìàöèîííûå áëîêè. Èí�îðìàöèîííûé áëîê,ïîñâÿùåííûé ïðåäïðèÿòèÿì âûâîäèò íà ýêðàí äàííûå î íàëîãàõíà ïðèáûëü ïðåäïðèÿòèé, �îíäå çàðàáîòíîé ïëàòû, à òàêæå îáóäåðæàííîì ñ ñîòðóäíèêîâ ïðåäïðèÿòèé âûïëà÷èâàåìîì ÍÄÔË.Ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò ïðîñìîòðåòü èí�îðìàöèþ î ñëó÷àéíî âû-áðàííîì ïðåäïðèÿòèè, êóäà âûíîñèòñÿ âñÿ äîñòóïíóþ èí�îðìà-öèþ íà íàñòîÿùèé ìîìåíò î ñëó÷àéíî ïîäîáðàííîì ïðåäïðèÿòèèèç âûáðàííîé íà êàðòå çîíû:1. íîìåð àãåíòà-ïðåäïðèÿòèÿ;



412. âèä äåÿòåëüíîñòè àãåíòà-ïðåäïðèÿòèÿ;3. êîëè÷åñòâî ñîòðóäíèêîâ íà ïðåäïðèÿòèè;4. ðàçìåð îñíîâíûõ �îíäîâ çà òåêóùèé ãîä àãåíòà-ïðåäïðèÿòèÿâ ðóáëÿõ;5. èíâåñòèöèè â îñíîâíîé êàïèòàë çà òåêóùèé ãîä àãåíòà-ïðåäïðèÿòèÿ â ðóáëÿõ;6. âàëîâîé âûïóñê àãåíòà-ïðåäïðèÿòèÿ çà ïðîøåäøèé ãîä;7. �îíä çàðàáîòíîé ïëàòû àãåíòà ïðåäïðèÿòèÿ íà íàñòîÿùèéìîìåíò.Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ïîñòðîåíà êîìïëåêñíàÿ àãåíò-îðèåíòèðîâàííàÿìîäåëü ðàçâèòèÿ ãîðîäà, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò îòñëåæèâàòü äèíàìè-êó ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ãîðîäñêîé ñèñòåìû. Ìî-äåëü íå âêëþ÷àåò â ñåáÿ íåñêîëüêî âàæíûõ êîìïîíåíòîâ ãîðîä-ñêîé ñòðóêòóðû, òàêèõ êàê ãîñóäàðñòâî èëè áàíêîâñêàÿ ñ�åðà, ïî-ýòîìó îíà ïîäëåæèò ñëåäóþùåé äîðàáîòêå. Òàêæå ïîäëåæèò óñî-âåðøåíñòâîâàíèþ è ñóùåñòâóþùèé àëãîðèòì ïîâåäåíèÿ àãåíòîâ,à òàêæå íàáîð èõ õàðàêòåðèñòèê, â îñîáåííîñòè äëÿ àãåíòîâ ïðåä-ïðèÿòèé ó÷èòûâàòü èõ ðàçìåð (îáúåêò ìàëîãî, ñðåäíåãî, êðóïíîãîáèçíåñà).[1℄ Áàõòèçèí À. �. Àãåíò-îðèåíòèðîâàííûå ìîäåëè ýêîíîìèêè.� Ì.: ÇÀÎ ¾Èçäàòåëüñòâî ¾Ýêîíîìèêà¿, 2008. � 279 ñ.[2℄ Ñóøêî Å. Ä. Ìóëüòèàãåíòíàÿ ìîäåëü ðåãèîíà: êîíöåïöèÿ,êîíñòðóêöèÿ è ðåàëèçàöèÿ / Ïðåäïðèíò WP/2012/292. � Ì.:ÖÝÌÈ �ÀÍ, 2012. � 54 ñ.[3℄ Ôàòòàõîâ Ì. �. Àãåíò-îðèåíòèðîâàííàÿ ìîäåëü ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ ìåãàïîëèñîâ (íà ïðèìåðå ã. Ìîñê-âû)// àâòîðå�åðàò äèññ. êàíä. ýêîíîì. íàóê. � Ì. � 2011. � 30ñ.



42[3℄ Ýëåêòðîííûé ðåñóðñ Ôåäåðàëüíàÿ ñëóæáà ãîñóäàðñòâåííîéñòàòèñòèêè. �åæèì äîñòóïà: http://www.gks.ru/, ñâîáîäíûé.� Çàãë. ñ ýêðàíà.ÓÄÊ 534-143ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÀÊÓÑÒÈ×ÅÑÊÎ�Î ÏÎËß ÄËß×ÈÑÒÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ�èëüìàíîâà �. È. (Ó�à, Áàø�Ó, Öåíòð ìèêðî- èíàíîìàñøòàáíîé äèíàìèêè äèñïåðñíûõ ñèñòåì)Ââåäåíèå�àñïðîñòðàíåíèå àêóñòè÷åñêèõ âîçìóùåíèé â æèäêîñòè ïðèâî-äèò ê ïîÿâëåíèþ ãàçîâûõ è ïàðîâûõ ìèêðîïóçûðüêîâ, à òàêæå êèõ êîëåáàíèþ, äâèæåíèþ è ñõëîïûâàíèþ. Êðîìå òîãî, íàëè÷èåïóçûðüêîâ â æèäêîñòè è èõ ðàçìåðû ñóùåñòâåííî âëèÿþò íà ðàñ-ïðîñòðàíåíèå àêóñòè÷åñêèõ âîëí. Èíòåðåñ ê àêóñòè÷åñêîé êàâèòà-öèè ñâÿçàí ñ ñîïðîâîæäàþùèìè å¼ �èçè÷åñêèìè è õèìè÷åñêèìèý��åêòàìè, òàêèìè êàê ýðîçèÿ (ìåõàíè÷åñêîå ïîâðåæäåíèå ïî-âåðõíîñòè), øóì, óïðàâëåíèå õèìè÷åñêèìè ðåàêöèÿìè, èçëó÷åíèåñâåòà (ñîíîëþìèíåñöåíöèÿ), âîçäåéñòâèå íà áèîëîãè÷åñêèå êëåòêèè ò.ï.[1℄ Â ðàáîòå [2℄ ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âîçäåéñòâèè àêóñòè÷åñêî-ãî ïîëÿ ïóçûðüêè îáðàçóþò ðàçëè÷íûå ñòðóêòóðû. Ýòî ÿâëåíèåïîëó÷èëî íàçâàíèå ñàìîîðãàíèçàöèÿ. Â ðàáîòå [3℄ ïîêàçàíî ÷èñ-ëåííîå èññëåäîâàíèå ÿâëåíèÿ ñàìîîðãàíèçàöèè.Ñàìîîðãàíèçàöèÿ ïóçûðüêîâ â àêóñòè÷åñêîì ïîëå èëè ñàìî-äåéñòâèå àêóñòè÷åñêèõ âîëí â ïóçûðüêîâîé æèäêîñòè ýòî ñèëü-íî íåëèíåéíûé ý��åêò áëàãîäàðÿ äâóñòîðîííåìó âçàèìîäåéñòâèþïóçûðüêîâ è àêóñòè÷åñêîãî ïîëÿ.[3℄ Óñòàíîâèâøèåñÿ àêóñòè÷åñêèåêîëåáàíèÿ îïèñûâàþòñÿ òðåõìåðíûì óðàâíåíèåì �åëüìãîëüöà. Íà
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�èñ. 1: �åîìåòðèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé óñòàíîâèêèäàííîì ýòàïå ðåøåíèÿ çàäà÷è î ñàìîîðãàíèçàöèè, ðåàëèçîâàí ðå-øàòåëü äëÿ òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà â êóáå äëÿ ÷è-ñòîé æèäêîñòè.
�åîìåòðèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé óñòàíîâêè�àññìàòðèâàåòñÿ ïàðàëëåëèïèïåä ñ âíóòðåííèìè ðàçìåðàìè30õ30õ30 ìì3, ñäåëàííûé èç àêðèëà ñ òîëùèíîé ñòåíîê 5 ìì èíàïîëíåííûé âîäîé îáúåìîì 20 ìë, êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò âûñîòó22 ìì. Ê íèæíåé ÷àñòè ïàðàëëåëèïèïåäà êðåïèòñÿ äèñêîîáðàçíûéàêóñòè÷åñêèé ïðåîáðàçîâàòåëü ñ ðàäèóñîì 14 ìì.Âû÷èñëèòåëüíàÿ îáëàñòü óïðîùàåòñÿ äî ðàçìåðîâ 40õ40õ27ìì3. Àêóñòè÷åñêèé ïðåîáðàçîâàòåëü ðàñïîëîæåí íà âûñîòå z=-5ìì. Êîîðäèíàòà z=0 ñîîòâåòñòâóåò íèæíåìó óðîâíþ âîäû. Â ðàñ-÷åòàõ, ñâîéñòâà àêðèëà è âîäû ïðåäïîëàãàþòñÿ îäèíàêîâûìè, ÷òîîïðåäåëÿåò âûáîð ðàñ÷åòíîé îáëàñòè (â òîì ÷èñëå ÷àñòüþ êîðîáêè
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�èñ. 2: Âû÷èñëèòåëüíàÿ îáëàñòüíàä óðîâíåì âîäû ìîæíî ïðåíåáðå÷ü). [3℄
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷èÁëàãîäàðÿ íèçêîé ñæèìàåìîñòè àêðèëà è âîäû ìû ñ÷èòàåì,÷òî àêóñòè÷åñêèå âîëíû â ýòèõ ìàòåðèàëàõ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíû-ìè è ãàðìîíè÷åñêèìè ïî âðåìåíè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî àêóñòè÷åñêîåäàâëåíèå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (1)

p′(r, t) = ǫp∗Re{A(r)e(−iωt)} (1)ãäå ǫp∗ � àìïëèòóäà äàâëåíèÿ, A � áåçðàçìåðíàÿ êîìïëåêñíàÿ



45àìïëèòóäà äàâëåíèÿ,ω = 2πt � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà, r � ðàäèóñ âåê-òîð, t � âðåìÿ, p′ � óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1) . [3,4℄Çàäà÷à. Òðåáóåòñÿ íàéòè ðàñïðåäåëåíèå àìïëèòóäû äàâëåíèÿ,
∆2A+ k2lA = 0; kl =

ω

Cl
(2)ãäå kl-âîëíîâîå ÷èñëî è Cl - ñêîðîñòü çâóêà â æèäêîñòè.�àñ÷åòíàÿ îáëàñòü [−Lx

2 ,
Lx

2 ] × [−Ly

2 ,
Ly

2 ] × [zmin, Lz − zmin], ãäå
Lx, Ly, Lz,ðàçìåðû êîðîáêè. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ ìîãóò áûòü íà-ëîæåíû óñëîâèåì (3)-(4)

A |x=±Lx/2= 0, A |y=±Ly/2= 0, A |z=Lz−zmin
= 0,

A |z=zmin,x2+y2>R2= 0,
(3)

∂A

∂z
|z=zmin,x2+y2<R2= kl (4)ãäå R- ðàäèóñ àêóñòè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ.

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíòÄëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2)-(4) ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ðàç-íîñòåé. Â çàìêíóòîé îáëàñòè ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ðàâíîìåðíóþñåòêó,Nx × Ny × Nz, Nx = Ny = 80, Nz = 54. �åçóëüòàòû ïîêà-çàíû íà ðèñóíêàõ 3 è 4 â ñå÷åíèè ïî îñè y.�èñóíêè äåìîíñòðè-ðóþò ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèå àêóñòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ, êîòîðîå âîìíîãîì çàâèñèò îò ÷àñòîòû. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû áûëèïðîâåäåíû ïðè ðàçëè÷íûõ ÷àñòîòàõ îò 89 ê�ö äî 209.2 ê�ö. Íèæåïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû äëÿ f = 100ê�ö è f = 161.5ê�ö
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�èñ. 3: �àñïðåäåëåíèå àêóñòè÷åñêîãî ïîëÿ ïðè f = 100ê�ö

�èñ. 4: �àñïðåäåëåíèå àêóñòè÷åñêîãî ïîëÿ ïðè f = 161.5ê�ö



47Çàêëþ÷åíèåÂ äàííîé ðàáîòå áûë óñïåøíî ðåàëèçîâàí ðåøàòåëü äëÿ ìî-äåëèðîâàíèÿ àêóñòè÷åñêîãî ïîëÿ äëÿ ÷èñòîé æèäêîñòè â ñðåäåMatlab. Ïðîâåäåíû òåñòîâûå ðàñ÷åòû ïðè ðàçëè÷íûõ ÷àñòîòàõ îò89 ê�ö äî 209.2 ê�ö. ÁëàãîäàðíîñòèÀâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ïðî�åññîðó Óíèâåðñèòåòà øòà-òà Ìýðèëåíä, ä.�.-ì.í. Í.À. �óìåðîâó è ïðî�åññîðó Óíèâåðñèòå-òà øòàòà Ñåâåðíàÿ Äàêîòà, ä.�.-ì.í. È.Ø. Àõàòîâó çà ðóêîâîä-ñòâî äàííîé ðàáîòîé, âûïîëíåííîé â Öåíòðå �Ìèêðî- è íàíîìàñ-øòàáíîé äèíàìèêè äèñïåðñíûõ ñèñòåì� ïðè Áàøêèðñêîì �îñóäàð-ñòâåííîì Óíèâåðñèòåòå.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ìèíè-ñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè �Ô (11.G34.31.0040).Ëèòåðàòóðà[1℄ U. Parlitz, R. Mettin, S. Luther, I. khatov, M. Voss, andW. Lauterborn Spatiotemporal dynami
s of a
ousti
 
avitationbubble 
louds //Phil. Trans. R. So
. Lond.A 357, 313-334 1999.[2℄ N.A. GumerovOn self-organization of voids in a
ousti
 
avitation//Third International Conferen
e on Multiphase Flow, ICMF'98,Lyon, Fran
e, June 8�12, 1998[3℄ N. A. Gumerov, I. S. Akhatov, Claus-Dieter Ohl, S. P. Sametov,M. V. Khasimulin, G. I. Gilmanova Waves of A
ousti
allyIndu
ed Transparen
y in Bubbly Liquids: Theoreti
al Predi
tionand Experimental Validation //Pro
eedings of ASME 2013International Me
hani
al Engineering Congress Exposition, 2013



48[4℄ N. A. Gumerov, C.-D. Ohl, I. S. Akhatov, S. P. Sametov, andM. V. Khasimullin Waves of a
ousti
ally indu
ed transparen
yin bubbly liquids: Theory and experiment //21st InternationalCongress on A
ousti
s, 165th Meeting of the A
ousti
al So
iety ofAmeri
a, 52nd Meeting of the Canadian A
ousti
al Asso
iation,Montreal, Canada, June 2-7, J. A
oust. So
. Am. 133, 3277.
ÓÄÊ 517.53Ê�ÈÒÅ�ÈÉ ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈß �Å�ÓËß�ÍÎÉÌÈÍÎ�ÀÍÒÛ, ÍÅ ÏÎÄ×ÈÍÅÍÍÎÉ ÓÑËÎÂÈÞ ÁÀÍ�À�àéñèí �. À. (Ó�à, Áàø�Ó)Ïðè èçó÷åíèè êëàññîâ Êàðëåìàíà íà ïðîèçâîëüíûõ êîíòèíóó-ìàõ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè îñîáóþ ðîëü èãðàþò òàê íàçûâàåìûåðåãóëÿðíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.Îïðåäåëåíèå 3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Mn} (Mn > 0) íàçûâàåò-ñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè äëÿ ÷èñåë mn = Mn

n! (n ≥ 0) âûïîëíÿþòñÿñâîéñòâà [1℄:à) m2
n ≤ mn−1mn+1 (n ≥ 1);á) sup
n

(
mn+1

mn

) 1
n

<∞;â) m
1
n
n → ∞ ïðè n→ ∞.Ëþáóþ ïîëîæèòåëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Mn}, óäîâëåòâî-ðÿþùóþ ñâîéñòâàì à), â), áóäåì íàçûâàòü ñëàáî ðåãóëÿðíîé.Êëàññîì Êàðëåìàíà íà êîíòèíóóìå γ ⊂ C íàçûâàåòñÿ ìíîæå-ñòâî

Cγ(Mn) = {f ∈ C∞(γ) : sup
z∈γ

∣∣∣f (n)(z)
∣∣∣ ≤ Kn

fMn, n = 0, 1, 2, . . .}.



49Çäåñü äëÿ ëþáîãî a ∈ γ ïðîèçâîäíàÿ f ′

(a) ïîíèìàåòñÿ êàê ïðåäåë
f

′

(a) = lim
z∈γ,z→a

f(z)− f(a)

z − a
.Âûñøèå ïðîèçâîäíûå f (n)(a) (n = 2, 3, . . .) îïðåäåëÿþòñÿ ïî èí-äóêöèè. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

M0 = 1.Îïðåäåëåíèå 4. Êëàññ Cγ(Mn) íàçûâàåòñÿ êâàçèàíàëèòè÷åñêèì,åñëè èç òîãî, ÷òî f ∈ Cγ(Mn) è f (n)(c) = 0 ïðè âñåõ n ≥ 0 âíåêîòîðîé ãðàíè÷íîé òî÷êå c êîíòèíóóìà γ, ñëåäóåò f(z) ≡ 0.Êëàññ Êàðëåìàíà Cγ(Mn) íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü {Mn} ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé. Îòìåòèì, ÷òî îáùåéñèòóàöèè, êîãäà êîíòèíóóì γ îòëè÷åí îò îòðåçêà, îáû÷íî ðàññìàò-ðèâàþòñÿ òîëüêî ðåãóëÿðíûå êëàññû Êàðëåìàíà (ñì. [1℄, [2℄, [3℄).Òàê, åñëè γ � äóãà èëè γ = D̄, ãäå D � îäíîñâÿçíàÿ îãðàíè÷åííàÿîáëàñòü ïëîñêîñòè ñî ñïðÿìëÿåìîé æîðäàíîâîé ãðàíèöåé, óñëîâèÿêâàçèàíàëèòè÷íîñòè ðåãóëÿðíûõ êëàññîâ Êàðëåìàíà â ðàçëè÷íûõòåðìèíàõ èçó÷àëèñü ñîîòâåòñòâåííî â ðàáîòàõ [2℄, [3℄. Íî â îáùåìñëó÷àå êëàññ Êàðëåìàíà Cγ(Mn) ìîæåò è íå áûòü ðåãóëÿðíûì.Ïîýòîìó âàæíî âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà Mn ñóùåñòâó-åò ðåãóëÿðíàÿ ìèíîðàíòà {M∗
n} äëÿ {Mn}, (íå)óäîâëåòâîðÿþùàÿóñëîâèþ Áàíãà

∞∑

n=1

M∗
n

M∗
n+1

= ∞.Ýòî ïîçâîëÿåò ïåðåéòè ê èçó÷åíèþ ðåãóëÿðíîãî êëàññà Cγ(M
∗
n).Â íàñòîÿùåé ñòàòüå è áóäåò äîêàçàí êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿòàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {M∗

n}.Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿÒåîðåìà 7. Ïóñòü Mn > 0, (Mn

n!

) 1
n → ∞ ïðè n → ∞. Äëÿ òî-ãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà ðåãóëÿðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {M∗

n},



50òàêàÿ, ÷òî
M∗

n ≤Mn,
∞∑

n=1

M∗
n

M∗
n+1

<∞,íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
∞∫

1

ωT (r)

r2
dr <∞.Çäåñü ωT = ωT (r) � íàèëó÷øàÿ âîãíóòàÿ ìàæîðàíòà �óíêöèè

lnT (r),ãäå
T (r) = max

n≥0

rn

Mn
.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû îñíîâàíî íà ñâîéñòâàõïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà. Ïîýòîìó âêðàòöå îñòàíîâèìñÿ íà íèõ.Ïóñòü M(x) � ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ âîçðàñòàþùàÿ íà [0,∞)�óíêöèÿ, M(x) = o(x) ïðè x→ ∞. Òîãäà �óíêöèÿ

m(y) = sup
x>0

(M(x)− xy),îïðåäåëåííàÿ ïðè y > 0, íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëåæàíäðà�óíêöèè M(x). Åñëè M(x) → ∞ ïðè x → ∞, òî m(y) → ∞ ïðè
y → 0. Ôóíêöèÿ m(y), êàê âåðõíÿÿ îãèáàþùàÿ óáûâàþùèõ ïî
y > 0 �óíêöèé, òàêæå óáûâàþùàÿ �óíêöèÿ. Ïîëîæèì

M∗(x) = inf
y>0

(m(y) + yx).ßñíî, ÷òî M∗ � íàèìåíüøàÿ âîãíóòàÿ âîçðàñòàþùàÿ ìàæîðàíòà�óíêöèè M : M(x) ≤ M∗(x). Îòìåòèì, ÷òî åñëè �óíêöèÿ M âî-ãíóòà, òîM(x)/x ↓ ïðè x ≥ a. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè 0 < M(x) ↑,
M(x)/x ↓ ïðè x > 0, òî M∗(x) < 2M(x) ãäå M∗ � íàèìåíüøàÿâîãíóòàÿ ìàæîðàíòà M [4; ãë.VII, �D, ñ.326℄.Òåîðåìà 8. [4; ãë.V II, §D, ñ.333] Ïóñòü M(x) � âîçðàñòàþùàÿâîãíóòàÿ íà [0,∞) �óíêöèÿ, m(y) � ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà



51�óíêöèè M(x), a > 0 òàêîå, ÷òî m(a) = 1. Òîãäà èíòåãðàëû
a∫

0

lnm(y)dy,

∞∫

1

M(x)

x2
dxñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.Ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Èç ðàâåíñòâ

zn

Mn
=

n!

Mn

1

2πi

∫

|t|=δ

ezt

tn+1
dt (δ > 0)è óñëîâèé M∗

n ≤Mn, (M∗
n

n!

) 1
n → ∞ ïðè n→ ∞ èìååì:

rn

Mn
≤ n!

M∗
nδ

n
eδr ≤ H∗(δ) eδr (|z| = r), (1)ãäå

H∗(δ) = sup
n≥0

n!

M∗
nδ

n
.Äàëåå, èç (1) ñëåäóåò, ÷òî

T (r) ≤ exp

[
inf
δ>0

(lnH∗(δ) + δr)

]
= exp(ω∗(r)).Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ω∗ � íåîòðèöàòåëüíàÿ íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòà-þùàÿ è âîãíóòàÿ �óíêöèÿ íà [0,∞). Î÷åâèäíî, lnH∗(δ) + δr ≥

ω∗(r). Ñëåäîâàòåëüíî,
lnH∗(δ) ≥ sup

r>0
(ω∗(r)− δr) ≡ m(δ).Ïîñêîëüêó

∞∑

n=1

M∗
n

M∗
n+1

< ∞,



52òî [1℄
d∫

0

ln lnH∗(δ)dδ < ∞,è òåì áîëåå
d∫

0

lnm(δ)dδ <∞,ãäå d > 0 òàêîå, ÷òî m(d) = 1. Íî òîãäà ïî òåîðåìå 2 âîçðàñòàþ-ùàÿ �óíêöèÿ ω∗ ïðèíàäëåæèò êëàññó ñõîäèìîñòè Ω, òî åñòü
ω∗(r)
r ↓ 0 ïðè r → ∞, ∞∫

1

ω∗(r)
r2 dr <∞.Òàê êàê ωT (r) ≤ ω∗(r), òî �óíêöèÿ ωT òàêæå ïðèíàäëåæèò Ω.Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü

∞∫

1

ωT (r)

r2
dr <∞.Òîãäà

I(δ) = δ

∞∫

0

T (r)e−δrdr ≤ δ

∞∫

0

exp(ωT (r)− δr)dr = δM(δ) = H(δ).Òàê êàê, î÷åâèäíî
rn

Mn
≤ T (r) (n ≥ 0),òî

δ
1

Mn

∞∫

0

rne−δrdr ≤ I(δ) ≤ H(δ).Îòñþäà äëÿ ëþáîãî n ≥ 0

n!

Mnδn
≤ H(δ) (δ > 0), (2)



53â ÷àñòíîñòè, M ′

n ≤Mn, ãäå
M

′

n = sup
δ>0

n!

H(δ)δn
(n ≥ 0).Ïîñêîëüêó îöåíêè (2) âåðíû äëÿ ëþáîãî n ≥ 0, òî ïðè δ → 0

lim
δ→0

ln 1
δ

lnH(δ)
= 0.Ñëåäîâàòåëüíî, lnH(e−x)

x → +∞ ïðè x → +∞, è òîãäà M ′

n =
n! ecn, ãäå

cn = sup
x>0

(nx− lnH(e−x)).Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü ñâîéñòâàìè ïðåîáðàçîâàíèÿÞíãà-Ôåíõåëÿ-Ëåæàíäðà [5, ÷.II, ãë.1, �5, ïðåäëîæåíèå 1℄: åñëè �óíêöèÿ ϕ íåïðå-ðûâíà íà R+, è ϕ(y)
y → +∞ ïðè y → +∞, òî ñîïðÿæåííàÿ ïîÞíãó ê ϕ �óíêöèÿ

ψ(x) = sup
y>0

(xy − ϕ(y))ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé íà R+ �óíêöèåé, òàêæå óäîâëåòâîðÿþùåéóñëîâèþ:
ψ(x)

x
→ +∞ ïðè x→ +∞.Òàêèì îáðàçîì, âèäèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {cn} � âûïóê-ëàÿ, cn

n → ∞ ïðè n → ∞. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî cn
n ↑ ïðè n → ∞.Çíà÷èò, (

M
′

n

n!

) 1
n

↑ ∞ïðè n → ∞, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {M ′

n}, M ′

n ≤ Mn, ÿâëÿåòñÿñëàáî ðåãóëÿðíîé.Òàê êàê H(δ) = δM(δ), òî
M

′

n ≥ n!

M(δ)δn+1
(n ≥ 0).



54Îòñþäà
h(δ) = sup

n≥0

n!

M ′

nδ
n+1

≤M(δ). (3)Âñïîìèíàÿ òåïåðü îïðåäåëåíèå �óíêöèè M , èìååì
M(δ) ≤ exp

(
sup
r>0

(ωT (r)−
δ

2
r)

) ∞∫

0

e−
δ
2rdr =

2

δ
em( δ2 ),ãäå m(δ) � ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà �óíêöèè ωT (r).Ïóñòü c > 0 òàêîå, ÷òî h(c) = e. Òàê êàê h(δ) ≤ M(δ), òî

M(δ) ≥ e ïðè 0 < δ ≤ c. Èìååì: lnM(δ) ≤ ln 2
δ +m( δ2) (0 < δ ≤

c). Îòñþäà, ïîëüçóÿñü îöåíêîé
ln+(a+ b) ≤ ln+ a+ ln+ b+ ln 2,ãäå ln+ x = max(0, lnx), ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè 0 < δ ≤ q ≤ c

0 ≤ ln lnM(δ) < lnm(
δ

2
) + ln ln

2

δ
+ ln 2.Íî ïî òåîðåìå 2 èíòåãðàë q∫

0

lnm(δ)dδ ñõîäèòñÿ îäíîâðåìåííî ñèíòåãðàëîì ∞∫
1

ωT (r)
r2

dr. À ïîñêîëüêó q∫
0

ln ln 2
δ
dδ <∞, òî

q∫

0

ln lnh(δ)dδ ≤
q∫

0

ln lnM(δ)dδ <∞.Ñëåäîâàòåëüíî,
∞∑

n=1

M
′

n

M
′

n+1

<∞. (4)Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {M
′

n

n!

} ëîãàðè�ìè-÷åñêè âûïóêëà, òî èç (3) çàêëþ÷àåì, ÷òî
sup
δ>0

n!

h(δ)δn+1
=M

′

n <∞ (n ≥ 0).



55Ñõîäèìîñòü ðÿäà (4) âûòåêàåò òåïåðü èç òåîðåìû 7 ðàáîòû [2℄. Íîòîãäà ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ R = R(t), 0 < R(t) ↓ 0, tR(t) ↓ 0,
t2R(t) ↑ ∞ ïðè t→ ∞, òàêàÿ, ÷òî [6℄

1)
1

(M ′

n)
1
n

< R(n); 2)

∞∫

1

R(t)dt < ∞.Â ýòîì ñëó÷àå, êàê ïîêàçàíî â [6℄, ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíàÿ ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü {M∗
n}, M∗

n ≤ M
′

n, ∞∑
n=1

(M∗
n)

− 1
n < ∞. Îñòàëîñü çàìå-òèòü, ÷òî ñîãëàñíî òåîðåìå Äàíæóà-Êàðëåìàíà, ïîñëåäíåå óñëîâèåýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

∞∑

n=1

M∗
n

M∗
n+1

< ∞.Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.Çàìå÷àíèå. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 âèäíî, ÷òî äëÿ ñóùå-ñòâîâàíèÿ ñëàáî ðåãóëÿðíîé ìèíîðàíòû {M∗
n} ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòè {Mn} äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

lim
r→∞

lnT (r)

r
= 0.Ïîñêîëüêó ìàæîðàíòà ωT âîãíóòàÿ, ïîñëåäíåå óñëîâèå ðàâíîñèëü-íî òîìó, ÷òî

lim
r→∞

ωT (r)

r
= 0.Â çàêëþ÷åíèå àâòîð âûðàæàåò ïðèçíàòåëüíîñòü ñâîåìó íàó÷-íîìó ðóêîâîäèòåëþ �.Ñ. Þëìóõàìåòîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷ èâíèìàíèå ê ðàáîòå. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Äûíüêèí Å. Ì. Ïñåâäîàíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ãëàäêèõ�óíêöèé. �àâíîìåðíàÿ øêàëà // Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîãðàì-ìèðîâàíèå è ñìåæíûå âîïðîñû. Òåîðèÿ �óíêöèé è �óíêöè-îíàëüíûé àíàëèç (Òðóäû VII Çèìíåé øêîëû. Äðîãîáû÷) Ì.:



56 ÀÍ ÑÑÑ�. Öåíòðàëüíûé ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòè-òóò, 1976. Ñ. 40�73.[2℄ �àéñèí À. Ì., Êèíçÿáóëàòîâ È. �. Òåîðåìà òèïà Ëåâèíñîíà-Ù¼áåðãà. Ïðèìåíåíèÿ // Ìàòåì. ñá. 2008. Ò. 199. � 7. Ñ. 41�62.[3℄ Òðóíîâ Ê. Â., Þëìóõàìåòîâ �. Ñ. Êâàçèàíàëèòè÷åñêèåêëàññû Êàðëåìàíà íà îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ // Àëãåáðà èàíàëèç. 2008. Ò. 20, � 2. Ñ. 178�217.[4℄ Koosis P. The logarithmi
 integral I. Cambridge: UniversityPress, 1988 (1998).[5℄ Áðàé÷åâ �. �. Ââåäåíèå â òåîðèþ ðîñòà âûïóêëûõ è öåëûõ�óíêöèé. Ì.: Ïðîìåòåé, 2005.�232 ñ.[6℄ �àéñèí �. À. Êðèòåðèè êâàçèàíàëèòè÷íîñòè òèïà Ñàëèíàñà-Êîðåíáëþìà äëÿ îáëàñòåé îáùåãî âèäà // Ó�èìñêèé ìàòåì.æóðíàë. 2013. Ò. 5. � 3. Ñ. 28�40.ÓÄÊ 519.8ÑÈÍÒÀÊÑÈ×ÅÑÊÈÉ ÀÍÀËÈÇÀÒÎ� ÂÛ�ÀÆÅÍÈÉ ÄËß�ÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ× ÏÎÈÑÊÀ ÝÊÑÒ�ÅÌÓÌÀ ÔÓÍÊÖÈÉÈáðàãèìîâà Àëüáèíà Àëüáåðòîâíà (Ñòåðëèòàìàê, ÑÔÁàø�Ó)ÂâåäåíèåÏåðåä ïðîãðàììèñòîì íåðåäêî âîçíèêàåò çàäà÷à âû÷èñëåíèÿàðè�ìåòè÷åñêèõ èëè èíûõ âûðàæåíèé, íåèçâåñòíûõ íà ýòàïå êîì-ïèëÿöèè ïðîãðàììû. Ê ñîæàëåíèþ, ãîòîâûõ ñðåäñòâ äëÿ ýòîãî



57â Delphi íåò. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåí ñïîñîá ïðîãðàììíîãîðàçáîðà è âû÷èñëåíèÿ àðè�ìåòè÷åñêèõ âûðàæåíèé. Èäåÿ áûëàðåàëèçîâàíà ñ öåëüþ åå ïîñëåäóþùåãî ïðèìåíåíèÿ äëÿ àíàëèçà�óíêöèè (ââåäåííîé ïîëüçîâàòåëåì), êîòîðóþ íåîáõîäèìî ìèíè-ìèçèðîâàòü.Äëÿ ïîèñêà áåçóñëîâíîãî ìèíèìóìà �óíêöèè îäíîé ïåðåìåí-íîé èñïîëüçîâàëèñü ìåòîä çîëîòîãî ñå÷åíèÿ, ìåòîä äåëåíèÿ èí-òåðâàëà ïîïîëàì è ìåòîä äèõîòîìèè. Äëÿ ïîèñêà áåçóñëîâíîãîìèíèìóìà �óíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ � ìåòîä êîí�èãóðà-öèé, ìåòîä �îçåíáðîêà, ìåòîä äå�îðìèðóåìîãî ìíîãîãðàííèêà èìåòîä ñîïðÿæåííûõ íàïðàâëåíèé (Ïàóýëëà).Çàäà÷à ïîèñêà ìèíèìóìà ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé è íà ñåãîäíÿø-íèé äåíü. Ïðîåêò îðèåíòèðîâàí êàê íà ïîëüçîâàòåëÿ, ðàáîòàþùå-ãî íåïîñðåäñòâåííî ñ ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòüþ çàäà÷, òàê è íàïîëüçîâàòåëÿ, íå ñâÿçàííîãî íàïðÿìóþ ñ íåé. Äëÿ ïåðâîé êàòåãî-ðèè ïîëüçîâàòåëåé ïðîãðàììà ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïðîâåð-êè âû÷èñëåíèé, óæå ñäåëàííûõ ñàìèì ïîëüçîâàòåëåì, äëÿ âòîðîé� äëÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.Â õîäå ðàáîòû ïåðåä íàìè áûëè ïîñòàâëåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:1. èçó÷èòü ÷èñëåííûå ìåòîäû áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè �óíê-öèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ;2. ñîñòàâèòü àëãîðèòìû ìåòîäîâ è ïðîãðàììíî ðåàëèçîâàòü èõíà ÿçûêå Delphi;3. ïðîòåñòèðîâàòü ïðîãðàììó íà çàäà÷àõ ñ èçâåñòíûì àíàëèòè-÷åñêèì ðåøåíèåì;4. ðàçðàáîòàòü ñèíòàêñè÷åñêèé àíàëèçàòîð âûðàæåíèÿ äëÿ�óíêöèè;5. àïðîáèðîâàòü ðåçóëüòàòû.�åçóëüòàòîì ðåàëèçàöèè ïðîåêòà ÿâëÿåòñÿ ïðîãðàììíûé ïðî-äóêò, âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ ñèíòàêñè÷åñêèé àíàëèçàòîð �óíêöèè,



58ìåòîäû äëÿ íàõîæäåíèÿ áåçóñëîâíîãî ìèíèìóìà �óíêöèè ìíî-ãèõ ïåðåìåííûõ, ãðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå çàäàííûõ �óíêöèéè çíà÷åíèÿ �óíêöèé â çàäàííûõ òî÷êàõ.�ëàâà 1. Ïðèíöèï ïîñòðîåíèÿ ëåêñè÷åñêîãî àíàëèçàòîðàÂ äàííîé ðàáîòå äëÿ ðàçáîðà àðè�ìåòè÷åñêèõ âûðàæåíèé èñ-ïîëüçîâàëñÿ ìåòîä ðåêóðñèâíîãî íèñõîäÿùåãî ñïóñêà.Äëÿ àíàëèçà èñïîëüçîâàëñÿ ïðèíöèï ðàçäåëåíèÿ âûðàæåíèÿ íàîòäåëüíûå ëåêñåìû. Ëåêñåìà � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâÿçûêà, êîòîðàÿ èìååò ñìûñë òîëüêî êàê åäèíîå öåëîå. Â ñèíòàêñè-÷åñêîì àíàëèçå ðàññìàòðèâàåòñÿ äâà âèäà ñèìâîëîâ: òåðìèíàëü-íûå è íåòåðìèíàëüíûå. Òåðìèíàëüíûå ñèìâîëû � ýòî îòäåëüíûåñèìâîëû èëè èõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÿâëÿþùèåñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿñèíòàêñèñà íåðàçðûâíûì öåëûì, íå ñâîäèìûì ê äðóãèì ñèìâî-ëàì. Íåòåðìèíàëüíûå ñèìâîëû � ýòî íåêîòîðàÿ àáñòðàêöèÿ, êî-òîðàÿ ïî îïðåäåëåííûì ïðàâèëàì ñâîäèòñÿ ê êîìáèíàöèè òåðìè-íàëüíûõ è/èëè äðóãèõ íåòåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ. Ïðàâèëà äîëæ-íû áûòü òàêèìè, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà âîçìîæíîñòü âûâåäåíèÿ èçíèõ âûðàæåíèÿ, ïîëíîñòüþ ñîñòîÿùåãî èç òåðìèíàëüíûõ ñèìâî-ëîâ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ, õîòÿ ðåêóðñèâíûå îïðåäåëåíèÿ òåð-ìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ äðóã ÷åðåç äðóãà èëè ÷åðåç ñàìèõ ñåáÿ äî-ïóñêàþòñÿ.Äëÿ êàæäîãî íåòåðìèíàëüíîãî ñèìâîëà ìû ââåëè îòäåëüíóþ�óíêöèþ, ðàçáîð íà÷èíàåòñÿ ñ ñèìâîëà ñàìîãî âåðõíåãî óðîâíÿè ñëåäóåò ïðàâèëàì, çàïèñàííûì äëÿ ýòîãî ñèìâîëà. Òàêîé ñïî-ñîá ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà íàçûâàåòñÿ ëåâîñòîðîííèì ðåêóðñèâ-íûì íèñõîäÿùèì àíàëèçîì. Ëåâîñòîðîííèì íàçûâàåòñÿ ïîòîìó,÷òî ñèìâîëû â âûðàæåíèè ïåðåáèðàþòñÿ ñëåâà íàïðàâî, íèñõîäÿ-ùèì ïîòîìó, ÷òî ñíà÷àëà àíàëèçèðóþòñÿ ñèìâîëû âåðõíåãî óðîâ-íÿ, à ïîòîì ñèìâîëû íèæíåãî óðîâíÿ.Âûðàæåíèå ñîäåðæèò ïåðåìåííûå è �óíêöèè, êîòîðûå â ñâîþî÷åðåäü ÿâëÿþòñÿ èäåíòè�èêàòîðàìè. Ïåðåìåííîé áóäåì íàçû-



59âàòü îòäåëüíî ñòîÿùèé ñèìâîë (áóêâà ëàòèíñêîãî àë�àâèòà),�óíêöèåé � èäåíòè�èêàòîð, ïîñëå êîòîðîãî â ñêîáêàõ çàïèñàí àð-ãóìåíò, â êà÷åñòâå êîòîðîãî ìîæåò âûñòóïàòü ëþáîå äîïóñòèìîåâûðàæåíèå. Ïåðåìåííûå è �óíêöèè, òàê æå, êàê è âûðàæåíèÿ,çàêëþ÷åííûå â ñêîáêè, âûñòóïàþò â ðîëè ìíîæèòåëåé.Ïðè àíàëèçå âûðàæåíèÿ äîïîëíèòåëüíî ó÷èòûâàëñÿ ïðèíöèïïðèîðèòåòà îïåðàòîðîâ, òî åñòü â ïåðâóþ î÷åðåäü íàõîäÿòñÿ çíà-÷åíèÿ âûðàæåíèé â ñêîáêàõ, äàëåå âûïîëíÿåòñÿ îïåðàöèÿ âîçâå-äåíèÿ â ñòåïåíü, çàòåì îñóùåñòâëÿåòñÿ óìíîæåíèå èëè äåëåíèå, èâ ïîñëåäíþþ î÷åðåäü � ñëîæåíèå èëè âû÷èòàíèå [3℄.�ëàâà 2. Èñïîëüçîâàíèå ïðîãðàììû ïðè ðåøåíèè çàäà÷Çàäà÷à 1. Íàéòè ìèíèìóì öåëåâîé �óíêöèè:
f(x, y) = (x− 2)2 + (y − 3)2 (1)�åøåíèå.1. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî òî÷êîé ìèíèìóìà�óíêöèè f(x, y) ÿâëÿåòñÿ òî÷êà (2, 3) . Â ðåçóëüòàòå ïîëó-÷àåì:

(x∗, y∗) = (2, 3) (2)2. �åøåíèå ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû Fun
tion_Minimum.Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû ïîëó÷àåì ðåøåíèå, èçîá-ðàæåííîå íà ðèñóíêå 1.Äàííîå ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì, íàéäåííûì àíàëèòè÷å-ñêè. Çàêëþ÷åíèå
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�èñ. 1: �åçóëüòàò ïðîãðàììû íà ïðèìåðå



61Â õîäå âûïîëíåíèÿ ðàáîòû áûëè èçó÷åíû ÷èñëåííûå ìåòîäûáåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè �óíêöèé îäíîé è ìíîãèõ ïåðåìåííûõ,áûëè ñîñòàâëåíû àëãîðèòìû ìåòîäîâ è ïðîãðàììíî ðåàëèçîâàíûíà ÿçûêå Delphi. Òàêæå áûë ðàçðàáîòàí ñèíòàêñè÷åñêèé àíàëè-çàòîð âûðàæåíèÿ äëÿ �óíêöèè, ïîçâîëÿþùèé ïðîâîäèòü ïîèñêýêñòðåìóìà îäíîìåðíûõ è ìíîãîìåðíûõ �óíêöèé, âèçóàëèçèðî-âàòü ðåçóëüòàòû â âèäå ãðà�èêîâ, íàõîäèòü çíà÷åíèÿ �óíêöèé âòî÷êå. Âñå ïðèìåðû ïîêàçàëè óäîâëåòâîðèòåëüíîå ñîãëàñîâàíèå ñàíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì.Ïðîãðàììà íàïèñàíà íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Delphi â ñðå-äå êîìïèëÿòîðà Borland Delphi 7.0. Îáúåì ïðîãðàììû ñîñòàâëÿåò15,9 Ìá. Ìèíèìàëüíûå ñèñòåìíûå òðåáîâàíèÿ äëÿ óñòàíîâêè ïðî-ãðàììû: ïðîöåññîð � Intel Pentium II / 233 Ì�ö, îïåðàöèîííàÿñèñòåìà � Mi
rosoft Windows 98, 2000, Windows XP, Vista, 7; ÎÇÓ� 4 Ìá. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. �ðèãîðüåâ À.Á. Î ÷åì íå ïèøóò â êíèãàõ ïî Delphi. ÑÏá.:ÁÕÂ-Ïåòåðáóðã. 2008. 576 ñ.2. Ìèõàéëîâà Ò.À., Èáðàãèìîâà À.À. Ñèíòàêñè÷åñêèé àíàëèçà-òîð äëÿ ìèíèìèçàöèè �óíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ // Ìåæ-âóç. Ñòóä. íàó÷í.-ïðàêò. êîí�. ïî ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå:ìàòåðèàëû. Ó�à.: �ÈÖ Áàø�Ó. 2012. Ñ. 49 � 50.



62 ÓÄÊ 541.128ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ Ê�ÈÒÈ×ÅÑÊÈÕ ßÂËÅÍÈÉ ÂÕÈÌÈ×ÅÑÊÎÉ ÊÈÍÅÒÈÊÅÈêðàìîâ �óñòàì Äæàìîëîâè÷ (Ñòåðëèòàìàê, ÑÔÁàø�Ó)ÂâåäåíèåÂ íàñòîÿùåå âðåìÿ èññëåäîâàíî è ïðîàíàëèçèðîâàíî ìíîæåñòâîíåëèíåéíûõ è íåñòàöèîíàðíûõ ÿâëåíèé â êàòàëèòè÷åñêèõ ïðîöåñ-ñàõ. Ýòè ÿâëåíèÿ, ê êîòîðûì îòíîñÿòñÿ, ïðåæäå âñåãî, ìíîæå-ñòâåííîñòü ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé è àâòîêîëåáàíèÿ, ÷àñòî íàçû-âàþòñÿ êðèòè÷åñêèìè ÿâëåíèÿìè. Èíòåðåñ ê èõ èçó÷åíèþ îïðåäå-ëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòüþ èõ êà÷åñòâåííîãî îáúÿñíåíèÿ è ÷èñëåííî-ãî îïèñàíèÿ ìåõàíèçìîâ è çàêîíîìåðíîñòåé ïðîòåêàíèÿ ðåàêöèé,à òàêæå íåîáõîäèìîñòüþ îïòèìèçàöèè ðåæèìîâ ðàáîòû õèìè÷å-ñêîãî ðåàêòîðà, ïîñêîëüêó àâòîêîëåáàòåëüíûå ðåæèìû íåáëàãî-ïðèÿòíû äëÿ �óíêöèîíèðîâàíèÿ òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì[1℄. Èìåííîïîýòîìó èññëåäîâàíèå êðèòè÷åñêèõ ÿâëåíèé, ïîñòðîåíèå èõ ìàòå-ìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíûõ âîïðîñîâ â õèìè-÷åñêîé êèíåòèêå, à ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòüêàê â òåîðåòè÷åñêèõ, òàê è â ïðàêòè÷åñêèõ öåëÿõ.�1. Àâòîêàòàëèòè÷åñêèé òðèããåðÎñíîâíûìè êðèòè÷åñêèìè ÿâëåíèÿìè, âîçíèêàþùèìè â õîäåðåàêöèè, ÿâëÿþòñÿ òðèããåð, îïèñûâàþùèé ìíîæåñòâî ñòàöèîíàð-íûõ ñîñòîÿíèé è îñöèëëÿöèÿ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé êîëåáàíèÿòåìïåðàòóðû èëè êîíöåíòðàöèé ðåàãåíòîâ.�àññìîòðèì ïðîñòåéøóþ ìîäåëü, â êîòîðîé ïðèñóòñòâóåò ìíî-æåñòâî ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé.
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Z ↔ X,

X + 2Z → 3Z,ãäå Z � êàòàëèçàòîð, X� ïðîìåæóòî÷íîå âåùåñòâî. Ñîñòàâèìäè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå äàííóþ ìîäåëü:
ẋ = k1z − k−1x− k2xz

2, (1)ãäå â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ìàññû z = 1− x.Íàéäåì ñòàöèîíàðíûå òî÷êè, ïðèðàâíÿâ äè��åðåíöèàëüíîåóðàâíåíèå (1) ê íóëþ è âûðàçèâ k1 êàê �óíêöèþ îò ïåðåìåííîé
x:

ẋ = 0, (2)
k1z − k−1x− k2xz

2 = 0,Ïîñòðîèì ãðà�èêè çàâèñèìîñòè x îò k1 ïðè çíà÷åíèÿõ k2 =
1, 2, 3 (ðèñ. 1).Îáëàñòü ìíîæåñòâåííîñòè ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ìîæåòáûòü âûïèñàíà â ÿâíîì âèäå. Íàïðèìåð, ïðè k1 = 3/16, k−1 =

0, k2 = 1 òðè ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèÿ èìåþò ñëåäóþùèå çíà÷å-íèÿ: x1 = 1, x2 = 3/4, x3 = 1/4. Åñëè k−1 6= 0, òî óæå âíóòðèîòðåçêà [0, 1] ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå èìååò ëèáî îäíî, ëèáî òðèçíà÷åíèÿ[3℄.Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà k2 îáëàñòü ìíîæå-ñòâåííîñòè ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ðàñøèðÿåòñÿ. Òàêæå ìîæíîâûäåëèòü îáëàñòè, â êîòîðûõ íàáëþäàåòñÿ ìíîæåñòâåííîñòü ñòà-öèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé. Íà ðèñ. 2 òðè îáëàñòè: â ïåðâîé � îäíî ñòà-öèîíàðíîå ñîñòîÿíèå, âî âòîðîé � òðè ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé, âòðåòüåé � îäíî ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå:�2. Àâòîêîëåáàíèÿ
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�èñ. 1: �ðà�èêè çàâèñèìîñòè x îò k1
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�èñ. 2: �ðà�èêè çàâèñèìîñòè x îò k1, îáëàñòè ðàçäåëåíû ñèíèìè ëèíèÿìè



66 Äëÿ íàãëÿäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ àâòîêîëåáàíèé ðàññìîòðèì ìî-äåëü Ëýíãìþðà-Õèíøåëüâóäà:
2A+ 2Z ↔ 2AZ,

B + Z ↔ BZ,

AZ + BZ → AB + 2Z,

C + Z ↔ CZ.Ýòèì ñòàäèÿì ðåàêöèè îòâå÷àåò íåñòàöèîíàðíàÿ êèíåòè÷åñêàÿìîäåëü âèäà
ẋ1 = 2k1z

2 − 2k−1x
2
1 − k3x1x2,

ẋ2 = k2z − 2k−2x2 − k3x1x2, (3)
ẋ3 = k4z − k−4x3,ãäå z = 1 − x1 − x2 − x3, x1, x2, x3 � êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ

AZ,BZ,CZ ñîîòâåòñòâåííî; ki > 0 � êîíñòàíòû ñêîðîñòåé ðåàê-öèè.�ðà�èê ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé (3) ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. . Íà ðèñóíêå ïðåäñòàâëåíû ãðà-�èêè êîëåáàíèé êîíöåíòðàöèé âåùåñòâ x1, x2:Êîíöåïöèÿ ïðîñòûõ ìåõàíèçìîâ êðèòè÷åñêèõ ÿâëåíèé â õèìè-÷åñêîé êèíåòèêå â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ. Èõ ïî-äðîáíûé ïàðàìåòðè÷åñêèé àíàëèç âàæåí íå òîëüêî ñ ìåòîäè÷å-ñêîé òî÷êè çðåíèÿ, íî è ñ ïðàêòè÷åñêîé, òàê êàê â êîíêðåòíûåñõåìû ïðåâðàùåíèÿ îíè ìîãóò âõîäèòü â êà÷åñòâå ñîñòàâëÿþùèõáëîêîâ[2℄. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Êèñåëåâ Í.Â. Êðèòè÷åñêèå ÿâëåíèÿ â ñèñòåìå ¾àâòîêàòàëè-òè÷åñêèé îñöèëëÿòîð + äè��óçèÿ¿. - Êðàñíîÿðñê: Êðàñíîÿð.ãîñ. óí-ò, 2005.
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�èñ. 3: �ðà�èê ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ÄÓ (3)2. Ïóøêàðåâà Ò.Ï., Ïåðåãóäîâ À.Â. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðî-âàíèå õè-ìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ: ó÷åáíîå ïîñîáèå. - Êðàñíîÿðñê:Êðàñíîÿð. ãîñ. ïåä. óí-ò èì. Â.Ï. Àñòà�üåâà, 2013.3. Áûêîâ Â. È. Ìîäåëèðîâàíèå êðèòè÷åñêèõ ÿâëåíèé â õèìè÷å-ñêîé êèíå-òèêå � Ì.: ÊîìÊíèãà, 2006. � 328 ñ.ÓÄÊ 519.254+57.044ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÂËÈßÍÈß ÕÈÌÈ×ÅÑÊÎ�Î ÑÎÑÒÀÂÀÏÎ×ÂÛ ÍÀ ÌÈÊ�ÎÁÍÛÅ ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÈÈñêàíäàðîâà Äèíàðà �àéíèñëàìîâíà (Ñòåðëèòàìàê, ÑÔÁàø�Ó)Ìàòåìàòè÷åñêèå è ìàòåìàòèêî-ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû èñïîëü-



68çóþòñÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè, íàïðèìåð áèîëîãèÿ, ìåäè-öèíà, ñåëüñêîå õîçÿéñòâî. Âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ðàçðàáîò-êå ðàçëè÷íûõ ìåòîäèê ãðóïïèðîâêè äàííûõ, ðàñ÷åòà âàæíåéøèõñòàòèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé, õàðàêòåðèçóþùèõ ýêñïåðèìåíò. Ìà-òåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà � íàóêà, èçó÷àþùàÿ ìåòîäû îáðàáîòêèðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé ìàññîâûõ ñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé, îáëàäàþ-ùèõ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòüþ è çàêîíîìåðíîñòüþ. Ìàòåìà-òè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà ðàçëè÷àåò ñëåäóþùèå ìåòîäû: êîððåëÿöèîí-íûé, ðåãðåññèîííûé, �àêòîðíûé, êëàñòåðíûé àíàëèçû. Â ÷àñò-íîñòè, ìíîæåñòâåííàÿ ðåãðåññèÿ ñîñòîèò â àíàëèçå ñâÿçè ìåæäóíåñêîëüêèìè íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè è çàâèñèìîé ïåðåìåí-íîé [3℄.Îñíîâíàÿ öåëü ìíîæåñòâåííîé ðåãðåññèè � ïîñòðîèòü ìîäåëü ñáîëüøèì ÷èñëîì �àêòîðîâ, îïðåäåëèâ ïðè ýòîì âëèÿíèå êàæäîãîèç íèõ â îòäåëüíîñòè, à òàêæå ñîâîêóïíîå èõ âîçäåéñòâèå íà ìîäå-ëèðóåìûé ïîêàçàòåëü. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ àíàëèç, âû-ÿâëåíèå è óñòàíîâëåíèå �îðìû çàâèñèìîñòè ìåæäó èññëåäóåìûìèïîêàçàòåëÿìè, ïóòåì ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâåííîé ðåãðåññèè. Ïðàê-òè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â èçó÷åíèè âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ�àêòîðîâ íà ñòåïåíü ïðèñïîñîáëåííîñòè çåðíîâûõ êóëüòóð ñ öå-ëüþ �îðìèðîâàíèÿ ðåêîìåíäàöèé è îáåñïå÷åíèÿ áëàãîïðèÿòíîéñðåäû ðàçâèòèÿ.Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ äàííûå èññëåäîâàíèé çåðíîâûõ êóëü-òóð, êîòîðûå èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ìèðîâîì çåìëåäåëèè èðàñòåíèåâîäñòâå ïðî÷íî çàêðåïèëà çà íèì ñòàòóñ ñðåäîîáðàçóþ-ùåé êóëüòóðû. Îäíàêî â ñóùåñòâóþùèõ íà ñåãîäíÿøíèé äåíüòåõíîëîãèÿõ ÷àñòî íå ó÷èòûâàþò âàæíåéøèå ïðèåìû ðåãóëÿöèèðàñòèòåëüíî-ìèêðîáíûõ âçàèìîäåéñòâèé, íå äàþò â ïîëíîé ìåðåðåàëèçîâàòü áèîëîãè÷åñêèé ïîòåíöèàë âèäà è ñîðòà [1℄. Â ðàáî-òå ïðîâîäèòñÿ àíàëèç âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ �àêòîðîâ íà ñîñòîÿíèåðàñòåíèé, òàêèõ êàê: íèòðàòíûé àçîò, ïîäâèæíûå �îðìû �îñ�îðà(ïî Êèðñàíîâó è ïî ×èðèêîâó), ïîäâèæíûå �îðìû êàëèÿ (ïî ×è-



69ðèêîâó), ñóììà ïîãëîùåííûõ îñíîâàíèé, ãèãðîâëàãà è âîäîðîäíûéïîêàçàòåëü. �àáîòà èìååò ïðàêòè÷åñêèé õàðàêòåð, íàïðàâëåííûéíà âûÿâëåíèå çíà÷èìûõ �àêòîðîâ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ áëàãîïðèÿò-íîé ñðåäû äëÿ ïøåíèöû.Ïîñòðîåíèå óðàâíåíèÿ ìíîæåñòâåííîé ðåãðåññèè íà÷èíàåòñÿ ñðåøåíèÿ âîïðîñà î ñïåöè�èêàöèè ìîäåëè. Îí âêëþ÷àåò â ñåáÿ òðèêðóãà âîïðîñîâ: îòáîð �àêòîðîâ, âûáîð âèäà óðàâíåíèÿ ðåãðåññèèè îöåíêà êà÷åñòâà ìîäåëè. Âêëþ÷åíèå â ìîäåëü �àêòîðîâ ñ âûñî-êîé èíòåðêîððåëÿöèåé, ìîæåò ïðèâåñòè ê íåæåëàòåëüíûì ïîñëåä-ñòâèÿì � ñèñòåìà íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé ìîæåò îêàçàòüñÿ ïëîõîîáóñëîâëåííîé è ïîâëå÷ü çà ñîáîé íåóñòîé÷èâîñòü è íåíàäåæíîñòüîöåíîê êîý��èöèåíòîâ ðåãðåññèè.Åñëè ìåæäó �àêòîðàìè ñóùåñòâóåò âûñîêàÿ êîððåëÿöèÿ, òîíåëüçÿ îïðåäåëèòü èõ èçîëèðîâàííîå âëèÿíèå íà ðåçóëüòàòèâíûéïîêàçàòåëü è ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ ðåãðåññèè îêàçûâàþòñÿ íå èí-òåðïðåòèðóåìûìè. Åñëè �àêòîðû ÿâíî êîëëèíåàðíûå, òî îíè äóá-ëèðóþò äðóã äðóãà è îäèí èç íèõ ðåêîìåíäóåòñÿ èñêëþ÷èòü èç ðå-ãðåññèè. Ïðåäïî÷òåíèå ïðè ýòîì îòäàåòñÿ íå �àêòîðó, áîëåå òåñíîñâÿçàííîìó ñ ðåçóëüòàòîì, à òîìó �àêòîðó, êîòîðûé ïðè äîñòàòî÷-íî òåñíîé ñâÿçè ñ ðåçóëüòàòîì èìååò íàèìåíüøóþ òåñíîòó ñâÿçè ñäðóãèìè �àêòîðàìè. Â ýòîì òðåáîâàíèè ïðîÿâëÿåòñÿ ñïåöè�èêàìíîæåñòâåííîé ðåãðåññèè êàê ìåòîäà èññëåäîâàíèÿ êîìïëåêñíîãîâîçäåéñòâèÿ �àêòîðîâ â óñëîâèÿõ èõ íåçàâèñèìîñòè äðóã îò äðóãà.Ôàêòîðû, âêëþ÷àåìûå âî ìíîæåñòâåííóþ ðåãðåññèþ, äîëæíûîòâå÷àòü ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì.1. Îíè äîëæíû áûòü êîëè÷åñòâåííî èçìåðèìû. Åñëè íåîáõîäè-ìî âêëþ÷èòü â ìîäåëü êà÷åñòâåííûé �àêòîð, íå èìåþùèéêîëè÷åñòâåííîãî èçìåðåíèÿ, òî åìó íóæíî ïðèäàòü êîëè÷å-ñòâåííóþ îïðåäåëåííîñòü.2. Ôàêòîðû íå äîëæíû áûòü èíòåðêîððåëèðîâàíû è òåì áîëååíàõîäèòüñÿ â òî÷íîé �óíêöèîíàëüíîé ñâÿçè.



70 Âûáîð �îðìû óðàâíåíèÿ ðåãðåññèè:Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ � y = a+ b1x1 + b2x2 + . . . bpxp + εËèíåàðèçèðóåìûå ðåãðåññèè:Ñòåïåííàÿ ðåãðåññèÿ � y = axb11 x
b2
2 + . . . x

bp
p εÝêñïîíåíöèàëüíàÿ ðåãðåññèÿ � y = ea+b1x1+b2x2+...bpxp+ε�èïåðáîëè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ � y = 1

a+b1x1+b2x2+...bpxp+εÏðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé óðàâíåíèé äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà ìîäå-ëè èñïîëüçóþò òàêèå ïîêàçàòåëè êàê: êîý��èöèåíò àïïðîêñèìà-öèè (A), êîòîðûé ïîêàçûâàåò ðàñõîæäåíèå ðàñ÷åòíûõ çíà÷åíèé îò�àêòè÷åñêèõ çíà÷åíèé; êîý��èöèåíò äåòåðìèíàöèè (R2) � ýòî äî-ëÿ äèñïåðñèè çàâèñèìîé ïåðåìåííîé, îáúÿñíÿåìàÿ ðàññìàòðèâàå-ìîé ìîäåëüþ çàâèñèìîñòè; êîý��èöèåíò ýëàñòè÷íîñòè, êîòîðûéïîêàçûâàåò, íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ ïî ñîâîêóïíîñòè èçìåíèòñÿ âñðåäíåì ðåçóëüòàò îò ñâîåé ñðåäíåé âåëè÷èíû [2℄.Ïðè ïðîâåäåíèè âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ìû ðàññìàò-ðèâàëè ïÿòü ðàçëè÷íûõ çàâèñèìîñòåé è àíàëèçèðîâàëè ñîîòâåò-ñòâóþùèå óðàâíåíèÿ ìíîæåñòâåííîé ðåãðåññèè íà êà÷åñòâåííîñòü.�àññìîòðèì ïîäðîáíî ýòàïû àíàëèçà è ïîðÿäîê ðàáîòû ñ ïðîãðàì-ìîé íà îäíîé çàâèñèìîñòè.Ïåðâîíà÷àëüíî èç âêëàäêè �àéë íåîáõîäèìî çàãðóçèòü èíòåðå-ñóþùèé íàñ �àéë. Â òàáëè÷íóþ ÷àñòü �îðìû çàãðóæàþòñÿ èñõîä-íûå äàííûå â �îðìàòå, ïðåäñòàâëåííîì íà ðèñ. 1. Ïåðâàÿ ñòðîêà âäàííîì �àéëå îòâå÷àåò çà êîëè÷åñòâî ìîäåëèðóåìîãî ïîêàçàòåëÿ
y, âòîðàÿ ñòðîêà � ýòî îáùåå êîëè÷åñòâî âñåõ ïåðåìåííûõ, òðå-òüÿ ñòðîêà � ýòî êîëè÷åñòâî îáúÿñíÿþùèõ �àêòîðîâ x. Äàëåå âêàæäîé ñòðîêå çàäàþòñÿ ñíà÷àëà âñå çíà÷åíèÿ y ïîêàçàòåëè ìèêî-ðèçàöèè êîðíåé ïøåíèöû, à ïîòîì çíà÷åíèÿ x õèìè÷åñêèé àíàëèçïî÷âû ïîëåé.Æåëòûì öâåòîì âûäåëåíî ìíîæåñòâî ïîêàçàòåëåé äîïóñòèìûõäëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ, îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü òàáëèöû � ýòî �àêòîðû,êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè è ìîãóò áûòü âûáðàíû â êà÷å-ñòâå îáúÿñíÿþùèõ.
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�èñ. 1: Ñòðóêòóðà �àéëà ñ äàííûìè

�èñ. 2: Âûáîð îáúÿñíÿþùèõ è èññëåäóåìûõ ïðèçíàêîâ
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�èñ. 3: Ïîäñ÷åò êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöûÏðåäîñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü âûáðàòü ñ ïîìîùüþ �ëàæêàòîëüêî îäèí ìîäåëèðóåìûé ïîêàçàòåëü è íåîáõîäèìîå åìó êîëè-÷åñòâî �àêòîðîâ.Òàêæå åñòü âîçìîæíîñòü âûáðàòü �îðìó óðàâíåíèÿ ðåãðåññèè.Äàëåå íà âêëàäêå Àíàëèç ñëåäóåò âûáðàòü Êîððåëÿöèîííûé, ïî-ñëå ÷åãî áóäåò ðàññ÷èòàíà êîððåëÿöèîííàÿ ìàòðèöà (ðèñ. 3.) Ñïîìîùüþ êíîïêè Ìåòîä ÌÍÊ, íàéäåì êîý��èöèåíòû óðàâíåíèé.Ñ ïîìîùüþ êíîïîê Êîý� Äåòåðìèíàöèè è Êîý� Àïïðîêñèìàöèèíàéäåì ñîîòâåòñòâóþùèå êîý�èöèåíòû. Ïðè ïðîâåäåíèè ðåãðåñ-ñèîííîãî àíàëèçà ñ ðàçëè÷íûìè çàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè áûëèâûáðàíû 5 ìîäåëåé, ïðàêòè÷åñêè âñå ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà. Â õî-äå èññëåäîâàíèÿ áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî íàèáîëåå çíà÷èìûì ïðè-çíàêîì ÿâëÿåòñÿ x7 (ïîäâèæíûå �îðìû �îñ�îðà ïî Êèðñàíîâó).
Y1(x2, x7, x8) = 102, 53 − 1, 032x2 − 0, 04x7 + 0.28x8;R

2 =

0, 58;A = 4, 9;
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�èñ. 4: Âûâîä êîý��èöèåíòîâ óðàâíåíèé äåòåðìèíàöèè è àïïðîêñèìàöèè
Y2(x1, x5, x7) = 3, 72 − 4, 6x−1

1 − 72, 9x−1
5 + 1096, 7x−1

7 ;R2 =

0, 65;A = 22, 6;

Y3(x5, x6, x7, x8) = 3, 16 − 189, 6x−1
5 + 115, 4x−1

6 + 1534, 9x−1
7 −

31, 4x−1
8 ;R2 = 0, 95;A = 6, 5;

Y4(x7, x3, x8) = 16, 7 + 1582, 5x−1
7 − 101, 6x−1

3 − 30, 8x−1
8 ;R2 =

0, 53;A = 40, 6;

Y5(x4, x6, x7) = −0, 53 + 0, 6x−1
4 + 15, 6x−1

6 + 225, 9x−1
7 ;R2 =

0, 65;A = 72, 3;Â êà÷åñòâå Y1 îáîçíà÷èëè ÷àñòîòó ìèêîðèçû â êîðíåâîé ñèñòå-ìå, F%; Y2 � èíòåíñèâíîñòü êîëîíèçàöèè ìèêîðèçû â êîðíåâîéñèñòåìå, M%; Y3 � èíòåíñèâíîñòü êîëîíèçàöèè ìèêîðèçû â êîð-íåâîì �ðàãìåíòå, m%; Y4 � èçîáèëèå àðáóñêóë â ìèêîðèçîâàííîé÷àñòè êîðíåâîãî �ðàãìåíòà, a%; Y5 � èçîáèëèå àðáóñêóë â êîðíå-âîé ñèñòåìå, A%.Â õîäå èññëåäîâàíèé óñòàíîâëåíî, ÷òî íàèáîëåå óäà÷íûìè ñòà-ëè ïåðâàÿ è òðåòüÿ ìîäåëè, òàê êàê êîý��èöèåíò àïïðîêñèìàöèè



74ìåíüøå 7%, à êîýý�èöèåíò äåòåðìèíàöèè áîëüøå 0,5.�àññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ïåðâóþ ìîäåëü è äàäèì åé áèî-ëîãè÷åñêóþ èíòåïðåòàöèþ. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò êîý��èöèåíòàðåãðåññèè ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèé �àêòîðà x2(pH êèñ-ëîòíîñòü ñðåäû) íà 1 åäèíèöó îò ñâîåãî ñðåäíåãî óðîâíÿ, ðå-çóëüòàòèâíûé ïðèçíàê Y1 óìåíüøàåòñÿ íà −1, 032 åä. îò ñâîåãîñðåäíåãî óðîâíÿ. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò êîý��èöèåíòà ðåãðåññèè
b2 = −0, 04 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèé �àêòîðà x7 (ïîäâèæ-íûå �îðìû �îñ�îðà ïî Êèðñàíîâó) íà 1 åäèíèöó îò ñâîåãî ñðåä-íåãî óðîâíÿ, ðåçóëüòàòèâíûé ïðèçíàê Y1 óìåíüøàåòñÿ íà -0,04 åä.îò ñâîåãî ñðåäíåãî óðîâíÿ. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò êîý��èöèåí-òà ðåãðåññèè b2 = 0, 28 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèé �àêòî-ðà x8(íèòðàòíûé àçîò) íà 1 åäèíèöó îò ñâîåãî ñðåäíåãî óðîâíÿ,ðåçóëüòàòèâíûé ïðèçíàê Y1 óâåëè÷èâàåòñÿ íà 0,28 åä. îò ñâîåãîñðåäíåãî óðîâíÿ.Òàêèì îáðàçîì íà ÷àñòîòó ìèêîðèçû èìååò ñèëüíîå âëèÿíèåpH êèñëîòíîñòü ñðåäû è íèòðàòíûé àçîò, ïðè÷åì óâåëè÷åíèå êèñ-ëîòíîñòè è óìåíüøåíèå ñîäåðæàíèÿ àçîòà âåäóò ê óìåíüøåíèþ÷àñòîòû ìèêîðèçû. Íî ñîäåðæàíèå íèòðàòíîãî àçîòà â ïî÷âå èìå-åò åñòåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ, ïîýòîìó èññëåäîâàòåëþ íåîáõîäèìîèñêàòü áàëàíñ ìåæäó ñîîòíîøåíèåì âñåõ âåùåñòâ.Ïðàêòè÷åñêè ëþáîé ïîêàçàòåëü çàâèñèò îò áåñêîíå÷íîãî êîëè-÷åñòâà �àêòîðîâ. Îäíàêî ëèøü îãðàíè÷åííîå êîëè÷åñòâî �àêòî-ðîâ äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâåííî âîçäåéñòâóþò íà èññëåäóåìûé ïî-êàçàòåëü. Äîëÿ âëèÿíèÿ îñòàëüíûõ �àêòîðîâ ñòîëü íåçíà÷èòåëü-íà, ÷òî èõ èãíîðèðîâàíèå íå ìîæåò ïðèâåñòè ê ñóùåñòâåííûì îò-êëîíåíèÿì â ïîâåäåíèè èññëåäóåìîãî îáúåêòà. Âûäåëåíèå è ó÷åòâ ìîäåëè ëèøü îãðàíè÷åííîãî ÷èñëà ðåàëüíî äîìèíèðóþùèõ �àê-òîðîâ ÿâëÿåòñÿ âàæíîé çàäà÷åé êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà, ïðîãíîçè-ðîâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ ñèòóàöèé.Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíî ïðèìåíåíèå ìåòîäà ìíîæåñòâåí-íîé ðåãðåññèè äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàâèñèìîñòåé ìåæäó ïîêàçàòåëÿ-



75ìè, õàðàêòåðèçóþùèìè ñîñòàâ ïî÷âû â ðàéîíàõ Áàøêîðòîñòàíàè ìèêðî-ñîñòàâîì êîðíåé ïøåíèöû. Ïî ðåçóëüòàòàì èññëåäîâàíèéïîëó÷åíû ìîäåëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîâåäåíà îöåíêà àäåêâàòíî-ñòè. Â ðåçóëüòàòå àíàëèçà áûëà âûäåëåíà íàèáîëåå êà÷åñòâåííàÿìîäåëü è âûðàáîòàíû ðåêîìåíäàöèè äëÿ áóäóùèõ èññëåäîâàíèé.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Äîìàðàäñêèé È.Â., �ðàäëâà Í. Á. Î÷åðêè ìèêîëîãîâ äëÿ ýêî-ëîãîâ. Ïîä ðåä. ÷ë.�êîðð. �ÀÍ è àêàä �ÀÌÍ È. Á. ÓøàêîâàÌ.: Èñòîêè. 20072. Åëèñååâà È. È., Þçíàáàøåâ Ì. Ì. Îáùàÿ òåîðèÿ ñòàòèñòèêè.� 5-å èçä., ïåðåðàá. è äîï. � Ì.: Ôèíàíñû è ñòàòèñòèêà. 2004.576 ñ.3. Êðåìåð Í.Ø. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòè-ñòèêà: Ó÷åáíèê äëÿ âóçîâ. � 2-å èçä., ïåðåðàá. è äîï.� Ì.:ÞÍÈÒÈ-ÄÀÍÀ. 2004. 573 ñ.ÓÄÊ 372.862�ÀÇ�ÀÁÎÒÊÀ È��ÎÂÛÕ Ï�Î��ÀÌÌÊÀÊ ÌÎÒÈÂÀÖÈß Ê ÈÇÓ×ÅÍÈÞ Ï�Î��ÀÌÌÈ�ÎÂÀÍÈßËûñåíêî Ä. Â. (Ñòåðëèòàìàê, ÑÔ Áàø�Ó)ÂâåäåíèåÂñå áîëåå çíà÷èìóþ ðîëü â ÷åëîâå÷åñêîì îáùåñòâå ïðèîáðåòà-þò èí�îðìàöèîííûå òåõíîëîãèè, êîòîðûå ïðîíèêëè âî âñå ñ�åðûíàøåé äåÿòåëüíîñòè. Ïîýòîìó ñîäåðæàíèå, îñîáåííîñòè óìñòâåí-íîé äåÿòåëüíîñòè îáó÷àþùèõñÿ â ïðîöåññå èçó÷åíèÿ ïðîãðàììè-ðîâàíèÿ äîëæíû áûòü íàïðàâëåíû íà ðàçâèòèå ñèñòåìíîãî, êîí-ñòðóêòèâíîãî [3℄, àëãîðèòìè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ, íà �îðìèðîâàíèå



76òåõ êà÷åñòâ è îñîáåííîñòåé, êîòîðûå ïîçâîëÿò âïîñëåäñòâèè ìîëî-äûì ñïåöèàëèñòàì ñòðîèòü ñâîþ ïðî�åññèîíàëüíóþ äåÿòåëüíîñòüíàèáîëåå ý��åêòèâíûì îáðàçîì.Èí�îðìàòèçàöèÿ ñóùåñòâåííî ïîâëèÿëà íà ïðîöåññ ïðèîáðå-òåíèÿ çíàíèé. Íîâûå òåõíîëîãèè îáó÷åíèÿ íà îñíîâå èí�îðìàöè-îííûõ è êîììóíèêàöèîííûõ ñðåäñòâ, ïîçâîëÿþò èíòåíñè�èöèðî-âàòü îáðàçîâàòåëüíûé ïðîöåññ, óâåëè÷èòü ñêîðîñòü âîñïðèÿòèÿ,ïîíèìàíèÿ è ãëóáèíó óñâîåíèÿ îãðîìíûõ ìàññèâîâ çíàíèé.Ïðèìåíåíèå ñîâðåìåííûõ èí�îðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé â îáó-÷åíèè - îäíà èç íàèáîëåå âàæíûõ è óñòîé÷èâûõ òåíäåíöèé ðàçâè-òèÿ ìèðîâîãî îáðàçîâàòåëüíîãî ïðîöåññà. Èí�îðìàöèîííûå ìåòî-äû âñå øèðå âíåäðÿþòñÿ â íàó÷íóþ äåÿòåëüíîñòü. Èí�îðìàòèçà-öèÿ, êîíâåðãåíöèÿ êîìïüþòåðíûõ è òåëåêîììóíèêàöèîííûõ òåõ-íîëîãèé, ïåðåõîä ê øèðîêîìàñøòàáíîìó ïðèìåíåíèþ ñîâðåìåí-íûõ èí�îðìàöèîííûõ ñèñòåì â ñ�åðå íàóêè è îáðàçîâàíèÿ îáåñ-ïå÷èâàþò ïðèíöèïèàëüíî íîâûé óðîâåíü ïîëó÷åíèÿ è îáîáùåíèÿçíàíèé, èõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ.Äëÿ îáñëóæèâàíèÿ âñå âîçðàñòàþùèõ ïîòðåáíîñòåé îáùåñòâà âñ�åðå èí�îðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, â àâòîìàòèçàöèè õðàíåíèÿ èïðåîáðàçîâàíèÿ äàííûõ, ñâÿçè, ïðîâåäåíèÿ ñëîæíûõ íàó÷íûõ ðàñ-÷åòîâ, ðàçâèâàþòñÿ ÿçûêè ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Åñëè ðàíüøå ÿçûêèïðîãðàììèðîâàíèÿ èñïîëüçîâàëèñü ëèøü äëÿ ñîçäàíèÿ ïðîãðàììàâòîìàòèçàöèè âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåññîâ, òî â íàñòîÿùåå âðå-ìÿ îíè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ êóäà áîëåå ðàçíîîáðàçíûõ çà-äà÷. Õîòÿ ïðîãðàììèðîâàíèå âîçíèêëî îòíîñèòåëüíî íåäàâíî, íî,áûñòðî íàáðàâ òåìï, ñòàëî íåîòúåìëåìîé ÷àñòüþ ñîâðåìåííîãî îá-ùåñòâà.Ïðîãðàììèðîâàíèå - îäíà èç ñàìûõ òðàäèöèîííûõ è âàæíûõòåì â èí�îðìàòèêå. Îíî âûðàáàòûâàåò ó ó÷àùèõñÿ òàêèå ðàçâè-âàþùèå �óíêöèè, êàê ëîãè÷åñêîå è êðèòè÷åñêîå ìûøëåíèå, âíè-ìàòåëüíîñòü, àêêóðàòíîñòü; ðàçâèâàåò íàõîä÷èâîñòü, �àíòàçèþ,èçîáðåòàòåëüíîñòü; ðàñêðûâàåò òâîð÷åñêèå ñïîñîáíîñòè.



77Êîíå÷íî, íàó÷èòüñÿ ïðîãðàììèðîâàíèþ äîñòàòî÷íî ñëîæíî.Íóæíî óìåòü ïèñàòü ïðîãðàììû, ÿñíî ìûñëèòü, ëîãè÷åñêè äóìàòüè áûòü òåðïåëèâûì. Íî âñå-òàêè, êàê è â ëþáîì äåëå, çäåñü ãëàâ-íîå ïðàêòèêà. Õîðîøèì ïðîãðàììèñòàì âñåãäà ìàëî çíàíèé, îíèâñåãäà èùóò ÷åãî-òî íîâîãî, íîâûå ïóòè, íîâûå çàãàäêè. Íåäàðîììíîãèå òàëàíòëèâûå ïðîãðàììèñòû, ó÷àñü íà ñîáñòâåííûõ îøèá-êàõ áûëè "ñàìîó÷êàìè". Êàê ãîâîðèë èçâåñòíûé àìåðèêàíñêèéæóðíàëèñò, íàïèñàâøèé ñåðèþ êíèã îá èí�îðìàöèîííûõ òåõíî-ëîãèÿõ, Ñòèâåí Ëåâè, ïðîãðàììèðîâàíèå - ýòî èñêóññòâî. Ñîâåð-øåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ëèøü òîãäà, êîãäà ïðîãðàììà, âûïîëíÿþùàÿñâîþ �óíêöèþ, çàíèìàåò âñåãî íåñêîëüêî ñòðîê; êîãäà îäíà ïðî-ãðàììà ìîæåò äåëàòü òî, ÷åãî íå ìîæåò äåëàòü äðóãàÿ.Èçó÷åíèå ïðîãðàììèðîâàíèÿ â øêîëå â îáû÷íûõ êëàññàõ ðåà-ëèçóåòñÿ íà áàçîâîì óðîâíå, â ñîñòàâ êîòîðîãî âõîäÿò îñíîâû ÿçû-êîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ è íàáîð ñòàíäàðòíûõ òèïîâûõ çàäà÷. Áî-ëåå óãëóáëåííî ïðåïîäíîñèòñÿ ó÷åáíûé ìàòåðèàë â ïðî�èëüíûõêëàññàõ, íà êðóæêàõ è äîïîëíèòåëüíûõ çàíÿòèÿõ ïî ïðîãðàììè-ðîâàíèþ.×òî êàñàåòñÿ âîçðàñòíîãî ïåðèîäà, â êîòîðîì îñóùåñòâëÿåòñÿïðåïîäàâàíèå ïðîãðàììèðîâàíèÿ â øêîëå, òî çäåñü áûâàåò ïî-ðàçíîìó. ×àùå âñåãî â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïðîãðàììèðîâàíèå íà÷è-íàþò ïðåïîäàâàòü â 10 êëàññàõ. Âñå æå áûâàþò ñëó÷àè, êîãäà èçó-÷åíèå îñíîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà÷èíàåòñÿ ðàíåå (â 8-9 êëàññàõ)èëè äàæå âñòðå÷àåòñÿ ïðîãðàììèðîâàíèå â íà÷àëüíîé øêîëå (õîòÿäîâîëüíî ðåäêî).Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, â øêîëå ïðîãðàììèðîâàíèå èçó÷àåòñÿíà áàçîâîì óðîâíå, çà îñíîâó êîòîðûõ âçÿòû ïðîöåäóðíûå ÿçû-êè òèïà Pas
al. Áîëåå ñëîæíûå ÿçûêè îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîãîòèïà (C++, C Sharp, PHP, Delphi) âñòðå÷àþòñÿ âñå åùå äîñòàòî÷-íî ðåäêî.Êàê ïðàâèëî, íà íà÷àëüíûõ ýòàïàõ îáó÷åíèÿ ïðîãðàììèðîâà-íèþ, îáû÷íî ïðåäëàãàþòñÿ âñåâîçìîæíûå ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà-



78÷è. Îäíàêî âïîñëåäñòâèè ðåøåíèå òîëüêî òàêèõ çàäà÷ ïðèâîäèòê ñíèæåíèþ èíòåðåñà ê ïðîãðàììèðîâàíèþ: ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷íå íàãëÿäíû, à âèçóàëüíûé ðåçóëüòàò íà �îíå ñîâðåìåííûõ ãðà-�è÷åñêèõ ïðèëîæåíèé è èãð ìîæåò ïîëíîñòüþ ðàçî÷àðîâàòü. Êàêñëåäñòâèå, èíòåðåñ ê ïðîãðàììèðîâàíèþ ó áîëüøèíñòâà äåòåé âîáû÷íîé áàçîâîé øêîëå ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóåò, õîòÿ âñòðå÷à-þòñÿ ó÷àùèåñÿ, êîòîðûå õîòåëè áû èçó÷àòü ïðîãðàììèðîâàíèå èñîçäàâàòü ïðèëîæåíèÿ äëÿ Android è iPhone. Êðîìå òîãî, ïðè èçó-÷åíèè ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñî øêîëüíèêàìè ñðåäíåãî çâåíà îáû÷íîâîçíèêàþò äîïîëíèòåëüíûå òðóäíîñòè: ó íèõ îòñóòñòâóþò íåîá-õîäèìûå òåîðåòè÷åñêèå çíàíèÿ ïî ìàòåìàòèêå è �èçèêå, ó÷àùèå-ñÿ åùå íå îïðåäåëèëèñü â ñâîåé ïðî�åññèîíàëüíîé ïîäãîòîâêå (àçíà÷èò, íå óâåðåíû â íåîáõîäèìîñòè èìè èçó÷åíèÿ ïðîãðàììèðî-âàíèÿ), è ò.ä. Ïîýòîìó îñíîâíîé çàäà÷åé ïðåïîäàâàòåëÿ, êàê øêî-ëû, òàê è âóçà, äîëæíà áûòü çàäà÷à çàèíòåðåñîâàòü ó÷àùèõñÿ èìîòèâèðîâàòü èõ ê èçó÷åíèþ ïðîãðàììèðîâàíèÿ.Èãðà êàê ìîòèâàöèÿÈòàê, ñ ÷åãî æå íà÷àòü? Ñàìàÿ ðàñïðîñòðàíåííàÿ îøèáêà íà÷è-íàþùèõ ðàçðàáîò÷èêîâ - ýòî íà÷àòü ñ áîëüøîãî ïðîåêòà, îñíîâàí-íîãî íà ñëîæíîé ñòðóêòóðå âçàèìîäåéñòâèÿ îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâïðîåêòà. Âíà÷àëå ñëåäóåò ñîçäàâàòü íåáîëüøèå ïðîåêòû. Â ðàí-íèõ ïðîåêòàõ îñíîâíàÿ öåëü - ó÷åáà, à íå ðåàëèçàöèÿ ïðàêòè÷åñêèâàæíûõ ðåøåíèé. Ïîääåðæèâàÿ ïðîåêò íåáîëüøèì, ìîæíî ñ�îêó-ñèðîâàòüñÿ íà èçó÷åíèè íîâûõ òåõíèê, à íå òðàòèòü êó÷ó âðåìåíèíà óïðàâëåíèå êîäîì è ðå�àêòîðèíã. �åàëüíîñòü èíäóñòðèè ðàç-ðàáîòêè òàêîâà, ÷òî ÷åì áîëüøå ïðîåêò, òåì áîëüøå âåðîÿòíîñòüñîâåðøèòü îøèáêó â àðõèòåêòóðå. È ÷åì áîëüøå ïðîåêò, òåì äî-ðîæå îáõîäèòñÿ ýòà îøèáêà.Î÷åíü õîðîøèì ñïîñîáîì ìîòèâèðîâêè èçó÷åíèÿ ïðîãðàììèðî-âàíèÿ íà áîëåå ïîçäíèõ ýòàïàõ èçó÷åíèÿ (à èíîãäà - è íà ðàííèõ),ÿâëÿåòñÿ èäåÿ èñïîëüçîâàíèÿ çàäàíèé, âûçûâàþùèõ íàèáîëüøèé



79èíòåðåñ ïðè ðàáîòå ñ êîìïüþòåðîì. Êàê ïðàâèëî, â êà÷åñòâå òàêèõçàäàíèé âûñòóïàþò âñåâîçìîæíûå çàäà÷è íà ðàçðàáîòêó êîìïüþ-òåðíûõ èãð, ïóñòü è ïîêà ïðîñòûõ. Îäíàêî, ñêîðåå âñåãî, äàæåíåáîëüøàÿ èãðà áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ïðîãðàììó ñ áîëüøèìêîëè÷åñòâîì ñòðîê, ïîýòîìó ðàçðàáàòûâàòü åå íóæíî ïîýòàïíî.�àñ÷ëåíåíèå ïðîöåññà ñîçäàíèÿ ïðîãðàììû íà ðÿä îòíîñèòåëüíîñàìîñòîÿòåëüíûõ ýòàïîâ íàäåëÿåò ýòîò ïðîöåññ ìíîãèìè ïîëåç-íûìè êà÷åñòâàìè. Ïîýòàïíàÿ ðàçðàáîòêà [2℄ îáëåã÷àåò âîñïðèÿ-òèå ïðîãðàììû, ïðîöåññ ðàçðàáîòêè ñòàíîâèòñÿ îáîçðèìûì è ïðî-çðà÷íûì, ïîñêîëüêó íà êàæäîì ýòàïå ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèøü íåêî-òîðàÿ ÷àñòü èç âñåãî ìíîæåñòâà êîíñòðóêöèé ïðîãðàììû. Êðîìåòîãî, ïðè ïîýòàïíîé ðàçðàáîòêå ìîæíî íà ðàííèõ ñòàäèÿõ ïîëíî-ñòüþ äîðàáîòàòü íàèáîëåå òîíêèå àëãîðèòìû ïðîãðàììû, è òåìñàìûì çàñòðàõîâàòü ñåáÿ îò êðóïíûõ ïåðåäåëîê ïðîãðàììû íàçàêëþ÷èòåëüíîé ñòàäèè.Òåì íå ìåíåå, äîáàâëÿÿ â ïðîãðàììó íîâûå âîçìîæíîñòè, ðàç-ðàáîò÷èê äîëæåí çàáîòèòüñÿ î òîì, ÷òîáû íå èñïîðòèòü óæå äî-ñòèãíóòîãî íà ðàííèõ ýòàïàõ. Äåëî â òîì, ÷òî ðàçâèòèå è óñëîæíå-íèå ïðîãðàììû îáû÷íî ïîäðàçóìåâàåò ðåäàêòèðîâàíèå óæå èìåþ-ùèõñÿ èñõîäíûõ òåêñòîâ, à ýòî âñåãäà ÷ðåâàòî âíåñåíèåì îøèáîê,÷àñòî âëåêóùèõ ïîëíóþ ïîòåðþ ðàáîòîñïîñîáíîñòè ïðîãðàììû.�àññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàçðàáîòêè èãðîâîãî ïðîåêòàðåàëèçàöèþ ïðîñòîé èãðû "Ëàáèðèíò". Â èãðå ó÷àñòâóåò èãðîê èåãî ïðîòèâíèê (ìîíñòð), ïðè÷åì èãðîê ìîæåò ïðîêëàäûâàòü ïóòü,èçìåíÿÿ ñòðóêòóðó ëàáèðèíòà. Ïîä èçìåíåíèåì ñòðóêòóðû ëàáè-ðèíòà ïîäðàçóìåâàåòñÿ ðàçðóøåíèå ñòåí ëàáèðèíòà (âçðûâàþòñÿãðàíàòàìè) è âîçâåäåíèå íîâûõ ñòåí èãðîêîì. Òàêæå áóäåì ïîä-ðàçóìåâàòü, ÷òî íà îäèí øàã â ëàáèðèíòå èãðîê òðàòèò íåêîòîðîåêîëè÷åñòâî ýíåðãèè.Äëÿ ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè íåîáõîäèìî �îðìàëèçîâàòü ñòðóê-òóðû äàííûõ çàäà÷è è ðàññìîòðåòü ìåòîäû åå ðåøåíèÿ. Ëàáèðèíòìû çàäàåì ïðîöåäóðîé Randomize è äâóìåðíîãî ìàññèâà, ñîñòîÿ-



80ùåãî èç ïðåãðàä è äðóãèõ îáúåêòîâ. Êàæäàÿ çàïèñü ìàññèâà îïðå-äåëÿåò ñòåíó ëàáèðèíòà, ãðàíàòó, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ìîæíî ðàç-ðóøàòü ñòåíó ïî íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ, òàêæå åñòü â ëàáèðèíòå"Åäà". Èìåííî ñ ýòèì ìàññèâîì ðàáîòàåò ïðîãðàììà ïðè íàõîæ-äåíèè ïóòè.Äëÿ ðåàëèçàöèè òàêîé èãðû ïîòðåáóåòñÿ ðàçáèòü çàäà÷ó íà 5ýòàïîâ.Íà ïåðâîì ýòàïå ðàçðàáîòêè ïðîãðàììû íåîáõîäèìî ïðåäëî-æèòü âàðèàíò ãåíåðàöèè ñàìîãî ëàáèðèíòà, ðàçìåñòèòü â íåì èã-ðîêà è ðåàëèçîâàòü óïðàâëåíèå èì ñ êëàâèàòóðû. Ëàáèðèíò áóäåìõðàíèòü â äâóìåðíîì ìàññèâå ñèìâîëüíîãî òèïà. Äëÿ ãåíåðàöèèëàáèðèíòà èñïîëüçóåì âñòðîåííûé ãåíåðàòîð ñëó÷àéíûõ ÷èñåë -áóäåì ãåíåðèðîâàòü ÷èñëà, íàïðèìåð, îò 0 äî 99.Íà âòîðîì ýòàïå ðåàëèçóåì âîçìîæíîñòü èãðîêà âçðûâàòü (ðàç-áèâàòü) ñòåíû. Äëÿ âçðûâà ñòåíû ìîæíî èñïîëüçîâàòü êëàâèøó"ïðîáåë"(êîä 32). Çäåñü ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ íåîáõîäèìîñòüþ çàïî-ìèíàòü, â êàêîì íàïðàâëåíèè äâèãàëñÿ èãðîê äî òîãî, êàê áûëàíàæàòà êëàâèøà "ïðîáåë ÷òîáû çíàòü, ñ êàêîé ñòîðîíû ïðîèçâî-äèòü âçðûâ ñòåíû (âçðûâàòü ñòåíó íóæíî â íàïðàâëåíèè äâèæå-íèÿ èãðîêà).Íà òðåòüåì ýòàïå ââåäåì â êîä ïðîãðàììû èçìåíåíèÿ, ñâÿçàí-íûå ñ îãðàíè÷åíèåì êîëè÷åñòâà âçðûâîâ ñòåí - íàø èãðîê áóäåòòåïåðü îáëàäàòü îãðàíè÷åííûì êîëè÷åñòâîì ãðàíàò (íàïðèìåð, 10åäèíèö). Åñëè ãðàíàòû çàêàí÷èâàþòñÿ, èãðîê áîëåå íå ñìîæåò ðàç-ðóøàòü ñòåíû. Äîáàâèì åùå âîçìîæíîñòü ñáîðà ãðàíàò, - â ëàáè-ðèíòå áóäóò ÿùèêè ãðàíàò, íàïðèìåð, ïî 5 åäèíèö.Íà ÷åòâåðòîì ýòàïå íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü àëãîðèòì, ïîçâî-ëÿþùèé ìîíñòðó äåëàòü íå ñëó÷àéíûå øàãè, à öåëåíàïðàâëåí-íî äâèãàòüñÿ ê èãðîêó, îáõîäÿ ïðåïÿòñòâèÿ. Ñóùåñòâóåò äîâîëüíîìíîãî ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïîäîáíîé çàäà÷è, êàæäûé èçêîòîðûõ îñíîâûâàåòñÿ íà ñâîèõ ïðèíöèïàõ è ïðèåìàõ, èìååò óíè-êàëüíûå ïðåèìóùåñòâà è, ñîîòâåòñòâåííî, íåäîñòàòêè. Â äàííîé



81ðàáîòå áûë èñïîëüçîâàí ìåòîä íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøåãî ïóòè íàãðà�å. Ýòîò àëãîðèòì îïðåäåëÿåò ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè âïðîñòîì ãðà�å ñ íåîòðèöàòåëüíûìè âåñàìè. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìè-íèìàëüíîãî ïóòè â òàêîì ãðà�å ìû ðåøèëè èñïîëüçîâàòü àíàëîãâîëíîâîãî àëãîðèòìà.Ñàì ïðîöåññ ïîèñêà ïóòè ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé, ïðè÷åì ïóòüìîæåò áûòü äâóõ âèäîâ: îðòîãîíàëüíûé (ÿ÷åéêà ìîæåò èìåòü 4ñîñåäà) è îðòîãîíàëüíî-äèàãîíàëüíûé (ÿ÷åéêà ìîæåò èìåòü 8 ñî-ñåäåé). Ìû èñïîëüçîâàëè â ðàáîòå îðòîãîíàëüíûé ïóòü.Â ïåðâîé ÷àñòè àëãîðèòìà èç íà÷àëüíîé ÿ÷åéêè ðàñïðîñòðàíÿ-åòñÿ â ÷åòûðåõ íàïðàâëåíèÿõ âîëíà. ß÷åéêà, â êîòîðóþ ïðèøëàâîëíà, îáðàçóåò íîâóþ âîëíó, è ò.ä. Íîâûå âîëíû ãåíåðèðóþòñÿäî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò äîñòèãíóòà êîíå÷íàÿ ÿ÷åéêà (öåëü), èëèïîêà íå ñòàíåò ÿñíî, ÷òî öåëü íå ìîæåò áûòü äîñòèãíóòà (ïóòèìåæäó íà÷àëüíîé ÿ÷åéêîé è öåëüþ íå ñóùåñòâóåò, ò.ê. îí çàáëî-êèðîâàí ïðåïÿòñòâèÿìè).Âî âòîðîé ÷àñòè àëãîðèòìà ñòðîèòñÿ ñàì ïóòü, ïðè÷åì åãî ïî-ñòðîåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ îò êîíå÷íîé ÿ÷åéêè (öåëè) ê íà÷àëüíîé.Íåñìîòðÿ íà âñþ ïðîñòîòó àëãîðèòìà è ãàðàíòèþ íàõîæäåíèÿ ïó-òè â ëþáîì ëàáèðèíòå (åñëè ïóòü, êîíå÷íî, ñóùåñòâóåò), ãëàâíûéíåäîñòàòîê òàêîãî àëãîðèòìà â òîì, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè òðàññûåìó òðåáóåòñÿ áîëüøîé îáúåì ïàìÿòè.È, íàêîíåö, íà ïÿòîì ýòàïå íåîáõîäèìî ïðîâåñòè òåñòèðîâàíèåïðîãðàììû è èñêëþ÷èòü îáíàðóæåííûå îøèáêè è íåäî÷åòû, ñâÿ-çàííûå ñ ðåàëèçàöèÿìè ïðîãðàììû íà ïðåäûäóùèõ ýòàïàõ.Çàêëþ÷åíèåÍà îñíîâå ðàçðàáîòàííîé ïðîãðàììû ìîæíî íàïèñàòü äðóãèååå âàðèàíòû, íàïðèìåð, ïîçâîëÿþùèå èãðàòü äâóì èãðîêàì äðóãïðîòèâ äðóãà, äîáàâèòü íåñêîëüêî ìîíñòðîâ, çàäàòü óíèêàëüíûåñâîéñòâà îòäåëüíûì ó÷àñòêàì ëàáèðèíòà, è ò.ä.Êðîìå ðàññìîòðåííîé èãðû, ìîæíî ïðåäëîæèòü îáó÷àþùèìñÿ



82çàäà÷è íà ðàçðàáîòêó ïðîãðàìì-òåñòîâ â èãðîâîé �îðìå äëÿ îöåí-êè êà÷åñòâà óñâîåíèÿ çíàíèé. Òàêèå ïðîãðàììû èíòåðåñíû åùåè òåì, ÷òî îíè ïîçâîëÿþò îñóùåñòâèòü ïëàâíûé ïåðåõîä ê âèçó-àëüíûì ñðåäàì ðàçðàáîòêè. Çà îñíîâó òàêîé èãðîâîé ïðîãðàììû-òåñòà ìîæåò áûòü âçÿòà ïðîãðàììà, ðàññìàòðèâàåìàÿ â ðàáîòå [1℄.Êðîìå òîãî, ïðè îáó÷åíèè ïðîãðàììèðîâàíèþ î÷åíü ìíîãî èíòå-ðåñíûõ çàäà÷ ìîæíî íàéòè â ó÷åáíèêå [4℄ Îêóëîâà Ñ. Ì.Êàê ïîêàçûâàåò ïðàêòèêà, ïðè ðàáîòå íàä èãðîâûìè ïðîåêòàìèìîòèâàöèÿ îáó÷àþùèõñÿ íà ïðîòÿæåíèè âñåãî âðåìåíè ðàçðàáîò-êè íàõîäèòñÿ íà î÷åíü âûñîêîì óðîâíå. Ïðè ýòîì ìîæíî ðåîð-ãàíèçîâàòü ó÷åáíûé ïðîöåññ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðàêòè÷åñêè âñåîáó÷àåìûå îêàæóòñÿ âîâëå÷åííûìè â ïðîöåññ ïîçíàíèÿ è òâîð÷å-ñêîãî ïîèñêà. Ñîâìåñòíàÿ äåÿòåëüíîñòü îáó÷àåìûõ îçíà÷àåò, ÷òîêàæäûé âíîñèò ñâîé îñîáûé èíäèâèäóàëüíûé âêëàä, èäåò îáìåíçíàíèÿìè, èäåÿìè, ñïîñîáàìè äåÿòåëüíîñòè, ñîâìåñòíî ðåøàþòñÿîáíàðóæåííûå ïðîáëåìû. Ïîýòîìó òàêîé ïîäõîä ñïîñîáåí âíåñòèðåàëüíûé âêëàä â ïîâûøåíèå ý��åêòèâíîñòè îáó÷åíèÿ ïðîãðàì-ìèðîâàíèþ, è ìåòîäè÷åñêè âåðíî âíîñèòü ðàçðàáîòêó êîìïüþòåð-íûõ èãð â ïðîöåññ îáó÷åíèÿ.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Äìèòðèåâ Â. Ë. Òåñòèðîâàíèå â èãðîâîé �îðìå êàê ñïîñîáïðîâåðêè óñâîåíèÿ ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà // Èí�îðìàòèêà âøêîëå. �10 (83). 2012. - Ñ. 41�43.[2℄ Äìèòðèåâ Â. Ë. Ïîýòàïíàÿ ðàçðàáîòêà ïðîãðàììû â ñðåäåTurbo Pas
al íà ïðèìåðå ïîèñêà ïóòè ñ èñïîëüçîâàíèåì âîë-íîâîãî àëãîðèòìà // Èí�îðìàòèêà è îáðàçîâàíèå. �8. 2013.- Ñ. 29�33.[3℄ Äìèòðèåâ Â. Ë., Àõìàäååâà �. Ç. �àçâèòèå êîíñòðóêòèâíîãîìûøëåíèÿ ïðè èçó÷åíèè ïðîãðàììèðîâàíèÿ // Èí�îðìàòèêàè îáðàçîâàíèå. 2009. �2. - Ñ. 69�73.



83[4℄ Îêóëîâ Ñ. Ì. Ïðîãðàììèðîâàíèå â àëãîðèòìàõ. Ì.: ÁÈÍÎÌ.Ëàáîðàòîðèÿ çíàíèé. 2002. - 341 ñ.
ÓÄÊ 517.977.5ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ ×ÈÑËÅÍÍÎ�Î ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈß ÍÀÎÑÍÎÂÅ ÌÅÒÎÄÀ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ ÄËß ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈßÈ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ Ï�ÎÖÅÑÑÎÂ ÑÎÏÎËÈÌÅ�ÈÇÀÖÈÈÁÓÒÀÄÈÅÍÀ ÑÎ ÑÒÈ�ÎËÎÌÌèõàéëîâà Ò.À. (Ñòåðëèòàìàê, ÑÔ Áàø�Ó),Ìè�òàõîâ Ý.Í. (Èøèìáàé, ÈÔ Ó�ÀÒÓ),Ìóñòà�èíà Ñ.À. (Ñòåðëèòàìàê, ÑÔ Áàø�Ó)Â óñëîâèÿõ ñîâðåìåííîãî ïðîìûøëåííîãî ïðîèçâîäñòâà ñèíòå-òè÷åñêèõ êàó÷óêîâ âñå ÷àùå ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêî-ãî ìîäåëèðîâàíèÿ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ïîçâîëÿþùèå ðå-øàòü çàäà÷è ïðîãíîçèðîâàíèÿ è îïòèìèçàöèè ïðîèçâîäñòâà. Â îñ-íîâå ïîëó÷åíèÿ äàííûõ ïðîäóêòîâ ëåæèò ñëîæíûé õèìè÷åñêèéïðîöåññ, ïðîòåêàþùèé ïî ñâîáîäíîðàäèêàëüíîìó öåïíîìó ìåõà-íèçìó è óñëîâíî íîñÿùèé íàçâàíèå ïðîöåññà ñîïîëèìåðèçàöèè [1℄.Ïðè îïèñàíèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðîöåññîâ ñîïîëèìåðè-çàöèè â óñëîâèÿõ ïîíèìàíèÿ õèìè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé óñëîâíîâûäåëÿþòñÿ äâà ïîäõîäà: êèíåòè÷åñêèé è ñòàòèñòè÷åñêèé.Êèíåòè÷åñêèé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì â ðåøåíèè çàäà÷õèìè÷åñêîé êèíåòèêè è óñïåøíî çàðåêîìåíäîâàë ñåáÿ íå òîëüêîâ èçó÷åíèè �èçèêî-õèìè÷åñêèõ ÿâëåíèé, íî è â îïòèìèçàöèè òåõ-íîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â õèìè÷åñêîé ïðîìûøëåííîñòè. Â îñíîâåäàííîãî ìåòîäà ëåæèò ñîñòàâëåíèå è ÷èñëåííîå ðåøåíèå êèíåòè-÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ êîíöåíòðàöèé âñåõ òèïîâ ÷àñòèö, ó÷àñò-âóþùèõ â ïðîöåññå. Ýòè óðàâíåíèÿ âûâîäÿòñÿ èç óñëîâèé ìàòå-ðèàëüíîãî áàëàíñà ïî êàæäîìó êîìïîíåíòó ðåàêöèè ñ ó÷àñòèåì



84çàêîíà äåéñòâóþùèõ ìàññ, îïðåäåëÿþùåãî ñêîðîñòü îáðàçîâàíèÿè èñ÷åçíîâåíèÿ ýòîãî êîìïîíåíòà.Ïîñêîëüêó ÷èñëî ìîëåêóë ìîíîìåðà ìîæåò äîñòèãàòü äåñÿòêîâòûñÿ÷, òî êèíåòè÷åñêàÿ ñõåìà, âêëþ÷àþùàÿ â ñåáÿ âñå îñíîâíûåðåàêöèè ïðîèñõîäÿùèå â ñèñòåìå, ñâîäèòñÿ ê ïðàêòè÷åñêè áåñ-êîíå÷íîé ñèñòåìå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [2℄. Íàïðÿìóþòàêóþ ñèñòåìó ðåøèòü íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, ïîýòîìóïðè íàïèñàíèè óðàâíåíèé ìîäåëè ïðîèçâîäèòñÿ ïåðåâîä ê ìîìåí-òàì ìîëåêóëÿðíî-ìàññîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ [3℄. Èñïîëüçîâàíèå òà-êîãî óïðîùåíèÿ ñèñòåìû ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü óñðåäíåííûå ìî-ëåêóëÿðíûå õàðàêòåðèñòèêè ïîëó÷àåìîãî ïðîäóêòà [4℄, à òàêæåâ óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè êîíñòàíò ñêîðîñòåé íåêîòîðûõ ýëå-ìåíòàðíûõ ðåàêöèé óñïåøíî ñòàâèòü è ðåøàòü îáðàòíóþ çàäà÷ó[5℄. Îäíàêî ïîëó÷èòü êàðòèíó èçìåíåíèÿ ìîëåêóëÿðíî-ìàññîâîãîðàñïðåäåëåíèÿ è äåòàëüíî èññëåäîâàòü ñîñòàâ ïîëó÷àåìîãî ïðî-äóêòà ïðè äàííîì ïîäõîäå óæå íåâîçìîæíî.Ñòàòèñòè÷åñêèé ïîäõîä îñíîâàí íà òîì, ÷òî íàáîðó ìîëåêóëïîëèìåðà â êîíêðåòíîì åãî îáðàçöå ÿâíûì îáðàçîì ñòàâèòñÿ â ñî-îòâåòñòâèå ñòàòèñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûé åìó íàáîð ðåàëèçàöèéíåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Òîãäà êàæäàÿ ìîëåêóëà ÿâíî èëèíåÿâíî ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îòäåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ êîíêðåòíîãîñëó÷àéíîãî ïðîöåññà óñëîâíîãî äâèæåíèÿ âäîëü ïîëèìåðíîé ìî-ëåêóëû, à âåðîÿòíîñòü ýòîé ðåàëèçàöèè ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé äîëå ñî-îòâåòñòâóþùèõ åé ìîëåêóë ñðåäè âñåõ îñòàëüíûõ â ðåàêöèîííîéñèñòåìå.Äëÿ ðåàëèçàöèè èìèòàöèîííîãî ïîäõîäà ê ìîäåëèðîâàíèþ ñî-ïîëèìåðèçàöèîííîãî ïðîöåññà ïðèìåíèì ìåòîä, ïðåäëîæåííûé â1977 ãîäó àìåðèêàíñêèì �èçèêîì Gillespie [6℄. Àëãîðèòì ìåòîäàîïèøåì â âèäå ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè øàãîâ.Øàã 1. Âûïèøåì êèíåòè÷åñêóþ ñõåìó ïðîöåññà. Ïðåäïîëîæèâ,÷òî ðåàêöèîííàÿ ñïîñîáíîñòü àêòèâíîãî öåíòðà íà êîíöå ðàñòóùåéöåïè îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü ïðèðîäîé êîíöåâîãî çâåíà, êèíåòè÷åñêàÿ



85ñõåìà ïðîöåññà ñîïîëèìåðèçàöèè áóòàäèåíà ñî ñòèðîëîì ìîæåòáûòü îïèñàíà â âèäå ñëåäóþùåãî íàáîðà ýëåìåíòàðíûõ ñòàäèé:ðàñïàä èíèöèàòîðà
I

kd−→ 2R ,èíèöèèðîâàíèå àêòèâíûõ öåíòðîâ
R +Mβ kiβ−→ P β

A(β),B(β),ðîñò öåïè
Pα
n,m +Mβ kpαβ−−→ P β

n+A(β),m+B(β),ïåðåäà÷à öåïè
Pα
n,m + S

kregα−−−→ Qn,m + S0,îáðûâ öåïè äèñïðîïîðöèîíèðîâàíèåì
Pα
n,m + P β

r,q

kdαβ−−→ Qn,m +Qr,q,îáðûâ öåïè ðåêîìáèíàöèåé
Pα
n,m + P β

r,q

krαβ−−→ Qn,m +Qr,q,ãäå α, β = 1, 2; M1,M2 � ìîíîìåðû ïåðâîãî è âòîðîãî òèïà; Pn,mè Qn,m � ñîîòâåòñòâåííî àêòèâíûå è íåàêòèâíûå öåïè ïîëèìåðàäëèíîé m+ n, ñîñòîÿùèå èç n çâåíüåâ ìîíîìåðà M1 è m çâåíüåâìîíîìåðàM2; ki, kp, kreg, kd, kr � êîíñòàíòû ýëåìåíòàðíûõ ñòàäèéèíèöèèðîâàíèÿ, ðîñòà, ïåðåäà÷è öåïè, äèñïðîïîðöèîíèðîâàíèÿ èðåêîìáèíàöèè ñîîòâåòñòâåííî; A(β) = {1, åñëè β = 1; èíà÷å 0}.Øàã 2. Ïðåîáðàçóåì êîíñòàíòû ñêîðîñòåé ýëåìåíòàðíûõ ðåàê-öèé â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì:
k̃ = k äëÿ ðåàêöèé ïåðâîãî ïîðÿäêà;
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k̃ =

k

V ·NA
äëÿ ðåàêöèé âòîðîãî ïîðÿäêà (V � îáúåì ðåàêöè-îííîé ñìåñè, NA � ÷èñëî Àâîãàäðî).Øàã 3. Âû÷èñëèì ñêîðîñòü êàæäîé ðåàêöèè, èñïîëüçóÿ ñëåäó-þùåå ñîîòíîøåíèå:

Ri = k̃i ·XA ·XB, (1)ãäå k̃i � êîíñòàíòà, îïðåäåëÿþùàÿ ñêîðîñòü i-é ðåàêöèè, â êîòîðîéó÷àñòâóþò ðåàãåíòû A è B; XA, XB � êîíöåíòðàöèè ðåàãåíòîâ(êîëè÷åñòâî ìîëåêóë).Âû÷èñëÿÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (1) ñêîðîñòü êàæäîé ðåàê-öèè, ïðîñóììèðóåì èõ è ïîëó÷èì îáùóþ ñêîðîñòü ðåàêöèè:
Rsum = R1 + R2 + . . .+Rn, (2)ãäå n � ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ ðåàêöèé, îáðàçóþùèõ êèíåòè÷åñêóþñõåìó ïðîöåññà.Øàã 4. Âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòü îñóùåñòâëåíèÿ êàæäîé ðåàêöèèâ äàííûé ìîìåíò âðåìåíè:

pi =
Ri

Rsum
, i = 1..n. (3)Î÷åâèäíî, ÷òî p1 + p2 + . . .+ pn = 1.Øàã 5. Ñãåíåðèðóåì ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîå ñëó÷àéíîå÷èñëî r íà îòðåçêå îò 0 äî 1 è ïîäáåðåì òàêîå çíà÷åíèå k, ÷òî-áû èìåëî ìåñòî íåðàâåíñòâî:

k−1∑

i=1

pi < r <

k∑

i=1

pi. (4)Ñëåäîâàòåëüíî, â ðåçóëüòàòå èìèòàöèîííîãî âûáîðà äîëæíàïðîèçîéòè ðåàêöèÿ ïîä èíäåêñîì k.Øàã 6. Ïðîäîëæàÿ ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âûñòðî-èì âñþ ñõåìó ïðîâåäåíèÿ ðåàêöèè.



87Ïðèâåäåííûé àëãîðèòì áûë îïðîáîâàí äëÿ óñëîâèé ïðîöåññàýìóëüñèîííîé ñîïîëèìåðèçàöèè áóòàäèåíà ñî ñòèðîëîì. Ïîëó÷åí-íûå çíà÷åíèÿ ñðåäíå÷èñëåííîé è ñðåäíåìàññîâîé ìîëåêóëÿðíîéìàññû ïîêàçàëè óäîâëåòâîðèòåëüíîå ñîãëàñîâàíèå ñ ðåçóëüòàòàìè,ïîëó÷åííûìè èç êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè ïðîöåññà [2℄.Â ïîñëåäíèå ãîäû âñå ÷àùå ñïåöèàëèñòû èñïîëüçóþò ìàòåìàòè-÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ñîïîëèìåðèçàöèîííûõ ïðîöåññîâ, ïîçâîëÿ-þùåå ïðîâåñòè ðàñ÷åòû îïòèìàëüíûõ âàðèàíòîâ ñèíòåçà, ñîïîñòà-âèòü ðàçëè÷íûå óñëîâèÿ ïðîâåäåíèÿ ïðîöåññà, êîí�èãóðàöèè ðå-àêòîðà è ò. ï. Îäíèì èç îñíîâíûõ äîñòîèíñòâ ïðèìåíåíèÿ ìàòåìà-òè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè ðàçðàáîòêå ñîïîëèìåðèçàöèîííîãîïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü îñóùåñòâëåíèÿ åãî îïòèìèçàöèè.Â îáùåì ñëó÷àå ïîä îïòèìèçàöèåé ïðîèçâîäñòâà ïîëèìåðíûõ ìà-òåðèàëîâ ïîíèìàþò óëó÷øåíèå åãî êà÷åñòâà, óâåëè÷åíèå âûïóñêàïðîäóêòà è ñíèæåíèå çàòðàò. Ïðè îïòèìèçàöèè òåõíîëîãè÷åñêèõïðîöåññîâ ñèíòåçà ïîëèìåðîâ â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îïòèìàëüíî-ñòè öåëåñîîáðàçíî ïðèíèìàòü ìàêñèìàëüíóþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòüñ ó÷åòîì òðåáîâàíèé ê êà÷åñòâó ïîëó÷àåìîãî ñîïîëèìåðà.Ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ ñèíòåçà ïîëè-ìåðîâ ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå èìååò âûáîð ïðåäåëîâ èçìåíå-íèÿ ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà � òåìïåðàòóðû, äàâëåíèÿ è êîíöåíòðà-öèè. Ïîâûøåíèå òåìïåðàòóðû, äàâëåíèÿ è êîíöåíòðàöèè ðåàãåí-òîâ ïðèâîäèò ê ïîâûøåíèþ ñêîðîñòè ïðîöåññîâ.Ñîãëàñíî ìåòîäîëîãèè îïòèìèçàöèè íà ïåðâîì ýòàïå öåëåñîîá-ðàçíî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó êèíåòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè, çàêëþ÷àþ-ùóþñÿ â îïðåäåëåíèè íàèëó÷øèõ óñëîâèé ïðîâåäåíèÿ ïîëèìåðè-çàöèè, èñõîäÿ òîëüêî èç ïðèðîäû ñàìîãî ïðîöåññà è åãî êèíåòèêè.Ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è îïòèìàëüíûå ðå-æèìû ïðîâåäåíèÿ ïðîöåññà ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê èäåàëüíûåýòàëîííûå ðåæèìû, ê êîòîðûì ìîãóò áûòü ïðèáëèæåíû ðåàëüíûåóñëîâèÿ îñóùåñòâëåíèÿ ïðîöåññà ïî êîíêðåòíîé òåõíîëîãè÷åñêîéñõåìå. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è êèíåòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè îáóñëîâëåíà



88íàëè÷èåì â ïðîöåññàõ ïîëèìåðèçàöèè íåñêîëüêèõ îäíîâðåìåííîïðîòåêàþùèõ è êîíêóðèðóþùèõ ðåàêöèé, âñëåäñòâèå ÷åãî âûáîðîïòèìàëüíîãî ðåæèìà ñâîäèòñÿ ê íåòðèâèàëüíîìó ðåøåíèþ. Êè-íåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿþò äèíàìè÷åñêóþ ìîäåëü ïðîöåñ-ñà, â êîòîðîé êîíöåíòðàöèè ðåàãåíòîâ (îáû÷íî ìîíîìåðà è èíè-öèàòîðà) ðàññìàòðèâàþòñÿ â êà÷åñòâå �àçîâûõ êîîðäèíàò (ïåðå-ìåííûõ ñîñòîÿíèÿ) óïðàâëÿåìîãî îáúåêòà, à òåìïåðàòóðà � â êà-÷åñòâå óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà. Êðèòåðèé ìàêñèìàëüíîé ïðî-èçâîäèòåëüíîñòè îáû÷íî äîïîëíÿåòñÿ òðåáîâàíèÿìè ê çàäàííîìóêà÷åñòâó ïîëó÷àåìîãî ïîëèìåðà. Áîëåå ñòðîãèå òðåáîâàíèÿ ê êà-÷åñòâó ïîëèìåðà ó÷èòûâàþòñÿ ââåäåíèåì äîïîëíèòåëüíîãî óðàâ-íåíèÿ, ñâÿçûâàþùåãî îòíîñèòåëüíóþ ìîëåêóëÿðíóþ ìàññó ïîëè-ìåðà ñ óñëîâèÿìè åãî îáðàçîâàíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à êèíå-òè÷åñêîé îïòèìèçàöèè ñâîäèòñÿ ê âàðèàöèîííîé çàäà÷å íà óñëîâ-íûé ýêñòðåìóì. �åçóëüòàòû îïòèìèçàöèè èñïîëüçóþòñÿ ïðè âû-áîðå òèïà ðåàêòîðà. �åøåíèå çàäà÷è äàåò òåîðåòè÷åñêè íàèëó÷-øèé îïòèìàëüíûé òåìïåðàòóðíûé ãðà�èê ïðîâåäåíèÿ ïðîöåññà âàïïàðàòå ïåðèîäè÷åñêîãî äåéñòâèÿ èëè îïòèìàëüíûé òåìïåðàòóð-íûé ïðî�èëü â êàñêàäå ðåàêòîðîâ.Ñëåäóþùèì ýòàïîì ÿâëÿåòñÿ îïòèìèçàöèÿ òåõíîëîãè÷åñêîãîðåæèìà êîíêðåòíîãî ðåàêòîðà èëè òåõíîëîãè÷åñêîé ñõåìû. Çàäà-÷à îïòèìèçàöèè ñâîäèòñÿ çäåñü îáû÷íî ê îïðåäåëåíèþ îïòèìàëü-íûõ çíà÷åíèé òàêèõ ðåæèìíûõ ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà, êàê òåìïå-ðàòóðà â ðåàêòîðå è êîíöåíòðàöèÿ âî âõîäíîì ïîòîêå. Ìîäåëüïîëèìåðèçàòîðà âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïðåæíþþ ñèñòåìó êèíåòè÷åñêèõóðàâíåíèé ïðîöåññà, äîïîëíåííóþ óðàâíåíèÿìè òåïëî- è ìàññî-îáìåíà äëÿ êîíêðåòíîãî òèïà ðåàêòîðà. Òåìïåðàòóðà â ðåàêòîðåðàññìàòðèâàåòñÿ òåïåðü êàê �àçîâàÿ êîîðäèíàòà, à â êà÷åñòâå èñ-òèííûõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé ïðèíèìàþòñÿ òàêèå ïåðåìåí-íûå, êàê òåìïåðàòóðà òåïëîíîñèòåëÿ, òåìïåðàòóðà âõîäíîãî ïî-òîêà, âõîäíàÿ êîíöåíòðàöèÿ èíèöèàòîðà. Òðåáîâàíèÿ ê êà÷åñòâóïîëó÷àåìîãî ïîëèìåðà óäîáíî ó÷èòûâàòü ïóòåì íàëîæåíèÿ îãðà-



89íè÷åíèé íà âàðüèðóåìûå ðåæèìíûå ïåðåìåííûå. Ìàòåìàòè÷åñêàÿçàäà÷à îïòèìèçàöèè ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-âàíèÿ è çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñêàíèè ýêñòðåìóìà �óíêöèè íåñêîëü-êèõ ïåðåìåííûõ [7℄. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ïîäâàëüíûé Ñ. Ë. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîìûøëåííûõ ïðîöåññîâïîëèìåðèçàöèè. � Ì.: Õèìèÿ, 1979. � 156 ñ.[2℄ Ìè�òàõîâ Ý. Í., Íàñûðîâ È. Ø., Ìóñòà�èíà Ñ. À. �åøåíèåïðÿìîé è îáðàòíîé êèíåòè÷åñêèõ çàäà÷ äëÿ ïðîöåññà ýìóëü-ñèîííîé ñîïîëèìåðèçàöèè áóòàäèåíà ñî ñòèðîëîì // Áàøêèð-ñêèé õèìè÷åñêèé æóðíàë. � 2011. � � 2. � Ñ. 335�336.[3℄ Ìè�òàõîâ Ý. Í., Íàñûðîâ È. Ø., Ìóñòà�èíà Ñ. À.Ìîäåëè-ðîâàíèå ïðîöåññà ýìóëüñèîííîé ñîïîëèìåðèçàöèè áóòàäèåíàñî ñòèðîëîì // Âåñòíèê Áàøêèðñêîãî óíèâåðñèòåòà. � 2011.� � 1. � Ñ. 21�24.[4℄ Ìè�òàõîâ Ý. Í., Ìóñòà�èíà Ñ. À. Ìîäåëèðîâàíèå è òåî-ðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññà ýìóëüñèîííîé ñîïîëèìå-ðèçàöèè íåïðåðûâíûì ñïîñîáîì // Âåñòíèê Ó�ÀÒÓ. Ñåðèÿ"Óïðàâëåíèå, âû÷èñëèòåëüíàÿ òåõíèêà è èí�îðìàòèêà". �2011. � � 5. � Ñ. 98�104.[5℄ Ìè�òàõîâ Ý. Í., Ìóñòà�èíà Ñ. À., Íàñûðîâ È. Ø. Ìîäå-ëèðîâàíèå ïðîöåññà ñâîáîäíîðàäèêàëüíîé ñîïîëèìåðèçàöèèáóòàäèåíà ñî ñòèðîëîì â ïðîèçâîäñòâå ýìóëüñèîííûõ êàó÷ó-êîâ // Âåñòíèê Ê�ÒÓ. � 2012. � � 24. � Ñ. 78�81.[6℄ D. Gillespie Exa
t sto
hasti
 simulation of 
oupled 
hemi
alrea
tions // The Journal of Physi
al Chemistry. � 1977. �� 81(25). � p. 2340�2361.[7℄ Êà�àðîâ Â. Â., Äîðîõîâ È. Í., Äðàíèøíèêîâ Ë. Â. Ñèñòåì-íûé àíàëèç ïðîöåññîâ õèìè÷åñêîé òåõíîëîãèè. � Ì.: Íàóêà,1991. � 350 ñ.



90 ÓÄÊ 517ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ È ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÅ ÇÍÀ×ÅÍÈßÎÄÍÎÉ Ê�ÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È Â ÏÎËÎÑÅÍóãàåâà È.�. (ÓÔÀ, Áàø�Ó)Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà äâóìåð-íîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà â ïîëîñå
Π = {(x, y), x ∈ R, 0 ≤ y ≤ π}. �àññìîòðèì îïåðàòîð:
L0u = −∆u+ x2u çàäà÷è Äèðèõëå, ãäå ∆ = ∂2

∂x2 +
∂2
∂y2

â ïðîñòðàí-ñòâå L2(Π).Îáîçíà÷èì ÷åðåç λmn� ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L0, ÷å-ðåç Pmn� ïðîåêòîðû íà ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðà
L0, ñîîòâåòñòâóþùèå λmn. Îñíîâíîé öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿ-åòñÿ èññëåäîâàíèå ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê îïåðàòîðà L0.Â îïåðàòîðå L0, ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå, ïîëó÷èì ñóììó äâóõ îä-íîìåðíûõ îïåðàòîðîâ:

L0u = L1u+ L2u,ãäå L1u = −∂2u
∂x2 + x2u � îäíîìåðíûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîðâ ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2(R); L2u = −∂2u

∂y2
, 0 ≤ y ≤ π,

y(0) = y(π) = 0 � îäíîìåðíûé îïåðàòîð Ëàïëàñà çàäà÷è Äèðèõëå.�àññìîòðèì îïåðàòîð L1u = −∂2u
∂x2+x

2u â L2(R).Õîðîøî èçâåñò-íî [1℄, ÷òî ñïåêòð îïåðàòîðà L1 ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
λm = 2m+ 1, m=0,1..., à ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâååíûå �óíêöèè
ϕm(x) = (2mm!

√
π)−

1
2e−

x2
2 Hm(x), ãäå Hm(x) � ìíîãî÷ëåíû Ýðìè-òà.�àññìîòðèì îïåðàòîð L2u = −∂2u

∂y2
çàäà÷è Äèðèõëå.Õîðîøî èç-âåñòíî [4℄, ÷òî λn = n2 � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L2,

fn(y) =
√

2
π
sinny � ñîáñòâåííûå �óíêöèè îïåðàòîðà L2.Ñëåäîâàòåëüíî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λmn îïåðàòîðà L0 èìåþòâèä λmn = 2m+ 1 + n2, m = 0, 1..., n = 1, 2....



91Òàê êàê ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L0 çàâèñÿò îò äâóõöåëî÷èñëåííûõ ïåðåìåííûõ, ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî èìåþòñÿ êðàò-íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Ïîñêîëüêó λ01 = 2 � ïðîñòîå ñîáñòâåí-íîå çíà÷åíèå, ðàçîáüåì ïîëóèíòåðâàë [4,∞) íà ïîëóèíòåðâàëû
[(2n)2, (2n+ 1)2) è [(2n+ 1)2, (2n+ 2)2), n = 1, 2, 3....�àññìîòðèì λmn ∈

[
(2n)2, (2n+ 1)2

), ïðè÷åì λmn ïðåäñòà-âèì â âèäå λ
(1)
mn = (2n)2 + 2m + 1, m = 0, 1, ..., (2n − 1).Òàê êàê λ

(1)
mn � íå÷åòíîå ÷èñëî, òî èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

λ
(1)
mn = (2n)2 + 2m+ 1 = (2k)2 + 2s+ 1, îòêóäà s = 2(n2 − k2) +m,ïðè÷åì k = 1, 2, ..., n. Ñëåäîâàòåëüíî, êðàòíîñòü λ(1)mn ïðè êàæäîì
m = 0, 1, ..., (2n− 1) ðàâíà n.Òåïåðü ðàññìîòðèì λmn ∈

[
(2n)2, (2n+ 1)2

), ïðè÷åì
λmn ïðåäñòàâèì â âèäå λ

(2)
mn = (2n)2 + 2m, m = 0, 1, ..., 2n.Òàê êàê λ

(2)
mn � ÷åòíîå ÷èñëî, òî èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå:

λ
(2)
mn = (2n)2 + 2m = (2k + 1)2 + 2s + 1, îòêóäà
s = 2(n2 − k2 − k) + m − 1, ïðè÷åì k = 0, 1, 2, ..., (n − 1). Ñëå-äîâàòåëüíî êðàòíîñòü λ(2)mn ïðè êàæäîì m = 0, 1, ..., 2n ðàâíà n.�àññìîòðèì λmn ∈

[
(2n+ 1)2, (2n+ 2)2

), ïðè÷åì λmn ïðåä-ñòàâèì â âèäå λ
(3)
mn = (2n + 1)2 + 2m + 1, m = 0, 1, ..., 2n.Òàê êàê λ

(3)
mn � ÷åòíîå ÷èñëî, òî èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå:

λ
(3)
mn = (2n + 1)2 + 2m + 1 = (2k + 1)2 + 2s + 1, îòêóäà
s = 2(n2 − k2 + n− k) +m, ïðè÷åì k = 1, 2, ..., n. Ñëåäîâàòåëüíî,êðàòíîñòü λ(3)mn ïðè êàæäîì m = 0, 1, ..., 2n ðàâíà n.Òåïåðü ðàññìîòðèì λmn ∈

[
(2n+ 1)2, (2n+ 2)2

), ïðè÷åì λmnïðåäñòàâèì â âèäå λ(4)mn = (2n + 1)2 + 2m, m = 1, 2, ..., (2n + 1).Òàê êàê λ
(4)
mn � íå÷åòíîå ÷èñëî, òî èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå:

λ
(4)
mn = (2n+1)2+2m = (2k)2+2s+1, îòêóäà s = 2(n2−k2+n)+m,ïðè÷åì k = 1, 2, ..., n. Ñëåäîâàòåëüíî, êðàòíîñòü λ(4)mn ïðè êàæäîì
m = 1, 2, ..., (2n+ 1) ðàâíà n.Òàêèì îáðàçîì êðàòíîñòü λmn ïðè êàæäîì m ðàâíà n.Ïóñòü P (1)

s � îðòîíîðìèðîâàííûé ïðîåêòîð íà ñîáñòâåííîå ïîä-



92ïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà L1, ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåííûì çíà÷å-íèÿì 2s + 1, òî åñòü P
(1)
s ϕ = (ϕ, ϕs)ϕs, ãäå

ϕs(x) = (2ss!
√
π)−

1
2e−

x2
2 Hs(x). À P (2)

l � îðòîíîðìèðîâàííûé ïðîåê-òîð íà ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà L2, ñîîñòâåòñòâóþ-ùèå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì l2, òî åñòü
P

(2)
l f = (f, fl)fl, ãäå fl(y) =

√
2
π
sinly , y ∈ [0, π]. Òîãäà îðòîãî-íàëüíûé ïðîåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ

(1)
mnèìååò âèä:

P
(1)
mn =

∑n
k=1 P

(1)
2(n2−k2)+m ⊗ P

(2)
2k ,îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷å-íèþ λ

(2)
mn èìååò âèä:

P
(2)
mn =

∑n
k=1 P

(1)
2(n2−k2−k)+m−1 ⊗ P

(2)
2k+1,îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷å-íèþ λ

(3)
mn èìååò âèä:

P
(3)
mn =

∑n
k=1 P

(1)
2(n2−k2+n−k)+m ⊗ P

(2)
2k+1,îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷å-íèþ λ

(4)
mn èìååò âèä:

P
(4)
mn =

∑n
k=1 P

(1)
2(n2−k2+n)+m ⊗ P

(2)
2k�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿè íàóêè �Ô (ñîãëàøåíèå 14.Â37.21.0358).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ôàçóëëèí Ç. Þ., Ìóðòàçèí Õ. Õ. �åãóëÿðèçîâàííûé ñëåääâóìåðíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà //Ìàòåìàòè÷åñêèéñáîðíèê.2001. Ò.192. �5. Ñ. 87�124[2℄ Ìóðòàçèí Õ. Õ., Ôàçóëëèí Ç. Þ. Ñïåêòð è �îðìóëà ñëåäîâäâóìåðíîãî îïåðàòîðà Øð¼äèíãåðà â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîìïîëå // Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 2009. Ò.45 �4. Ñ. 549�563



93[3℄ �èä Ì., Ñàéìîí Á. Ìåòîäû ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé�èçèêè. Ò.4. Àíàëèç îïåðàòîðîâ. Ì.: Ìèð, 1982[4℄ Âëàäèìèðîâ Â.Ñ. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. Ì.:Íàóêà, 1981[5℄ Êîëìîãîðîâ À.Í., Ôîìèí Ñ.Â. Ýëåìåíòû òåîðèè �óíêöèé è�óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Ì.: Ìèð, 1982
ÓÄÊ 517ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ Ê�ÀÒÍÎÑÒÈ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕÇÍÀ×ÅÍÈÉ ÄÂÓÌÅ�ÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÍÀ ÏÎËÓÏÎËÎÑÅÍóðòäèíîâ �. �. (Ó�à, Áàø�Ó)ÂâåäåíèåÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î íàõîæäåíèÿ êðàòíîñòèñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äâóìåðíîé çàäà÷è íà ïîëóïîëîñå.�àññìîòðèì îïåðàòîð:

{
H0u = −∆u+ x2u

u|∂Π = 0ãäå ∂Π- ãðàíèöà ïîëóïîëîñû ∏ = {(x, y), x ≥ 0, 0 ≤ y ≤ π} .�1. Èññëåäîâàíèå ñïåêòðà è îïðåäåëåíèå êðàòíîñòåé.�àññìîòðèì îïåðàòîð:
{
H0u = −∆u+ x2u

u|∂Π = 0
(1)



94 Îïåðàòîð H0 ïðåäñòàâèì â âèäå ïðÿìîé ñóììû
H0u = H1u ⊕H2u, ãäå H1u = −u′′xx + x2u - îïåðàòîð îäíîìåðíî-ãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëÿòîðà; H2u = −u′′yy - îïåðàòîð Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ.Îáîçíà÷èì ñîîòâåñòâåííî îáëàñòè îïåðàòîðîâ H1 è H2:
DH1 =

{
u(x) ∈ L2(0; +∞), u′(x) ∈ AC(0; +∞), u(0) = 0

}
,

DH2 =
{
u(y) ∈ W 2

2 [0; π], u(0) = u(π) = 0
}
.Èçâåñòíî, ÷òî ñïåêòð îïåðàòîðà H1 ñîñòîèò èç 
îáñòâåííûõ÷èñåë λk = 4k− 1, ãäå k = 1, 2, 3, ..., ñîîòâåñòâóþùèå ñîáñòâåííûå�óíêöèè èìåþò âèä

gk(x) =
√
2(22k+1

√
π(2k + 1)!)−

1
2e−

x2

2 H2k+1(x)ãäå H2k+1(x) - ìíîãî÷ëåí Ýðìèòà. Ñïåêòð îïåðàòîðà H2 ñîñòîèòèç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë νm = m2, ãäå m = 1, 2, 3, ..., ñîîòâåñòâóþ-ùèå ñîáñòâåííûå �óíêöèè èìåþò âèä fm(y) =
√

2
π
sinmy. Òîãäàñïåêòð îïåðàòîðà H0 åñòü ìíîæåñòâî

σ(H0) =
{
m2 + 4k − 1

∣∣ m ≥ 1, k ≥ 1
}Îïðåäåëèì êðàòíîñòü ñîáñòâåííûõ ÷èñåë

µkm = m2+4k−1 îïåðàòîðàH0, µkm ∈ (n2, (n+1)2). Î÷åâèäíî, ÷òîñïåêòð îïåðàòîðà H0 èìååò âèä n2+S. �àññìîòðèì âñåâîçìîæíûåñëó÷àè.1. Ïóñòü n-÷åòíîå, n = 2N, ãäå N = 1, 2, 3, ... Òîãäà S ìîæåòáûòü êàê ÷åòíûì òàê è íå ÷åòíûì.a) Åñëè S = 2l - ÷åòíîå, òî äëÿ ñïåêòðà îïåðàòîðà H0 èìååìóðàâíåíèå:
4N2 + 2l = m2 + 4k − 1, (2)îòñþäà 4N2 + 2l − 4k = m2 − 1 - ÷åòíîå, ò.å. m - íå÷åòíîå,

m = 2τ + 1, ãäå τ ≥ 0. Èòàê,
m2 − 1 = 4τ 2 + 4τ. (3)



95Îïðåäåëèì l. Èç �îðìóë (2) è (3) ñëåäóåò, ÷òî
4τ 2 + 4τ + 4k = 4N2 + 2l, (4)îòñþäà
l = 2(τ 2 + τ + k −N2) = 2d, (5)ò.å. l - ÷åòíîå. Èç ðàâåíñòâ (4) è (5) íàéäåì k:

k = N2 − τ 2 − τ +
l

2
= N2 − τ 2 − τ + d. (6)Îïðåäåëèì, êàê ìåíÿåòñÿ τ . Ìû ðàññìàòðèâàåì ñîáñòâåííûå÷èñëà µkm = m2 + 4k − 1 íà ïðîìåæóòêå

(n2, (n+ 1)2), ïîýòîìó
m2 < (n+ 1)2. (7)Îòñþäà, òàê êàê m = 2τ + 1, à n = 2N , òî ñïðàâåäëèâîíåðàâåíñòâî

(2τ + 1)2 < (2N + 1)2.�åøàÿ ýòî íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èì
τ < N. (8)Çíà÷èò, 0 ≤ τ ≤ N − 1. Èç ñîîòíîøåíèé (2) è (5) ñëåäóåò, ÷òî

2l = 4d = 4τ 2 + 4τ + 4k − 4N2Îòñþäà è èç �îðìóëû (4) ïîëó÷èì ðàâåíñòâî 4d + 4N2 =

4τ 2 + 4τ + 4k.Îïðåäåëèì êàê ìåíÿåòñÿ d. Òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì ñïåêòðíà (n2, (n+ 1)2) îïåðàòîðà H0, êîòîðûé èìååò âèä n2 + S, òî
n2 + S < (n+ 1)2, (9)



96 ãäå S = 2l, n = 2N , à èç �îðìóëû (5) çàêëþ÷àåì, ÷òî S = 4d.Òîãäà èç ðàâåíñòâà (9) èìååì
4N2 + 4d < (2N + 1)2. (10)�åøàÿ íåðàâåíñòâî (10), ïîëó÷èì

d < N +
1

4
.Çíà÷èò, 1 ≤ d ≤ N .Èòàê, êðàòíîñòü ñîáñòâåííûõ ÷èñåë µkm îïåðàòîðà H0 íà ïðî-ìåæóòêå (n2, (n+ 1)2) ïðè S è n- ÷åòíûå, ðàâåí N .b) Åñëè S = 2l + 1 - íå÷åòíîå, òî äëÿ ñïåêòðà îïåðàòîðà H0èìååì óðàâíåíèå:

4N2 + 2l + 1 = m2 + 4k − 1, (11)îòñþäà 4N2+2l+1− 4k = m2 − 1 - íå÷åòíîå, ò.å. m - ÷åòíîå,
m = 2τ , ãäå τ ≥ 0. Èòàê,

m2 − 1 = 4τ 2 − 1. (12)Îïðåäåëèì l. Èç �îðìóë (11) è (12) ñëåäóåò, ÷òî
4N2 + 2l + 1 = 4τ 2 + 4k − 1, (13)îòñþäà
l = 2τ 2 + 2k − 2N2 − 1, (14)ò.å. l = 2d − 1 - íå÷åòíîå. Îòñþäà 2l + 1 = 4d − 1, òî åñòü

S = 4d− 1. Èç ðàâåíñòâà (13) íàéäåì k:
k = N2 − τ 2 +

l + 1

2
= N2 − τ 2 + d. (15)Îïðåäåëèì, êàê ìåíÿåòñÿ τ . Ìû ðàññìàòðèâàåì ñîáñòâåííûå÷èñëà µkm = m2+4k−1 íà ïðîìåæóòîêå (n2, (n+1)2), ïîýòîìó

m2 < (n+ 1)2. (16)



97Îòñþäà, òàê êàê m = 2τ , à n = 2N , òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-ñòâî
(2τ)2 < (2N + 1)2�åøàÿ ýòî íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èì
τ 2 < N2 +N +

1

4
. (17)Çíà÷èò, 1 ≤ τ ≤ N . Îïðåäåëèì êàê ìåíÿåòñÿ d. Òàê êàê ìûðàññìàòðèâàåì ñïåêòð (n2, (n + 1)2) îïåðàòîðà H0, êîòîðûéèìååò âèä n2 + S, òî

n2 + S < (n+ 1)2, (18)ãäå S = 2l + 1 = 4d − 1, n = 2N . Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ (18)èìååì
4N2 + 4d− 1 < (2N + 1)2. (19)�åøàÿ íåðàâåíñòâî (19) ïîëó÷èì

d < N +
1

2Çíà÷èò, 1 ≤ d ≤ N .Èòàê, êðàòíîñòü ñîáñòâåííûõ ÷èñåë µkm îïåðàòîðàH0 íà ïðî-ìåæóòêå (n2, (n + 1)2) ïðè S- íå ÷åòíûì è n- ÷åòíûå, ðàâåí
N .2. Ïóñòü n-íå÷åòíîå, n = 2N + 1, ãäå N = 1, 2, 3, ... Òîãäà Sìîæåò áûòü êàê ÷åòíûì òàê è íå ÷åòíûì:a) Åñëè S = 2l - ÷åòíîå, òî äëÿ ñïåêòðà îïåðàòîðà H0 èìåååìóðàâíåíèå:

(2N + 1)2 + 2l = m2 + 4k − 1, (20)îòñþäà m2 = 4N2 + 4N + 2l − 4k + 2 - ÷åòíîå, m = 2τ , ãäå
τ ≥ 0. Èòàê,

m2 − 1 = 4τ 2 − 1. (21)



98 Îïðåäåëèì l. Èç �îðìóë (20) è (21) ñëåäóåò, ÷òî
4N2 + 4N + 2l + 1 = 4τ 2 + 4k − 1, (22)îòñþäà
l = 2τ 2 + 2k − 2N2 − 2N − 1, (23)ò.å. l = 2d−1 - íå÷åòíîå. Îòñþäà 2l = 4d−2, òî åñòü S = 4d−2.Èç ðàâåíñòâà (22) íàéäåì k:

k = N2 − τ 2 +N +
l + 1

2
= N2 − τ 2 +N + d. (24)Îïðåäåëèì, êàê ìåíÿåòñÿ τ . Ìû ðàññìàòðèâàåì ñîáñòâåííûå÷èñëà µkm = m2+4k−1 íà ïðîìåæóòîêå (n2, (n+1)2), ïîýòîìó

m2 < (n+ 1)2. (25)Îòñþäà, òàê êàê m = 2τ , à n = 2N + 1, òî ñïðàâåäëèâîíåðàâåíñòâî
(2τ)2 < (2N + 2)2.�åøàÿ ýòî íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èì
τ 2 < N2 + 2N + 1 (26)Çíà÷èò, 1 ≤ τ ≤ N .Îïðåäåëèì êàê ìåíÿåòñÿ d. Òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì ñïåêòðíà (n2, (n+ 1)2) îïåðàòîðà H0, êîòîðûé èìååò âèä n2 + S, òî
n2 + S < (n+ 1)2, (27)ãäå S = 2l = 4d− 2, n = 2N + 1, à èç �îðìóëû (27) èìååì

(2N + 1)2 + 4d− 2 < (2N + 2)2. (28)�åøàÿ íåðàâåíñòâî (28), ïîëó÷èì
d < N + 1 +

1

4



99Çíà÷èò, 1 ≤ d ≤ N + 1.Èòàê, êðàòíîñòü ñîáñòâåííûõ ÷èñåë µkm îïåðàòîðàH0 íà ïðî-ìåæóòêå (n2, (n + 1)2) ïðè S- ÷åòíûì è n- íå÷åòíûì, ðàâåí
N .b) Åñëè S = 2l + 1 - íå÷åòíîå, òî äëÿ ñïåêòðà îïåðàòîðà H0èìååì óðàâíåèå:

(2N + 1)2 + 2l + 1 = m2 + 4k − 1, (29)îòñþäà 4N2 + 2N + 2 + 2l − 4k = m2 − 1 - ÷åòíîå, ò.å. m -íå÷åòíîå, m = 2τ + 1, ãäå τ ≥ 0. Èòàê,
m2 − 1 = 4τ 2 + 4τ. (30)Îïðåäåëèì l. Èç �îðìóë (29) è (30) ñëåäóåò, ÷òî

(2N + 1)2 + 2l + 1 = (2τ + 1)2 + 4k − 1, (31)îòñþäà
l = 2τ 2 + 2τ + 2k − 2N2 − 2N − 1, (32)ò.å. l = 2d − 1 - íå÷åòíîå. Îòñþäà 2l + 1 = 4d − 1, òî åñòü

S = 4d− 1. Èç ðàâåíñòâà (32) íàéäåì k:
k = N2 +N − τ 2 − τ +

l + 1

2
= N2 +N − τ 2 − τ + d. (33)Îïðåäåëèì, êàê ìåíÿåòñÿ τ . Ìû ðàññìàòðèâàåì ñîáñòâåííûå÷èñëà µkm = m2 + 4k − 1 íà ïðîìåæóòêå

(n2, (n+ 1)2), ïîýòîìó
m2 < (n+ 1)2. (34)Îòñþäà, òàê êàê m = 2τ + 1, à n = 2N + 1, òî ñïðàâåäëèâîíåðàâåíñòâî

(2τ + 1)2 < (2N + 2)2.



100 �åøàÿ ýòî íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èì
τ 2 + τ +

1

4
< N2 +N + 1. (35)Çíà÷èò, 1 ≤ τ ≤ N .Îïðåäåëèì êàê ìåíÿåòñÿ d. Òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì ñïåêòðíà (n2, (n+ 1)2) îïåðàòîðà H0, êîòîðûé èìååò âèä n2 + S, òî

n2 + S < (n+ 1)2, (36)ãäå S = 2l + 1 = 4d − 1, n = 2N + 1,à èç �îðìóëû (36)çàêëþ÷àåì
(2N + 1)2 + 4d− 1 < (2N + 2)2. (37)�åøàÿ íåðàâåíñòâî (37) ïîëó÷èì

d < N + 1Çíà÷èò, 1 ≤ d ≤ N + 1.Èòàê, êðàòíîñòü ñîáñòâåííûõ ÷èñåë µkm îïåðàòîðà H0 íà ïðî-ìåæóòêå (n2, (n+1)2) ïðè S- íå÷åòíûì è n- íå÷åòíûì, ðàâåí
N . ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Ôàçóëëèí Ç.Þ., Ìóðòàçèí Õ.Õ.�åãóëÿðèçîâàííûé ñëåä äâóìåðíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëÿ-òîðà. // Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê 2001 Ò.192 �5 Ñ. 87-124.[2℄ Ëåáåäåâ Í.Í.Àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ öèëèíäðè÷åñêèõ �óíêöèéäëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà. // Ñïåöèàëüíûå �óíêöèèè èõ ïðèëîæåíèÿ. 1963. Èçäàíèå âòîðîå, ïåðåðàáîòàííîå è äî-ïîëíåííîå. Ñ.153-158.



101[3℄ Âàòñîí �.Í.Àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ Áåññåëåâûõ �óíêöèé. //Òåî-ðèÿ Áåññåëåâûõ �óíêöèé. 1949. ×àñòü ïåðâàÿ. Ïåðåâîä ñî 2-ãîàíãëèéñêîãî èçäàíèÿ Â.Ñ. Áåðìàíà. Ñ.222-231.[4℄ Ìóðòàçèí Õ.Õ., Ñàäîâíè÷èé Â.À., Òóëüêóáàåâ �.Ç.Àñèìïòîòèêà ñïåêòðà è �îðìóëà ñëåäîâ äëÿ äè��åðåíöèàëü-íûõ îïåðàòîðîâ ñ íåîãðàíè÷åííûìè êîý��èöèåíòàìè. // Äî-êëàäû àêàäåìèè íàóê, 2007, òîì 416, �6, Ñ. 740-744.[5℄ Ñàäîâíè÷èé Â.À.Î íåêîòîðûõ òîæäåñòâàõ äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ñèíãóëÿð-íûõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Ñîîò-íîøåíèå äëÿ íóëåé �óíêöèè Áåññåëÿ. // Âåñòíèê Ì�Ó.Ñåð.1.Ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà. 1971. �3. Ñ. 77-86.[6℄ �ðàäøòåéí È.Ñ., �ûæèê È.Ì.Èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ �óíêöèé. // Òàáëèöû èíòåãðà-ëîâ, ñóìì, ðÿäîâ è ïðîèçâåäåíèé. Èçäàíèå 4-îå ïåðåðàáîòàí-íîå ïðè ó÷àñòèå Þ.Â. �åðîíèìóñà, Ì.Þ. Öåéòëèíà Ñ.972-979.ÓÄÊ 517.982.1Ê ÒÅÎ�ÅÌÅ ÕÀÍÀ�ÁÀÍÀÕÀÕàáèáóëëèí Ô.Á.2, Õàáèáóëëèíà Ý.Á. (Ó�à, Áàø�Ó)Ïóñòü X � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ÷èñåë R. Äàëåå {−∞} ∪ R ∪ {+∞} =: [−∞,+∞] � ðàñøèðåí-íàÿ âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ ñ åñòåñòâåííûì îòíîøåíèåì ïîðÿäêà
6; R∪ {+∞} =: (−∞,+∞] è {−∞}∪R =: [−∞,+∞) � ïîëó-ðàñøèðåíèÿ R ñîîòâåòñòâåííî âïðàâî è âëåâî.2�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ, ãðàíò � 13�01�00030a



102 Äëÿ ìíîæåñòâ A,B, êàê îáû÷íî, ÷åðåç BA îáîçíà÷àåì ìíî-æåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé f : A → B, èëè �óíêöèîíàëîâ, åñëè B� ýòî R èëè îäíî èç ðàñøèðåíèé R, èëè �óíêöèé, åñëè B = R.Äëÿ S ⊂ A ñóæåíèå f íà S îáîçíà÷àåì f
∣∣
S
. ×åðåç X lin îáî-çíà÷àåì ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ �óíêöèîíàëîâ l ∈ RX íà X, ò. å.

l(α1x1+α2x2) = α1l(x1)+α2l(x2) äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ X, α1, α2 ∈ R.Ïóñòü Y � âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â X. Ôóíêöèîíàë
q : X → [−∞,+∞] äîïóñêàåò äâîéñòâåííîå ëèíåéíîå ïðåäñòàâ-ëåíèå (ñâåðõó) íà âåêòîðå y ∈ Y îòíîñèòåëüíî Y , åñëè [1; Îïðå-äåëåíèå 3.3℄

q(y) = inf{l(y) : l ∈ Y lin, q(y′) 6 l(y′) ∀ y′ ∈ Y }. (1)Åñëè (1) âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî y ∈ Y , òî q äîïóñêàåò äâîéñòâåí-íîå ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå íà Y .Ôóíêöèîíàë q ñóïåðàääèòèâíûé íà X, åñëè q(x1 + x2) >

q(x1)+q(x2) äëÿ âñåõ x1, x2 ∈ X. Ïîñêîëüêó ñóììû (+∞)+(−∞)è (−∞)+ (+∞) â [−∞,+∞] íå îïðåäåëåíû, äàííîå çäåñü îïðåäå-ëåíèå ñóïåðàääèòèâíîñòè êîððåêòíî òîëüêî â äâóõ ñëó÷àÿõ: êîãäàîáðàç im q ⊂ [−∞,+∞) èëè im q ⊂ (−∞,+∞]. (2)Ôóíêöèîíàë q ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíûé, åñëè q(λx) =

λq(x) äëÿ âñåõ x ∈ X è λ > 0 (ïðè ýòîì λ · ±∞ := ±∞). Â÷àñòíîñòè[1; � 3℄, åñëè q � ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíûé �óíêöèî-íàë è q(0) 6= ±∞, òî q(0) = 0.Ôóíêöèîíàë q âîãíóòûé, åñëè íåðàâåíñòâî
q(α1x1 + α2x2) > α1q(x1) + α2q(x2) (3)âûïîëíåíî äëÿ âñåõ x1, x2 ∈ X è α1, α2 ∈ (0, 1), α1 + α2 = 1. Èçòåõ æå ñîîáðàæåíèé, ÷òî è ïðè îïðåäåëåíèè ñóïåðàääèòèâíîñòè,îïðåäåëåíèå âîãíóòîñòè �óíêöèîíàëà êîððåêòíî òîëüêî â äâóõñëó÷àÿõ (2). Ñèìâîëàìè ±∞ îáîçíà÷àåì òàêæå è �óíêöèîíàëû

−∞ : x 7→ −∞ ∈ [−∞,+∞], +∞ : x 7→ +∞ ∈ [−∞,+∞], x ∈ X.(4)



103Äëÿ ïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà ∅ ⊂ [−∞,+∞], êàê îáû÷íî, ïîëàãàåì
sup∅ := −∞, inf ∅ := +∞. (5)Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî ýëåìåíòàðíîåÏðåäëîæåíèå 1 (ñð. ñ [2; Ïðåäëîæåíèå 1.3℄). Ïóñòü q � ñó-ïåðàääèòèâíûé èëè âîãíóòûé �óíêöèîíàë íà X è ñóùåñòâóåòâåêòîð x0 ∈ X, äëÿ êîòîðîãî q(x0) = +∞. Òîãäà q = +∞ âîáîçíà÷åíèÿõ (4) è äîïóñêàåò äâîéñòâåííîå ëèíåéíîå ïðåäñòàâ-ëåíèå (ñâåðõó) íà X.Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà x ∈ X ïðè ñóïåðàä-äèòèâíîñòè q èìååì

q(x) = q
(
x0+(x−x0)

)
> q(x0)+q(x−x0) = (+∞)+q(x−x0)

(2)
= +∞,à ïðè âîãíóòîñòè q ïîëó÷àåì

q(x) = q

(
1

2
x0 +

1

2
(2x− x0)

) (3)
>

1

2
q(x0) +

1

2
q(2x− x0)

= (+∞) +
1

2
q(2x− x0)

(2)
= +∞.Â ñèëó (5) äëÿ �óíêöèîíàëà q = +∞ ïðè Y = X ïîëó÷àåì (1) èäâîéñòâåííîå ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå íà X.Òåïåðü â îïðåäåëåíèå âîãíóòîñòè íåðàâåíñòâî (3) ìîæíî ðàñ-ïðîñòðàíèòü è íà ñëó÷àé α1, α2 ∈ [0, 1], åñëè â [−∞,+∞] ïîëàãàòü(ñì. è ñð. [3; 1.3.1℄)

0 · (+∞) :=: (+∞) · 0 := 0, íî 0 · (−∞) :=: (−∞) · 0 := −∞.×åðåç Xaff îáîçíà÷àåì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R à��èí-íûõ �óíêöèîíàëîâ a ∈ RX íà X, ò. å.
a(α1x1 + α2x2) = α1a(x1) + α2a(x2)



104äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ X, α1, α2 ∈ R, α1 + α2 = 1. Êàæäûé òàêîé�óíêöèîíàë îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå a = l + c · 1, ãäå
l ∈ X lin, c = a(0) ∈ R è 1 : x 7→ 1, x ∈ X, � �óíêöèÿ, ðàâíàÿòîæäåñòâåííî 1, è íàîáîðîò, êàæäûé �óíêöèîíàë âèäà l+ c · 1 �à��èííûé. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ ëþáîãî c ∈ R �óíêöèîíàë qâîãíóòûé, åñëè è òîëüêî åñëè q + c · 1 � âîãíóòûé �óíêöèîíàë.Ôóíêöèîíàë q ∈ [−∞,+∞]X äîïóñêàåò äâîéñòâåííîå à�-�èííîå ïðåäñòàâëåíèå (ñâåðõó) íà âåêòîðå y ∈ Y îòíîñèòåëüíîïîäïðîñòðàíñòâà Y ⊂ X, åñëè

q(y) = inf{a(y) : a ∈ Y aff, q(y′) 6 a(y′) ∀ y′ ∈ Y }. (6)Åñëè (6) âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî y ∈ Y , òî q äîïóñêàåò äâîéñòâåí-íîå à��èííîå ïðåäñòàâëåíèå íà Y .Ïóñòü q, p � �óíêöèîíàëû, îïðåäåëåííûå íà íåêîòîðîì ìíî-æåñòâå S, ñî çíà÷åíèÿìè â [−∞,+∞]. Ïèøåì ¾q 6 p íà S¿, åñëè
q(s) 6 p(s) äëÿ âñåõ s ∈ S. Äðóãèìè ñëîâàìè, p ìàæîðèðóåò qíà S, èëè q ìèíîðèðóåò p íà S.Êàê âåðñèè Òåîðåì Õàíà�Áàíàõà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ñëå-äóþùàÿÎñíîâíàÿ Òåîðåìà. Ïóñòü q ∈ RX � �óíêöèÿ, ò. å. im q ⊂ R.(1) Åñëè q � ñóïåðàääèòèâíûé ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíûé �óíê-öèîíàë, òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X íàéäåòñÿ l ∈ X lin, äëÿ êîòî-ðîãî l(x) = q(x) è q 6 l íà X; â ÷àñòíîñòè, q äîïóñêàåòäâîéñòâåííîå ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå íà X.(2) Åñëè q � âîãíóòûé �óíêöèîíàë, òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X íàé-äåòñÿ �óíêöèîíàë a ∈ Xaff , äëÿ êîòîðîãî a(x) = q(x) è

q 6 a íà X; â ÷àñòíîñòè, q äîïóñêàåò äâîéñòâåííîå à�-�èííîå ïðåäñòàâëåíèå íà X.Äîêàçàòåëüñòâî. ×àñòü (1) äîêàçûâàåòñÿ, íàïðèìåð, â [4; ãë. XI,� 1, ï. 4℄, [5; II.1.4.III℄. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ÷àñòè (2) áóäåò èñ-ïîëüçîâàíà îáîáùåííàÿ



105Òåîðåìà Õàíà�Áàíàõà (î ïðîäîëæåíèè ëèíåéíîãî �óíêöèî-íàëà, ñì. [6℄). Ïóñòü X � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî X íàä R,
q ∈ RX � âîãíóòûé �óíêöèîíàë, X0 � âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàí-ñòâî â X. Äîïóñòèì, ÷òî ñóæåíèå q∣∣

X0
�óíêöèîíàëà q íà X0ìèíîðèðóåò �óíêöèîíàë l0 ∈ X lin

0 íà X0. Òîãäà íàéäåòñÿ �óíê-öèîíàë l ∈ X lin ñ ñóæåíèåì l
∣∣
X0
= l0, ìàæîðèðóþùèé q íà X.Ïóñòü x = 0 ∈ X, X0 = {0} ⊂ X. Òîãäà íóëåâîé ëèíåéíûé�óíêöèîíàë l0 := 0 · 1 íà X0 ñîâïàäàåò ñ ñóæåíèåì âîãíóòîãî�óíêöèîíàëà q− q(0) · 1 íà X0 è, â ÷àñòíîñòè, ñóæåíèå (q− q(0) ·

1)
∣∣
X0

ìèíîðèðóåò l0 íà X0. Ïî Òåîðåìå Õàíà�Áàíàõà ñóùåñòâóåò�óíêöèîíàë l ∈ X lin ñ ñóæåíèåì l
∣∣
X0
= l0, ìàæîðèðóþùèé q −

q(0) ·1 íà X. Òîãäà à��èííûé �óíêöèîíàë a := l+ q(0) ·1 ∈ Xaffìàæîðèðóåò q íàX è óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó a(0) = l(0)+q(0) =

q(0).Ïóñòü òåïåðü çà�èêñèðîâàíî x ∈ X, x 6= 0. �àññìîòðèì âåê-òîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâîX0 := R·x := {λx : λ ∈ R}. Ñóæåíèå q ∣∣
X0íà X0 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â ýòîì ñëó÷àå êàê âîãíóòóþ �óíê-öèþ q0 : λ 7→ q(λx) íà R îäíîé ïåðåìåííîé ñ im q0 ⊂ R. Òîãäàñóùåñòâóåò à��èííàÿ �óíêöèÿ

a0 : λ 7→ a1(λ−1)+q0(1) = a1λ−
(
a1−q0(1)

)
= a1λ−

(
a1−q(x)

) (7)íà R, ãäå ÷èñëî a1 ∈ [(q0)
′
+(1), (q0)

′
−(1)], (q0)′+(1) è (q0)

′
−(1) �ñîîòâåòñòâåííî ïðàâàÿ è ëåâàÿ ïðîèçâîäíûå �óíêöèè q0 â òî÷-êå 1 ∈ R è (q0)

′
+(1) 6 (q0)

′
−(1) â ñèëó âîãíóòîñòè �óíêöèè

q0. Ïî ïîñòðîåíèþ �óíêöèÿ a0 ìàæîðèðóåò �óíêöèþ q0 íà R è
a0(1) = q0(1) = q(x). Ïîëîæèì
l0(x) := a1, l0(λx) := λl0(x) = λa1

(7)
= a0(λ) +

(
a1 − q(x)

)

> q0(λ) +
(
a1 − q(x)

)
= q(λx) +

(
a1 − q(x)

)
, λ ∈ R.Ýòè ñîîòíîøåíèÿ îïðåäåëÿþò ëèíåéíûé �óíêöèîíàë l0 íà X0 =

R · x, êîòîðûé ìàæîðèðóåò âîãíóòûé �óíêöèîíàë
q
∣∣
X0

+
(
a1 − q(x)

)
· 1



106íà X0 è ïðè ýòîì
l0(x) = a1 = q(x) + a1 − q(x) =

(
q
∣∣
X0

+
(
a1 − q(x)

)
· 1
)
(x).Îòñþäà ïî Òåîðåìå Õàíà�Áàíàõà ñóùåñòâóåò �óíêöèîíàë l ∈ X linñ ñóæåíèåì l

∣∣
X0
= l0, ìàæîðèðóþùèé âîãíóòûé �óíêöèîíàë

q +
(
a1 − q(x)

)
· 1íà X. Òîãäà à��èííûé �óíêöèîíàë

a := l +
(
q(x)− a1

)
· 1 ∈ Xaffìàæîðèðóåò q íàX è óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó a(x) = l(x)+q(x)−

a1 = q(x), ÷òî è òðåáîâàëîñü.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Õàáèáóëëèí Á.Í. Äâîéñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå ñóïåðëèíåé-íûõ �óíêöèîíàëîâ è åãî ïðèìåíåíèÿ â òåîðèè �óíêöèé. I //Èçâåñòèÿ �ÀÍ, Ñåðèÿ ìàòåì. 2001. Ò. 65, � 4. C. 205�224[2℄ Êóòàòåëàäçå Ñ.Ñ., �óáèíîâ À.Ì. Äâîéñòâåííîñòü Ìèíêîâ-ñêîãî è åå ïðèëîæåíèÿ. � Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, 1976.[3℄ Êóñðàåâ À. �., Êóòàòåëàäçå Ñ.Ñ. Ñóáäè��åðåíöèàëüíîå èñ-÷èñëåíèå. Òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ. � Ì.: Íàóêà, 2007.[4℄ Ìåéåð Ï.-À. Âåðîÿòíîñòü è ïîòåíöèàëû. � Ì.: Ìèð, 1973.[5℄ Àêèëîâ �.Ï., Êóòàòåëàäçå Ñ.Ñ. Óïîðÿäî÷åííûå âåêòîðíûåïðîñòðàíñòâà. � Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, 1978.[6℄ Weston J.D. A note on the extension of linear fun
tionals //Amer. Math. Monthly. V. 67. No. 5 (May, 1960). P. 444�445.



107ÓÄÊ 519.213ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎÏ�È ÎÖÅÍÊÅ ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÑÒÈ Ï�ÈÎÁ�ÅÒÅÍÈßËÈÖÅÍÇÈÎÍÍÛÕ Ó×ÀÑÒÊÎÂÕàøïåð Á. Ë. (Ó�à, Áàø�Ó)Ìîæ÷èëü À. Ô. (Ó�à, ÎÎÎ "ÁàøÍÈÏÈíå�òü")Ïðèîáðåòåíèå íîâûõ ëèöåíçèîííûõ ó÷àñòêîâ ÿâëÿåòñÿ îñíîâîéäîëãîñðî÷íîé ñòðàòåãèè ðàçâèòèÿ íå�òåäîáûâàþùèõ êîìïàíèé.Íî ïðè îöåíêå ý��åêòèâíîñòè ïðèîáðåòåíèÿ íîâîãî ëèöåíçèîí-íîãî ó÷àñòêà íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ìíîæåñòâî ðèñêîâ. Ïîýòîìóàêòóàëüíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ îöåíêà ý��åêòèâíîñòè ïðèîáðåòå-íèÿ ëèöåíçèîííîãî ó÷àñòêà.Ý��åêòèâíîñòü õàðàêòåðèçóåòñÿ ÷èñòûì äèñêîíòèðîâàííûì äî-õîäîì (×ÄÄ), ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé ïðèâåäåíèå ê òåêóùåìó ìî-ìåíòó âðåìåíè (ìîìåíòó îöåíêè èíâåñòèöèîííîãî ïðîåêòà) äåíåæ-íîãî ïîòîêà [1℄.Íà äåíåæíûé ïîòîê âëèÿåò ìíîæåñòâî �àêòîðîâ, òî÷íûå çíà÷å-íèÿ êîòîðûõ îöåíèòü íà äîëãîñðî÷íóþ ïåðñïåêòèâó íåâîçìîæíî.�åøåíèå ýòîé ïðîáëåìû äîñòèãàåòñÿ îïðåäåëåíèåì íàèáîëåå âå-ðîÿòíûõ çíà÷åíèé è êîðèäîðîâ âîçìîæíûõ îòêëîíåíèé ýòèõ ïà-ðàìåòðîâ. Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî äàåò âîçìîæíîñòüîïðåäåëèòü íàèáîëåå âåðîÿòíûå çíà÷åíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ïàðà-ìåòðîâ â âûáðàííîì êîðèäîðå êîëåáàíèé è ïîëó÷èòü âåðîÿòíîñò-íîå ðàñïðåäåëåíèå çíà÷åíèÿ ×ÄÄ, ÷òî ïîçâîëÿåò îöåíèòü ñðåäíååè ìåäèàííîå çíà÷åíèÿ ×ÄÄ, à òàêæå ðèñêè ïîëó÷åíèÿ îòðèöà-òåëüíîãî çíà÷åíèÿ.Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî � ýòî ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè-÷èí ñ öåëüþ âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê èõ ðàñïðåäåëåíèé [2℄. Äëÿîöåíêè ý��åêòèâíîñòè ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî âûáèðàþò ïàðàìåò-ðû, âëèÿþùèå íà ×ÄÄ, ïî íàèáîëåå âåðîÿòíûì çíà÷åíèÿì è êîðè-äîðàì âîçìîæíûõ îòêëîíåíèé ïàðàìåòðîâ ãåíåðèðóþò íàáîðû èõ



108çíà÷åíèé, äëÿ êàæäîãî íàáîðà ðàññ÷èòûâàþò ×ÄÄ, àíàëèçèðóþòïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû. Ò. î., èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëîâîçìîæíî â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè, êîãäà çíà÷åíèÿ �àêòîðîâíåèçâåñòíû òî÷íî, íî ìîãóò áûòü çàäàíû íàèáîëåå âåðîÿòíûìèçíà÷åíèÿìè è èíòåðâàëàìè.Â ðàáîòå áûë ðàçðàáîòàí è ïðîãðàììíî ðåàëèçîâàí àëãîðèòì ìå-òîäà Ìîíòå-Êàðëî äëÿ îöåíêè ý��åêòèâíîñòè ýêñïëóàòàöèè ëè-öåíçèîííîãî ó÷àñòêà, ïðèîáðåòàåìîãî ÎÀÎ ÀÍÊ ¾Áàøíå�òü¿.Èç ìíîæåñòâà �àêòîðîâ, âõîäÿùèõ â ðàçðàáîòàííóþ ìîäåëü, áûëèîòîáðàíû ïàðàìåòðû, íàèáîëåå âëèÿþùèå íà ×ÄÄ, äëÿ êîòîðûõñëîæíî òî÷íî îïðåäåëèòü çíà÷åíèå íà âåñü ïåðèîä ðàñ÷åòà. Äëÿêàæäîãî ïàðàìåòðà âûáðàíû íàèáîëåå âåðîÿòíûå çíà÷åíèÿ è îò-êëîíåíèÿ îò ýòèõ çíà÷åíèé. Ýòè äàííûå çàíåñåíû íà ëèñò êíèãèEx
el.Â ìàêðîñå ñ ïîìîùüþ �óíêöèè NormInv äëÿ êàæäîãî âûáðàííî-ãî ïàðàìåòðà ìîäåëè ñãåíåðèðîâàíû çíà÷åíèÿ, ðàñïðåäåëåííûå ïîíîðìàëüíîìó çàêîíó (ðèñ. 1).

�èñóíîê 1 � �àñïðåäåëåíèå çíà÷åíèé êóðñà äîëëàðàÄëÿ óñòàíîâëåíèÿ ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìîãî ÷èñëà èòåðàöèé ïðî-



109âåäåíû ñåðèè èñïûòàíèé ñ êîëè÷åñòâîì èòåðàöèé îò 10 äî 30000.Äëÿ êàæäîé ñåðèè ðàññ÷èòàíû îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ðàñïðå-äåëåíèé è ïîñòðîåíû ãðà�èêè èçìåíåíèÿ èõ çíà÷åíèé îòíîñèòåëü-íî çíà÷åíèÿ ñåðèè èç 30000 èñïûòàíèé (ðèñ. 2).

�èñóíîê 2 � Èçìåíåíèå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿÀíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîêàçàë, ÷òî îñíîâíûå õàðàêòå-ðèñòèêè ðàñïðåäåëåíèé ñóùåñòâåííî íå ìåíÿþòñÿ, íà÷èíàÿ ñ 20000èñïûòàíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîððåêòíîãî ðåçóëüòà-òà äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè 20000 èòåðàöèé.Äëÿ ïðîâåäåíèÿ èñïûòàíèé ðàçðàáîòàí ìàêðîñ, âûçûâàþùèé�óíêöèþ NormInv, âñòðîåííóþ â MS Ex
el. Ýòà �óíêöèÿ ïðè-íèìàåò â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ âåðîÿòíîñòü, íàèáîëåå âåðîÿòíîåçíà÷åíèå è ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå è ãåíåðèðóåò çíà÷å-íèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïî çàêîíó íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.Äëÿ êàæäîãî âûáðàííîãî ïàðàìåòðà ìîäåëè ñãåíåðèðîâàíû çíà-÷åíèÿ, ðàñïðåäåëåííûå ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó. Äëÿ êàæäîãî íà-áîðà çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñ ïîìîùüþ �îðìóë, ïðîïèñàííûõ â ñî-îòâåòñòâóþùèå ÿ÷åéêè êíèãè Ex
el, ïðîèçâîäèòñÿ ðàñ÷åò ÷èñòîãîäèñêîíòèðîâàííîãî äîõîäà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ìàññèâ çíà-



110÷åíèé ×ÄÄ. Ïîëó÷åííûé ìàññèâ ñ ïîìîùüþ òåõíîëîãèè Obje
tLinking and Embedding (OLE) ïåðåäàåòñÿ â ïðîãðàììíóþ ñðåäóBorland C++ Builder, â êîòîðîé ïðîâîäèòñÿ àíàëèç ïîëó÷åííûõçíà÷åíèé.Äëÿ èññëåäóåìîãî ïðîåêòà áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû(ñì. òàáë. 1 è ðèñ. 3).Òàáëèöà 1 - Àíàëèç çíà÷åíèé ×ÄÄ

Ïîêàçàòåëü Çíà÷åíèåÌèí. çíà÷åíèå ×ÄÄ -7 528,65 ìëí. ðóá.Ìàêñ. çíà÷åíèå ×ÄÄ 16 663,40 ìëí. ðóá.Ìèí. çíà÷åíèå 5% -1 701,40 ìëí. ðóá.Ìàêñ. çíà÷åíèå 95% 6 142,04 ìëí. ðóá.Ìåäèàíà 1 828,14 ìëí. ðóá.Ñðåäíåå çíà÷åíèå ×ÄÄ 1 971,98 ìëí. ðóá.Ñðåäíåå çíà÷åíèå ×ÄÄ áåç ó÷åòà õâîñòîâ 1 917,61 ìëí. ðóá.Ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå 7 330,92 ìëí. ðóá.Êîý��èöèåíò âàðèàöèè 3,72Äîëÿ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé 20,48%×èñëî èñïûòàíèé 20 000
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�èñóíîê 3 � �àñïðåäåëåíèå çíà÷åíèé ×ÄÄÈç òàáë. 1 è ðèñ. 3 âèäíî, ÷òî ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì ×ÄÄ ÿâ-ëÿåòñÿ -7 528,65 ìëí. ðóá. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñîñòàâèëî 16663,40 ìëí. ðóá. Ñðåäíåå çíà÷åíèå ×ÄÄ 1 971,98 ìëí. ðóá. Ìå-äèàíîé ÿâëÿåòñÿ 1 828,14 ìëí. ðóá. Äîëÿ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷å-íèé: 0,2048. Åñëè íå ó÷èòûâàòü çíà÷åíèÿ íà êîíöàõ, êîòîðûå äî-ñòèãàþòñÿ ñ ìàëåíüêèìè âåðîÿòíîñòÿìè, òî ìèíèìàëüíîå çíà÷å-íèå ñîñòàâèò -1 701,40 ìëí. ðóá., à ìàêñèìàëüíîå 6 142,04 ìëí.ðóá. Ñðåäíåå çíà÷åíèå â ýòîì ñëó÷àå ñîñòàâèò 1 917,61 ìëí. ðóá.Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî ïðèîáðåòå-íèå èññëåäóåìîãî ëèöåíçèîííîãî ó÷àñòêà âûãîäíî Êîìïàíèè. Íîíåîáõîäèìî ïðèíÿòü ìåðû äëÿ óìåíüøåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïîëó÷å-íèÿ îòðèöàòåëüíîãî ×ÄÄ. Íàïðèìåð, ñíèçèòü ðàçáðîñ èñõîäíûõïåðåìåííûõ çà ñ÷åò óòî÷íåíèÿ èõ âåðîÿòíûõ çíà÷åíèé. Ýòî ìîæíîîñóùåñòâèòü ïðîâåäåíèåì äîïîëíèòåëüíûõ ãåîëîãè÷åñêèõ èññëå-äîâàíèé, åñëè ðå÷ü èäåò î ïðîãíîçíûõ óðîâíÿõ äîáû÷è æèäêîñòèè íå�òè, èëè õåäæèðîâàíèåì ðèñêîâ äëÿ óìåíüøåíèÿ ðàçáðîñàâîçìîæíîé öåíû íà íå�òü.



112�åçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèå âîçìîæíîñòåé ñóùå-ñòâóþùåé ýêîíîìè÷åñêîé ìîäåëè, ïðîâåäåíèå àíàëèçà ñ èñïîëü-çîâàíèåì áîëüøîãî ìàññèâà äàííûõ, ðåçóëüòàòû êîòîðîãî ïîçâî-ëÿþò îáúåêòèâíî îöåíèòü ý��åêòèâíîñòü ïðîåêòà. Òàêèì îáðà-çîì, ðàçðàáîòàííàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü êà÷åñòâåííóþ èíàäåæíóþ îöåíêó ýêîíîìè÷åñêîé ý��åêòèâíîñòè ëèöåíçèîííûõó÷àñòêîâ ÎÀÎ ÀÍÊ ¾Áàøíå�òü¿.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Âîëêîâ È. Ì., �ðà÷åâà Ì. Â. Ïðîåêòíûé àíàëèç. � Ì.: Áàíêèè áèðæè, ÞÍÈÒÈ, 1998. � 423 ñ.[2℄ Åðìàêîâ Ñ. Ì. Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî è ñìåæíûå âîïðîñû. �Ì.:Íàóêà, 1975 ã. � 472 ñ.
ÓÄÊ 532.5×ÈÑËÅÍÍÎÅ �ÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È ÁÀÊËÈ-ËÅÂÅ�ÅÒÒÀÎ ÄÂÓÕÔÀÇÍÎÉ ÔÈËÜÒ�ÀÖÈÈßêóïîâà Ý. �. (Ó�à, Áàø�Ó, Öåíòð ìèêðî- èíàíîìàñøòàáíîé äèíàìèêè äèñïåðñíûõ ñèñòåì)ÂâåäåíèåÂ íûíåøíåå âðåìÿ, ý��åêòèâíîñòü èçâëå÷åíèÿ íå�òè èç íå�-òåãàçîâîãî ïëàñòà êðàéíå íèçêà, õîòÿ ïîòðåáëåíèå íå�òåïðîäóê-òîâ ðàñòåò èç ãîäà â ãîä. Ñðåäíÿÿ êîíå÷íàÿ íå�òåîòäà÷à ïëàñòîâïî ðàçëè÷íûì ñòðàíàì è ðåãèîíàì ñîñòàâëÿåò îò 25 äî 40%. Èí-òåíñèâíàÿ ðàçðàáîòêà ãàçîâûõ è íå�òÿíûõ ìåñòîðîæäåíèé ïðèâå-ëà ê òîìó, ÷òî ëåãêîäîñòóïíûå çàïàñû ñûðüÿ èñ÷åðïûâàþòñÿ[1℄. À



113çíà÷èò, íåîáõîäèìû èññëåäîâàíèÿ, áëàãîäàðÿ êîòîðûì áóäåò âîç-ìîæíà ìàêñèìàëüíàÿ íå�òåîòäà÷à ìåñòîðîæäåíèé. Íåìàëîâàæ-íóþ ðîëü â òàêèõ èññëåäîâàíèÿõ èãðàåò òåîðèÿ �èëüòðàöèè, òàêêàê íå�òü â îñíîâíîì ñîäåðæèòñÿ â ïîðèñòûõ ñðåäàõ. Ìàòåìàòè-÷åñêîå îïèñàíèå è ìîäåëèðîâàíèå �èëüòðàöèîííûõ òå÷åíèé ïîç-âîëÿåò ïðîâîäèòü òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ è ðåøàòü ñîâðåìåí-íûå íàó÷íî-òåõíè÷åñêèå ïðîáëåìû, âîçíèêøèå â íå�òåãàçîâîé îò-ðàñëè. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÎäíèì èç ý��åêòèâíûõ ñïîñîáîâ äîáû÷è óãëåâîäîðîäîâ ÿâ-ëÿåòñÿ çàêà÷èâàíèå âîäû èëè ãàçà ñ öåëüþ âûòåñíåíèÿ íå�òè âäîáûâàþùóþ ñêâàæèíó. �àññìîòðèì ïðîöåññ âûòåñíåíèÿ, ïðîèñ-õîäÿùèé â ïðÿìîëèíåéíîì ãîðèçîíòàëüíîì ïëàñòå, ãäå ïîðèñòîñòü
m è ïðîíèöàåìîñòü k ïîñòîÿííû. Îáå �àçû íåñæèìàåìû.Â ïëàñò, ïåðâîíà÷àëüíî çàïîëíåííûé íå�òüþ, ÷åðåç ñå÷åíèå
x = 0 çàêà÷èâàåòñÿ âîäà (ðèñ. 1).

�èñ. 1: Ñõåìà âûòåñíåíèÿ íå�òè âîäîé.Óðàâíåíèÿ, ïîëíîñòüþ îïèñûâàþùèå ïðîöåññ âûòåñíåíèÿ,èìåþò ñëåäóþùèé âèä[2℄:
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ωi = −kki(s)

ηi

∂p

∂x
, (1)

m
∂s

∂t
+
∂ωv

∂x
= 0, (2)

−m∂s
∂t

+
∂ωn

∂x
= 0, (3)

ωv + ωn = ω(t), (4)
(sv + sn = 1, s ≡ sv).Íà÷àëüíîå óñëîâèå:

s(x, 0) =

{
1 ïðè x ≤ x0,
0 ïðè x > x0,

x > 0. (5)�ðàíè÷íîå óñëîâèå:
s(0, t) = 1, t > 0. (6)Çäåñü i = v, n � îòíîñÿòñÿ ê ïàðàìåòðàì âîäû è íå�òè ñîîò-âåòñòâåííî, ωi � ñêîðîñòü �èëüòðàöèè i � îé �àçû, ω � ñóììàðíàÿñêîðîñòü äâóõ�àçíîãî ïîòîêà, si � íàñûùåííîñòü i � îé �àçîé, ki� îòíîñèòåëüíàÿ �àçîâàÿ ïðîíèöàåìîñòü i � îé �àçû, p � äàâëå-íèå â ïëàñòå, ηi � êîý��èöèåíò äèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè �àç, x0 �íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ñêà÷êà.×èñëåííîå ðåøåíèåÑëîæèì (2) è (3):
∂ωv

∂x
+
∂ωn

∂x
= 0. (7)Ïîäñòàâèì â (7) óðàâíåíèå (1) äëÿ êàæäîé èç �àç:
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1

ηv

∂

∂x

(
kv(s)

∂p

∂x

)
+

1

ηn

∂

∂x

(
kn(s)

∂p

∂x

)
= 0. (8)�ðàíè÷íûì è íà÷àëüíûì óñëîâèÿìè äëÿ (8) áóäóò:

p(x, 0) = p0, x > 0, (9)
∂p(0, t)

∂x
= − ηv

kv(s)k
ωv, t > 0, (10)

p0 = const � íà÷àëüíîå äàâëåíèå íà ëåâîé ãðàíèöå.�àñïèøåì óðàâíåíèå (1) äëÿ âîäû:
ωv = −kkv(s)

ηv

∂p

∂x
. (11)Ïîäñòàâèâ â (2) óðàâíåíèå (11) ïîëó÷èì:

m
∂s

∂t
=

k

ηv

∂

∂x

(
kv(s)

∂p

∂x

)
, (12)Óðàâíåíèÿ (8), (12) ñ ó÷åòîì óñëîâèé (5), (6), (9), (10) èñ-ïîëüçóþòñÿ äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà âûòåñíåíèÿíå�òè âîäîé. Èç (8) íàõîäèòñÿ ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ â ïëàñòå,èç (12) âîäîíàñûùåííîñòü â êàæäîé òî÷êå â ìîìåíò âðåìåíè t.×èñëåííàÿ ñõåìà áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

sj+1
i − sji
∆t

=
k

ηvm∆x

(
kv

j
i (s)

pji+1 − pji
∆x

− kv
j
i−1(s)

pji − pji−1

∆x

)
,

(
ηnkv

j
i (s) + ηvkn

j
i (s)

)(
pj+1
i+1 − pj+1

i

)
−

−
(
ηnkv

j
i−1(s) + ηvkn

j
i−1(s)

)(
pj+1
i − pj+1

i−1

)
= 0.



116 Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå îáðàçóåò ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõóðàâíåíèé, êîòîðîå èñïîëüçóåò çíà÷åíèÿ �óíêöèè â òðåõ ñîñåä-íèõ óçëàõ ñåòêè. Çíà÷åíèÿ kvji (s) è knji (s) âçÿòû ñëåâà äëÿ òîãî,÷òîáû îáåñïå÷èòü óñòîé÷èâîñòü ñ÷åòà. Òî åñòü èñïîëüçîâàíà ñõå-ìà ñ ðàçíîñòÿìè ïðîòèâ ïîòîêà. Ïðîãðàììà áûëà ðåàëèçîâàíà âñðåäå MATLAB[3℄. Èñïîëüçîâàííàÿ íåÿâíàÿ ñõåìà äëÿ äàâëåíèÿáûëà ðåøåíà ìåòîäîì ïðîãîíêè[4℄. Íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ âîäîíà-ñûùåííîñòè s íàõîäèòñÿ ïî ñõåìå ¾ßâíûé ëåâûé óãîëîê¿.Çäåñü ∆x�øàã ïî ïðîñòðàíñòâó, ∆t�øàã ïî âðåìåíè.Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèåÄëÿ ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, íåîáõîäèìî ñîâ-ìåñòíî ðåøèòü äâà óðàâíåíèÿ [5℄:
m
∂s

∂t
+ ωf ′(s)

∂s

∂x
= 0, (13)

∂s

∂t
dt+

∂s

∂x
dx = 0. (14)Íà÷àëüíîå è ãðàíè÷íîå óñëîâèÿ:

s(x, 0) =

{
1 ïðè x ≤ x0,
0 ïðè x > x0

x > 0,

s(0, t) = 1, t > 0,ãäå f ′(s)�ïðîèçâîäíàÿ îò �óíêöèè Áàêëè-Ëåâåðåòòà. Ôóíê-öèÿ f(s) çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
f(s) =

kv(s)

kv(s) + η0kn(s)
, (15)ãäå η0 = ηv/ηn



117Óðàâíåíèå (13) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Áàêëè-Ëåâåðåòòà. Óðàâ-íåíèå (14) ãîâîðèò î òîì, ÷òî âäîëü ëèíèé x(t) íàñûùåííîñòüïðèíèìàåò çàäàííîå ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå è äëÿ ëþáîãî çàäàííîãîçíà÷åíèÿ ìîæíî óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó x è t.Ïîëîæåíèå x çàäàííîãî çíà÷åíèÿ íàñûùåííîñòè íàõîäèòñÿ ïî�îðìóëå:
x(s) =

ω

m
f ′(s)t+ x0. (16)Êðèâàÿ f ′(s) íå ìîíîòîííàÿ, ïîýòîìó, ñïóñòÿ îïðåäåëåííûéïðîìåæóòîê âðåìåíè ïîñëå íà÷àëà âûòåñíåíèÿ, çíà÷åíèÿ íàñû-ùåííîñòè ñòàíîâÿòñÿ íåîäíîçíà÷íûìè, ÷òî íåâîçìîæíî �èçè÷å-ñêè. Äëÿ óñòðàíåíèÿ ìíîãîçíà÷íîñòè ðåøåíèÿ ââîäÿò ñêà÷îê íà-ñûùåííîñòè. Ïîëîæåíèå ñêà÷êà îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå:

xc =
ω

m
f ′(sc)t+ x0. (17)Ôðîíòàëüíàÿ íàñûùåííîñòü sc íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ:

f ′(sc) =
f(sc)− f(s0)

sc − s0
, (18)ãäå s0�íà÷àëüíàÿ âîäîíàñûùåííîñòü.Îòíîñèòåëüíûå �àçîâûå ïðîíèöàåìîñòè kv(s) è kn(s) â íàøåìñëó÷àå çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

kv(s) = s2, kn(s) = (1− s)2.Ýòèì �àçîâûì ïðîíèöàåìîñòÿì îòâå÷àåò, ñîãëàñíî (15), ñëå-äóþùàÿ �óíêöèÿ Áàêëè-Ëåâåðåòòà:
f(s) =

s2

s2 + η0(1− s)2
, (19)



118 à åå ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà
f ′(s) =

2η0s(1− s)

(s2 + η0(1− s)2)2
, (20)Ïðè f(s0) = 0, s0 = 0, ïîäñòàâèâ (19) è (20) â (18), ïîëó÷èì:

s2c + η0(1− sc)
2 = 2η0(1− sc),îòêóäà íàõîäèì:

sc =

√
η0

1 + η0
.Àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâÄëÿ òîãî, ÷òîáû óäîñòîâåðèòüñÿ â ïðàâèëüíîñòè ÷èñëåííûõðàñ÷åòîâ, ñðàâíèì ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ñ àíàëèòè÷åñêèì. Òàê æåðàññìîòðèì âëèÿíèå ðàçáèåíèÿ ñåòêè ïî ïðîñòðàíñòâó íà ÷èñëåí-íîå ðåøåíèå. �èñ. 2 èëëþñòðèðóåò êðèâóþ ðàñïðåäåëåíèÿ �óíê-öèè âîäîíàñûùåííîñòè â ìîìåíò âðåìåíè t = 50 ñ., ãäå ñïëîø-íàÿ ëèíèÿ õàðàêòåðèçóåò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, øòðèõîâàÿ�÷èñëåííîå ðåøåíèå. Îáùàÿ äëèíà ðàñ÷åòíîé îáëàñòè L = 1 ì,ñêîðîñòü �èëüòðàöèè ω = 9·10−4 ì/ñ, øàã ïî âðåìåíè∆t = 10−2ñ,øàã ïî ïðîñòðàíñòâó a) ∆x = 10−2 ì., á) ∆x = 10−3 ì.�èñ. 2, à) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè áîëåå ìåëêîì ðàçáèåíèè ñåòêèïî ïðîñòðàíñòâó, òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ âîçðàñòàåò. Íà÷è-íàÿ ñ øàãà ∆x = 10−3 ì. âûáðàííàÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìàõîðîøî àïïðîêñèìèðóåò ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó î �èëüòðàöèè íå�-òÿíîãî ïëàñòà. Çàêëþ÷åíèå
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à)

á)�èñ. 2: Êðèâàÿ ðàñïðåäåëåíèÿ �óíêöèè s.Â äàííîé ñòàòüå ïîêàçàíî ÷èñëåííîå è àíàëèòè÷åñêîå ðåøå-íèå çàäà÷è Áàêëè-Ëåâåðåòòà î äðóõ�àçíîé �èëüòðàöèè êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì ìåòîäîì íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ MATLAB, à òàêæå ïðèâåäåíî èõ ñðàâíåíèå. Ïî ðåçóëüòàòàì ñîïîñòàâëåíèÿ òî÷íî-ãî ðåøåíèÿ è ïðèáëèæåííîãî, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îíè õîðîøî ñî-ãëàñóþòñÿ ìåæäó ñîáîé. Ïðè ýòîì òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ



120âîçðàñòàåò ïðè áîëåå ìåëêîì ðàçáèåíèè ñåòêè.Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ïðî�åññîðó Óíèâåðñèòåòàøòàòà Ìýðèëåíä, ä.�.-ì.í. Í.À. �óìåðîâó è ïðî�åññîðó Óíèâåð-ñèòåòà øòàòà Ñåâåðíàÿ Äàêîòà, ä.�.-ì.í. È.Ø. Àõàòîâó çà ðóêî-âîäñòâî äàííîé ðàáîòîé, âûïîëíåííîé â Öåíòðå ¾Ìèêðî- è íàíî-ìàñøòàáíîé äèíàìèêè äèñïåðñíûõ ñèñòåì¿ ïðè Áàøêèðñêîì �î-ñóäàðñòâåííîì Óíèâåðñèòåòå.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâàîáðàçîâàíèÿ è íàóêè �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè (11.G34.31.0040).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À[1℄ Òîïëèâíàÿ êîìïàíèÿ ¾Ïîâîëæüå Îéë¿ Çàïàñû íå�òè â�îññèè /24.05.2012/[Ýëåêòðîííûé ðåñóðñ℄��åæèì äîñòóïà:http://povoljie-oil.ru/news/detail/18[2℄ ×àðíûé È. À. Ïîäçåìíàÿ ãèäðîãàçîäèíàìèêà.�Ì.: �îñòîïòå-õèçäàò., 1963.[3℄ Àíó�ðèåâ È., Ñìèðíîâ À., Ñìèðíîâà Å. MATLAB 7.�èçä.ÁÕÂ-Ïåòåðáóðã, 2005.[4℄ Ñàìàðñêèé À. À. Òåîðèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì.�3-å èçä., èñïð.�Ì.:Íàóêà. �ë. ðåä. �èç.-ìàò. ëèò.,1989.-616 ñ.[5℄ Áàñíèåâ Ê. Ñ., Êî÷èíà È.Í., Ìàêñèìîâ Â. Ì. Ïîäçåìíàÿ ãèä-ðîìåõàíèêà: Ó÷åáíèê äëÿ âóçîâ.�Ì.: Íåäðà, 1993.
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