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Нейфельд Эрнст Гергардович 

 
      Нейфельд Эрнст Гергардович (21.12.1932—19.06.2008) начал 

работать на кафедре высшей алгебры и геометрии Башкирского 

государственного университета  1-го ноября 1963 г. в должности старшего 

преподавателя, после успешного окончания аспирантуры по кафедре 

геометрии Казанского государственного университета. Научным 

руководителем в аспирантуре у него был профессор Александр Петрович 

Норден (1904—1993г), который поставил перед ним задачу о метрике 

проективного пространства, с кубической поверхностью в качестве 

абсолюта. Это, так называемое пространство Аппеля, к геометрии которого 

Нейфельд Э.Г. неоднократно возвращался. Диссертация о метриках в 

пространстве Аппеля была блестяще защищена в 1963 году, после чего 

начались будни преподавательской работы в качестве ведущего лектора по 

основным геометрическим дисциплинам: аналитическая геометрия, 

многомерная геометрия линейного пространства, дифференциальная 

геометрия, топология (которую он не очень жаловал из-за отсутствия 

метрики). Его бывшие студенты рассказывают  как оригинально он начал у 

них читать первую лекцию по дифференциальной геометрии: написал на 

доске полностью свои инициалы, перевёл с немецкого своё имя, отчество, 

«а кто такой Нейфельд вы узнаете на экзамене» добавил он. И надо 

сказать, что строгость приёма экзаменов он сохранил до последних лет 

своей работы. Однако если студент отвечал с пониманием материала, на 

оценки был щедр. Оценку «удовлетворительно» не любил ставить, 

говорил, что это та же двойка, только «подпольная». И всё же к 

возрастным студентам или к бывшим военнослужащим относился с 

пониманием, не вредничал. Лекции его были чёткие, просты и доступны 

любому уровню подготовки. 

С февраля 1966 года он был избран на должность доцента кафедры, 

через год утверждён в звании доцента ВАК, и проработал в этом качестве 

до конца своих дней. Нельзя сказать, что ему закрывали карьерный рост. 

Несколько раз ему предлагали занять должность заведующего кафедрой; 

он вроде бы соглашался, но максимум через полгода с треском проваливал 

свою административную деятельность. Причём делал это сознательно: 

дерзил проректору по учебной работе, «не боролся с низкой 

успеваемостью», саботировал бумаготворчество и т.д. и т.п., и после 

очередного скандала с облегчением возвращался в должность рядового 

доцента  кафедры.  

Солидную долю в его научно-педагогической  деятельности (он 

страшно не любил этот термин) составляла работа по подготовке и чтению 
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спецкурсов. Это давало ему выход на учеников, на живое с ними общение, 

на то,  что называется «выговориться». Популяризация идей Клейна о 

связи геометрии с теорией групп, методов тензорного анализа, метод 

нормализации Нордена, линейчатая геометрия, пространства над 

алгебрами, теория непрерывных групп и связанных с ними алгебр Ли – вот 

основные разделы геометрии, откуда черпались темы дипломных а затем и 

кандидатских работ слушателей этих спецкурсов. В различные годы им  

подготовлено 6 кандидатов наук по геометрии. Сам он как-то не торопился 

оформлять свою докторскую диссертацию, хотя материала у него было 

достаточно: много работ он написал «в стол», часть раздал на дипломные 

работы. Когда спохватился, было уже поздно по возрасту. Студенты всех 

поколений его любили; выпускники отзываются о нём с большой теплотой.  

В общении со  студентами и выпускниками всегда был прост и отзывчив.  

В сборнике его работ отражены не все научные статьи, которые он 

публиковал обычно в трудах геометрического семинара Казанского 

университета, а лишь основные, значимые работы. Так например, в 

сборнике представлены лишь основные статьи из цикла его работ по 

многообразиям К-плоскостей. Также отражены его работы по 

пространствам над стандартными алгебрами, имеющие приложения в 

теории относительности. Всего им опубликовано, совместно с учениками, 

30 работ, из которых 13 работ редакторы посчитали нужным собрать 

воедино, независимо от времени и объёма публикации, руководствуясь 

лишь важностью тематики. 

     В.А.Юрьев, А.В.Зеркина 
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КАЗАНСКИЙ ОРДЕНА ТРУДОВОГО КРАСНОГО ЗНАМЕНИ 
ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ им. В. И. УЛЬЯНОВА-ЛЕНИНА 

Том 123, кн. 1 УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ 1963* 

Э. Г. НЕЙФЕЛЬД 

ГЕОМЕТРИЯ КОНФОРМНО-АППЕЛЕВА ПРОСТРАНСТВА 

Геометрия пространства Аппеля Ар3 рассматривается 
в работах П. Аппеля, Ж. Девима и М. Рошкулеца [1—3]. 
Аппель [1] ввел угловую метрику пространства, определив 
меру ориентированного угла с помощью пары действи
тельных чисел. 

Будем рассматривать пространство аффинной связности 
без кручения трех измерений или Т3, в котором может 
быть определена мера угла между двумя направлениями 
в смысле Аппеля, причем эта мера угла сохраняется при 
параллельном переносе этих направлений вдоль произволь
ной кривой. Локальные пространства Т3 есть пространства 
Аппеля, а аффинная связность является типа метрической 
связности геометрии Вейля с той только разницей, что 
здесь мы имеем кубическую метрику. При этом обнару
живается глубокая аналогия геометрии Т3 с двумерной 
геометрией Вейля, подробно изученной А. П. Норденом [4]. 
Так же как и произвольное двумерное пространство Вейля 
может быть конформно отображено на плоскость Евклида, 
пространство Т3 может быть отображено на Ар3 с сохра
нением угловой метрики, т. е. является конформно-аппе-
левым пространством. 

В работе [5] была построена геометрия пространства 
Ар3> как геометрия эквиаффинного пространства, в котором 
задан инвариантный циклический аффинор gl

k (i, j , k = 0, 1, 2) 

Если аффинор g'Lk — действительный, то имеем собственно 
пространство Аппеля или Ар£, если g^ —мнимый, то имеем 
псевдоаппелево пространство Ар- [5]. Абсолют простран
ства Ар3 есть три независимые точки, соответствующие 
собственным векторам I1 I\Jl аффинора gl

k. Каждая точка 
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абсолюта определяет в Ар3 связку параллельных сильно
изотропных прямых, каждая пара точек абсолюта — пучок 
параллельных сильно-изотропных плоскостей R2 [5], внут
ренняя геометрия которых евклидова. Пучки сильно-изо-

I 2 
тропных плоскостей определяются ковекторами Ii9 Il: Iib 
образующие взаимный репер репера I1, I1, I1. 

1 2 

Аффинор g* можно заменить системой аффиноров 

/ / = 1(8* + (*+£), 
1 2 2 

ai=-^(gf-h' (2) 
I У О 

где i= 1 в случае Ар+ и t = i в случае Ар~. Эти аффиноры 
всегда действительны и несколько в другом виде введены 
М. Рошкулецом [3]. Аффинор е\ есть единичный аффинор 
сильно-изотропной плоскости пучка Ii9 ef — оператор пово
рота на прямой в смысле Евклида угол в этой плоскости: 

ш*е} = е*, ***}= —i2e*. (3) 
Прямые, лежащие в сильно-изотропной плоскости и пло

скости, проходящие через сильно-изотропную прямую, на
зываются слабо-изотропными [5], их направляющие векторы 
(ковекторы) являются собственными аффинора е*. 

Метрика Ар3 определяется с помощью тензоров 

aijk ~ Cilm g(lgj) > CL = — в gl gm, ( 4 / 
i У 3 i у 3 

2 которые отличаются только множителем — от тензо-

ров, введенных в [5]. Легко видеть, что кубические формы, 
соответствующие тензорам (4) равны произведению трех 
линейных независимых форм, действительных в случае 
Ар3 и содержащие две мнимо-сопряженные формы в слу
чае Apt. 

Тензоры aijk и a!Jk, а также тривекторы eijk и eljk взаимны 
в том смысле, что 

aUkaul = 2bl
k, eiJkelJl = 2^. (5) 

Заменяя аффиноры gf в (4) аффинорами (2), получим: 
aiJk = 3/(laM, alJk = 3lW\ (6) 
еи» = Ц1*т,^* = 3№\ (7) 

Е-73-9 129 



где atj — метрический тензор плоскостей R2 пучка Iiy e/y — 
его дискриминантный бивектор, atJ и &lj' — соответственно 
или взаимные тензоры в /?2, 

alUlk=ei^kz^e). (8) 

§ 1. Связность пространства Г3 

Пространство Тъ определим как пространство аффинной 
связности без кручения, в котором задано поле ковари-
антно-постоянного аффинора g*: 

£ = ё1(х) (1.1) 
и 

£? = *?. (1.2) 

Рассмотрим произвольную связность Гк
и без кручения, 

относительно которой 
v ^ / = o. (1.3) 

Если связность Г*, существует, то по теореме А. П. Ши
рокова [6] существует голономная система координат (у.), 
в которой аффинор g* принимает постоянное значение. 
В (у) связность Г*, определяется с точностью трех про
извольных векторных полей alf bit ct: 

Tfj-afi + bjfi + bg), (1.4) 
где 

bi = gibky c^gUk* 
Определенная связность (1.4) есть, вообще говоря, связ
ность с кручением, тензор которого равен: 

Slj
k. = S[iV]+~eljmakm»rn, (1.5) 

где векторы St и rt равны: 
5, = a l - \ b i - \ clf- (1.6) 

r, = -Jf-(^-^) . (1.7) 
Для того, чтобы связность (1.4) была связностью без 

кручения, необходимо и достаточно, чтобы 

а, = *,= *,. (1.8) 
130 



Таким образом, задание аффинора (1.1) определяет связ
ность без кручения с точностью до произвольного век
торного поля at: 

rf.^rfj+a^ + a^ + Z^, (1.9) 

где rf/— связность нулевой кривизны. Связность (1.9) ана
логична связности двумерной геометрии Вейля [4, стр. 312], 

2 так как gK: есть аналог версора [5J. Полагая ai=~pl^ 
о 

можно привести (1.9) к виду: 

Th-fh + pti + Pfil-a^Pi- (1.10) 
Обозначим через eijk и eljk взаимные тривекторы про

странства (5) и пронорхмируем их так, что в (у) 
ет=\. (1.11) 

Очевидно, что 
VieiJk==3o>leijk. (1.12) 

Определяя основные тензоры пространства по формулам 
(4), получим в силу (1.12) и (1.3): 

VlaiJk = 3«£а/ул, VlaiJk = - Зш^Л (1.13) 
Вектор (о1 естественно назвать дополнительным векто

ром тензора aijk. При перенормировании eijk и alJk: 

еиь = 1%ь> aijk^^ahk 
имеем 

ш̂. + ̂ .ЩХ. (1.14) 
В системе координат (х) при нормировании (1.11) 

aijk== const и, следовательно, 
со,. - - at. 

Таким образом, задание тензорного поля (с точностью 
до множителя) alJk (3) и дополнительного вектора со. опре
деляет связность (1.9) однозначно. Связность (1.9) назовем 
связностью пространства Г3. 

Мера угла между двумя направлениями в Ts опреде
ляется по формуле 

Р (?) 6) = И*_ _ цлщ 

(apqr vPv*v')*(asfx wswew*)T 

и не зависит, следовательно, от нормирования тензора aijk. 
В силу (1.13) мера угла есть инвариант при параллельном 
9* 131 



переносе направлений ч} и wl. Если о>. = grad, то можна 
так пронормировать тензор aijk9 что 

VA7* = 0 (1Л6> 
и тензор aijk может быть приведен к виду 

3 fajdul о 

%* = * а № а</* = const. (1.17> 
Пространство Тг в этом случае назовем типа Римана 

и обозначим через Т'г. 

§ 2. Изотропные направления пространства Т3 

Направление в точке Т3 называется сильно-изотропным,, 
если оно удовлетворяет условию 

aijkvJvk = 0. (2.1) 
Дифференцируя ковариантно, получим 

откуда 
4{d=\it (2.2> 

и, следовательно, сильно-изотропные направления образуют 
поле абсолютно параллельных направлений. Обратно, если 
в некотором, пространстве аффинной связности А3 суще
ствуют три независимых поля абсолютно параллельных 
направлений vl, vl, vl таких, что 

1 2 3 
1 2 3 

1 1 2 2 3 3 

то в этом случае можно построить тензор 
aijk = (vivJvk)^ 

1 2 3 

для которого имеем: 

. WUk = (\ + ii + h)aiJk
9 

т. е. данная связность есть связность пространства Тг. 
Таким образом, связность Тг характеризуется суще

ствованием трех независимых полей абсолютно параллель
ных направлений и если других направлений не существует, 
то они совпадают с сильно-изотропными направлениями 
угловой метрики пространства. 

Сильно-изотропные ковекторы пространства образуют 
поля абсолютно параллельных площадок, которые явля
ются голономными, так как из условия 
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следует 
eikl w^kwt = 0. 

Огибающие этого поля являются поверхностями, касатель
ные плоскости которых сильно изотропны. Назовем эти 
поверхности поверхностями расслоения пространства. 
В Тг имеется три однопараметрических семейств поверх
ностей расслоения, линии пересечения которых являются 
линиями тока абсолютно параллельных направлений. В Т^ 
все поверхности расслоения действительны, в Г+ суще
ствует единственное семейство действительных поверхно
стей расслоения, соответствующие ковектору /,•; два других 
семейства мнимо-сопряжены и пересекаются по действи
тельным линиям тока вектора Г. Поверхности расслоения 
являются вполне геодезическими, так как любой вектор 
поверхности расслоения слабо-изотропен и, следовательно, 
(ср. [2]), 

ЧУ =ekvR. 
Дифференцируя ковариантно, получим 

bvl= el v\ 
т. е. lvl принадлежит поверхности. 

Поверхности расслоения несут два поля абсолютно 
параллельных направлений, следовательно, внутренняя 
геометрия этих поверхностей есть геометрия Вейля [4, 
стр. 315]. 

§ 3. Строение тензора кривизны 
Тензор кривизны связности (1.9) легко получить, исполь

зуя формулу преобразования тензора кривизны при пре
образовании связности [4, стр. 132]. Учитывая, что тензор 
кривизны связностиTfy равен нулю, получим 

**</• = 2\kai\b) + 4k V j + 4k«/, k (зл> 
или 

Uku*= 2hki\b) + 2p[kи, *{, ~ 2р[к, m, ai]jn alm\ ;(3.2) 
где 

з 
Ры = VkPi* Pi = j ai-

Свертывая (3.2) no k и /, получим тензор Риччи 
Ru == ~ Рщ ~ aum a>mpq PPq (3.3) 

или окончательно 
Ry=-Klam-^Ql

eij, (3.4) 
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Векторы 
K' = a"m

Plm, Qf = J}kpjk (3.5) 
назовем по аналогии с двумерной геометрией Вейля [4„ 
стр. 326] векторами кривизны и растяжения пространства. 

Тождественное обращение в нуль вектора Q' характе
ризует пространства типа Римана Т'3\ обращение в нуль 
обоих векторов (3.5) есть необходимое и достаточное 
условие того, что пространство плоское, т. е. Ар3. 

Очевидно, что векторные поля К1 и Q1 не произвольны, 
а удовлетворяют определенным условиям, которые явля
ются следствиями тождеств Риччи и Бианки. 

Прежде всего покажем, что тензор кривизны опреде
ляется заданием векторов К1 и Q1 и метрического тензора, 
т. е. определяется заданием тензора Риччи. 

Обозначая через Q', Q1 и Q1 роторы векторов ph р. и. 
1 2 

ph получим: 

Rul- = f еЫз{Щ + Qsg' + Qsg>). (3.6) 
Применяя тождества Риччи и Бианки, получим условия, 
которым должны удовлетворять векторы Q', Ql, Q1: 

1 2 

Ql + Q' + Q' = 0 (3.7) 
1 2 

V*Q* = - 3»ftQ*, 7*0*=-3»*0* , V*Q* = -3o),Qft. (3.8) 
1 1 2 2 

Заметим, что условия (3.7) и (3.8) не накладывают огра
ничений на вектор рг 

Из (3.6), (3.7) и (3.4) следует 

Q' = - \ Q + ^ К\ Q* = - j . Q ' - ^ К1. (3.9) 

Подставляя (3.9) в (3.8) получим условия, накладываемые 
на векторное поле К1. 

В силу (3.9) можно представить тензор кривизны в виде: 

RH! = 7 «*» 10ГЦ- < % + ^ ^ я Qs + 
+ / C J ( a £ ™ ^ + ^ r t a J ] . (3.10] 

§ 4. Конформное соответствие 
v 

Два пространства Тг и Г3 конформны между собой, 
если их основные тензоры отличаются только скалярным 
множителем. Пользуясь произволом в выборе этого мно-
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жителя, можно считать, что эти тензоры равны. При усло
вии 

v 
aijk = = aijk 

вектор 
v 

^ = 0 ^ - 0 ) . ( 4 Л > 
не меняется при совместном перенормировании основных 
тензоров; по аналогии с геометрией Вейля [4, стр. 166] 
будем называть его вектором конформного преобразования. 
При конформном соответствии аффинная связность (1.9) 
преобразуется по закону: 

Ц = Г?- + qfi + qtf - аш аы"> qm, (4.2). 
а преобразование тензора кривизны вполне определяют 
следующие соотношения: 

k = К'+ aij\jqk, Q< = Q' + ет
 Vjqk. (4.3) 

Так как основной тензор ajJk можно всегда преобразить 
так, чтобы соответствующая ему кубическая форма имела 
в системе координат (х) постоянные коэффициенты [ср. 
(1.11)] и (3), то любое пространство Т3 можно конформно 
отобразить на пространство Аппеля Ар3. Отсюда также 
следует, что любые два Т3 конформны между собой. 

v 
Рассмотрим два вектора а1 и а1 в Г3, образующие меж

ду собой угол (<р, $) и находящиеся в отношении р, так> 
что 

a' = P(?,40U*, (4.4) 
где 

есть Л-версор пространства [5]; Р, Q, R — функции Аппедя 
двух переменных <р и ф. Перенося каждый вектор парал-

V k k 
лельно в связностях Г/у- и TtJ соответственно вдоль неко
торой кривой, т. е. 

8а* = Ъа1 = О, 
и учитывая (4.2), получим вдоль кривой 

(d In p + q-M) ak + (dff + qtdul) ak + (flty + яМ) ak = 0. 
Отсюда 

Ч1ии?= — rflnp, qidal = — d^,qidui = — d^ (4.5) 
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Если пространство плоское и 
qt = dt In p 

есть,градиент, то мы имеем конформное отображение Ар3 
на Т3 типа Римана. В случае, если два вектора из векто
ров qh qi и qL — градиенты, то из условий интегрируемости 
следует, что третий вектор — градиент, и мы имеем конформ
ное отображение двух Ар3. В этом случае 

д/1пр==^? = ЙГ, (4.6) 
т. е. функции In p, ф, ср есть три сопряженных решения 
уравнения Эмбера [2], так что функция трехмерной алгеб
ры [3] 

рееф+е\ е3 = 1 
есть аналитическая функция. 

С другой стороны, если х, у, z — канонические коорди
наты [5] пространства Ар3, то произвольная аналитическая 
функция 

* = / ( * ) . (4-7) 
х = х + Ьу + Ь\ У. = х + iy + 622 

осуществляет конформное отображение Ар3 на Ар3, при 
этом их линейные элементы находятся в зависимости: 

ds3 = \f'\*ds3, (4.8) 
где | / / | = р есть модуль производной функции / ' . Легко видеть, что 

Рассмотрим теперь конформное соответствие двух про
странств типа Римана, основные тензоры которых пронор
мированы так, что они ковариантно-постоянны. Тогда: 

%* = £%* (4Л0) 
и 

Г* = г?.. 4- X hk, л- Г'tfi _i_ \ *Ц Г& = r f y + x ^ + i ^ + i^; , х/==дл- (4.П) 
Кривая в. Гз определена уравнением 

У = У(5), 
где s — натуральный параметр в смысле Аппеля. Вектор 
t = — есть единичный вектор касательной; при конформ-ds 

ном отображении Тз на Гз: 

£ = < f V . (4.12) 
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Векторы i\ il и tl определяют в каждой точке кривой 
репер Аппеля, и мы имеем формулы Френе кривой в Гз> 
.аналогичные формулам Френе в Л/?3[5]; 

^. = k~il + kj (4.13) 
d > 

и т. д., где kx и k2 — кривизны кривой. 
При конформном преобразовании: 

k{= exkx - I / , k2 = e \ -ltt\ (4.14) 
'Производные кривизн преобразуются по закону 

v 

~- = е^^-- (vA - ХА ) М - \t% 
ds 

V ^ 
dk2_ = e2x dk, _ ^ __ х ~ ^ } titj _ ~ ^ ( 4 1 5 ) 

Из (4.14) и (4.15) следует, что величины 
1г=*Ь-±£9 / dJh_Lk\ (4.16) 

1 ds 2 * ds 2 
при конформном преобразовании преобразуются по закону: 

'i = e 2 4 - £ ? V < y , /2 = Л У
2 - | ?Х, . /У, • (4.17) 

где 

^ = vA-}( x^ + ̂  + %-
В случае, если оба пространства плоские, то конформное 
отображение задается функцией (4.7), сравнивая (4.8) и 
(4.10), имеем 

* = 1 п | П 
и 

9 = 1п/л = х + etx + e2v (4.18) 
есть аналитическая функция, а функции р и v есть сопря
женные в смысле Эмбера функции X: 

так что 
dtp ^F (X. + б1. + 6%) rfa' 

d2
? = (Vy^ + е?Д. + e2

v//) duW. (4.19) 
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Следуя А. П. Нордену [7, стр. 180], введем производи 
v 

ную Шварца от функции Х = /(Х): 

' Z - 2 ^ F - ! ( / - ) • <4-20> 

Из (4.18) следует, что 

Подставляя (4.19) получим 

{х, х} rfx3 = х/7 ^ W + е^ хул ^ ^ + e^f хул A* W . (4.21) 
Тождественное обращение в нуль производной Шварца 

характеризует дробно-линейную функцию 
* = 7±4- (4-22) 

Преобразование, соответствующее функции (4.22) обра
зует девятичленную группу преобразований, которую на
зовем Л-конформной. 

При А — конформном преобразовании тензор 

Из (4.21) и (4.17) следует, что формы lxds2 и l2ds2 инва
риантны при Л-конформном преобразовании. Эти формы 
являются аналогом параметра Либмана двумерной кон
формной геометрии кривой [7, стр. 181]. Обращение в нуль 
величин 1Х и /2 определяет в Ар3 класс кривых, преобра
зующиеся в себя при (4.22). Эти кривые являются анало
гом окружностей двумерной конформной геометрии и опре
деляются уравнениями 

^ 1 1 #2 n dk-2 1 #2 п / , о лЛ 

_ k2 = о, _ ^ = 0У (4.23) 
ds 2 tfs 2 

общее решение которых при &J =̂= ̂ 2 определяется с по
мощью эллиптических функций Вейерштрасса 

Л = = | " № ' + ! ) . *2 = | - № , - 1 Х (4.24) 
где 

Р = £ ( с * + С,; 0, - 1 ) , С, С, = const, 

причем первый интеграл системы (4.23) имеет вид: 
kl-kl = 24C\ (4.25) 

т. е. кривые имеют постоянный инвариант / [5}-
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Поверхность третьего порядка 
aXXl + aXl + а7Х + a XX + f p + |?Х + fp X + С =- 0, (4.26) 

где X, X, X и т. д. сопряженные трехмерные алгебры 

X = х + by -f 62z, У. = л: + e6j; + £262z, 

Г = JC + гЧу + s622:, г = у Х 
а а и С действительные числа, при преобразовании (4.22) 
преобразуется в поверхность такого же типа. При а = £& 
поверхность (4.26) есть Л-сфера |5]. Будем называть по
верхность (4.26) обобщенной Л-сферой. Таким образом, 
при Л-конформном преобразовании обобщенные Л-сферы 
преобразуются в себя, при этом они могут вырождаться 
в некоторые поверхности второго порядка (а = 0) или 
плоскости. 

Уравнение обобщенной Л-сферы может быть приведено 
к виду: 

aiJkxixJxk + Zbtxl + С = 0 (4.27) 
или в канонических координатах: 

л3 + у3 + гъ — Ъхуг + ЪЬхх + 3b2y + 3b3z + С = 0. 

§ 5. Симметрические Г3 

Пространство аффинной связности называется симме
трическим, если 

Vmfl«/. = 0. (5.1) 
Так как тензор кривизны Г3 определяется заданием тен
зора Риччи, то для того, чтобы пространство Т3 было 
симметрическим, необходимо и достаточно 

V*fy = 0. (5.2) 
Отсюда в силу (3.4) следует 

Зсо Д 7 - 1 2 eUs vzQ5 — aijs ЪК8 = 0, 
т. е. 

VjQ* = - 3a>zQ', ъК^-Ъ^К1. (5.3) 
Таким образом, векторы Q и К1 образуют поля абсо

лютно-параллельных направлений и являются сильно
изотропными. Условия интегрируемости системы (5.3) имеют 
вид: 

2QQ3 — QQj - QlQJ = 0, 2QlKj - QKj - QlKJ = 0. (5.4) 
1 2 1 2 
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Очевидно, что векторы Q1 и К1 линейно-зависимы. Рас
сматривая только действительный случай, получим един
ственное условие интегрируемости, 

2Qi-Qi-Ql = 0. (5.5) 
1 2 

Отсюда и из (3.9) следует, что векторы Q и Q сильно-
1 2 

изотропны. Полагая 

получим из (ЗЛО) 
Rki /- = t2 (Чи e) + xettej), X, х = const (5.6) 

и 
V/ = ~ Зсо/. 

Из (5.6) следует, что тензор кривизны симметрического Т3 
имеет ранг два и 

Симметрическое пространство Г3 типа Римана имеет абсо* 
лютно параллельное векторное поле /, линейный элемент 
этого пространства равен: 

ds* = 3dx°do2, (5.7) 
где Ф — линейный элемент риманова двумерного простран
ства постоянной кривизны и является первой фундамен
тальной формой поверхностей расслоения. 

Симметрические Т3 при х = 0 имеют кососимметричный 
тензор Риччи, внутренняя геометрия поверхностей расслое
ния этих пространств квазиевклидова. 
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Й З Й Ё С Т Й Й В Ы С Ш И Х У Ч Ё Ё Н Ы Х З А В Е Д Е Н И Й 

МАТЕМАТИКА МП (174) 

УДК 513.015 

Э. Г. Нейфелъд 

АФФИННЫЕ СВЯЗНОСТИ НА НОРМАЛИЗОВАННОМ 
МНОГООБРАЗИИ ПЛОСКОСТЕЙ ПРОЕКТИВНОГО 

ПРОСТРАНСТВА 

Как известно, множество всех ^-плоскостей /г-мерного проек
тивного пространства есть (k + 1) (п — £)-мерное дифференцируе
мое многообразие Р Л Л , диффеоморфное поверхности Грассмана 
ъ Р(П+1\ • В настоящей работе показывается, что заданием диф-

ференцируемого соответствия между плоскостями из Рп и плоско
стями дополнительной размерности п — k— 1 в Рп k определяется 
аффинная связность. Это соответствие определяет нормализацию 
поверхности Грассмана в смысле А. П. Нордена; введенная связ
ность является внутренней связностью нормализованной поверх
ности Грассмана. Изучаются свойства этой связности и доказы
вается, что при k < п — k — 1 она будет проективно-евклидовой 
над алгеброй матриц (k + 1)-го порядка. В заключении рассматри
ваются аффинные связности на многообразии плоскостей неевкли
довых и симплектических пространств. 

§ 1. Нормализация многообразия плоскостей 
и введение связности 

Многообразие Pnk назовем нормализованным, если каждой 
^-плоскости Pk(xa), определенной базисными точками ха и пробе
гающей в Pnk некоторую область, соответствует плоскость д о 
полнительной размерности Pn_k_i(yp), причем 

^ а ) П Л - * - 1 ( У р ) = 0 . 0-1) 
Это соответствие определяется уравнениями 

ха = ха(и11 ^р=ГУр(и1)- а, Ь, с, d^oTk, /?, q, 2, 1, = 1 , п - k, (1.2) 

где ха, ур — дифференцируемые функции параметров ^-локаль
ных координат на РпЛ{1, у, k, / = 1, (k+ 1) (/г — k)). Эти функции 
определены с точностью до преобразования 

ха, = А%ха, \ , = Вр

р,ур, (1.3) 

матрицы которых 

л = и я , в={\вр

р,\\ 
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не вырождены, их элементы — произвольные функции параметров. 
Так как Pk(xa) пробегает некоторую область в Pnk, то 

rang || dM^ik+Viti-k), (1.4) 

где ха •— однородные координаты точек ха, а = О, п. 
Из (1.1) следует, что точки ха и ур независимы и образуют 

вершины репера в Рп. Дифференцируя функции (1.2), получим раз
ложения 

d^a^lcia\ + mp

ayp, 

д$Р = 1% Уд + л & 
которые назовем деривационными уравнениями нормализован
ного РпЛ. 

При преобразовании (1.3) коэффициенты lc

ia и 1% преобразуются 
по закону 

_ /? АС' АА, 4- Ас'д Ас 

iiat— iiars-c r\a' \ иi^a , ( 16 ) 

1?р' = tfpBq Bp + В\ dtBp , 
поэтому их можно рассматривать как коэффициенты связности 
в векторных расслоениях и 4n~k, базой которых будет РПл k , 
а слои изоморфны векторным пространствам Vk+i. и Vn_k соот 
ветственно. Заметим, что расслоение ^ n ~ k определено только 
в силу соответствия (1.2). При k = 0 lfa является нормализатором 
в смысле А. П. Нордена ( [ 2 ] , с. 200). 

Величины тр

а, nfp преобразуются как координаты тензоров. 
В силу (1.4) тензор mfa невырожден и определяет биективное 
отображение касательного пространства к PNK на слой V*K+1 (Я) У Л _ Л 

тензорного произведения расслоений и -fn~k, поэтому в каса
тельном расслоении, т. е. на Рщк индуцируется связность, кото
рую назовем связностью 1-го рода нормализованного j многооб
разия плоскостей. Ее коэффициенты однозначно определяются 
из уравнения 

kmfa Ш dtm% - Ц mb - 1шт% + 1% т% = 0 . (1.7) 

и равны 

где 

mkpamp

a = bl mfmq

kb^ba

bb% 
Условия интегрируемости уравнений (1.5) и (1.7) имеют вид Lfjb = - 2щс\ д\ тп% LfJq = 2щх д

а

{ т\а, (1.8) 

Г(/л = 0, (1.9) 

Rm = - Lliamfc mka

p +Lkl

p m)amf> (1.10) 

4 Е-690. Математика 
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где Ujb, Lffq и Rkij — тензоры кривизны связностей с коэффициен-

тами Ifb, lfg и Г/у соответственно. Из (1.9) следует, что связ
ность 1-го рода не; имеет кручения. 

§ 2 . Матричные структуры на многообразии плоскостей 

Введем аффиноры 

Ь%~т%т?ь, l% = nia

am%. (2.1) 

Так как 

kb *jd = 4 bJd , Д£Д^ = tfs AJq, 

то аффинор A% {&%) определяет в касательном пространстве к РЩК 

структуру правого (левого) модуля над алгеброй матриц (к + 1)-го 
((# —£)-го) порядка. Каждой матрице Н =\\кь\\ соответствует 
аффинор 

Д/(Я)-А#А2, 
причем 

Из (1.8) следует, что 

т. е. структурные аффиноры (2.1) ковариантно постоянны в о б о б 
щенном смысле. 

Рассмотрим теперь тензор с матричными координатами 

РЦЧРЛ, ptfb = n?Pmfc (2.2) 

Двойное отношение W ( [3 ] , с. 384) плоскостей Pk(xa), Pn_k_i{yp) 
и бесконечно близких к ним плоскостей равно с точностью до 
бесконечно малых 2-порядка W = Е + Рцйи1иу. Из (1.10) и (2.2) 
следует, что 

^ W = 2 / r ( ^ j A / + ^ , / , A f ] ) , Д ^ = | | А ^ | | . (2.3) 

При k = 0 это будет тензором кривизны проективно-евклидовой 
связности ( [ 2 ] , с. 215). 

Так как касательное пространство обладает структурой 
правого модуля, то каждому вектору vl соответствует при 
k<п — i ~ l и rangXntiq^l.= k + 1 , {k + 1) 2-мерное присоединенное 
подпространство, линейная оболочка векторов vJ

r 

Вектор vl переносится вдоль кривой ^dPnk субпараллельно, 
если его абсолютный дифференциал принадлежит присоединенному 
подпространству для всех точек кривой, т. е. Ы = kj(E)vJdt, где 
^ = 1 / ^ —произвольная матричная функция параметра кривой. 
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В пространстве Рп вектору vl соответствует система k+l 
точек 

^a-mt

p

aypv\ (2.4) 

независимых в общем случае и определяющих нормальную £-плос-
кость Pk(va)czPn„k„i(Ур)- При субпараллельном перенесении век
тора vl вдоль кривой точки (2.4) испытывают смещение 

^й-фаЧ + ср/Я (2 5) 

Следовательно, смещенная нормальная плоскость принадлежит 

P*k+l = Pk(*a)®Pk&J< (2.6)' 

Кривую т c z Р п к , касательный вектор которой переносится с у б 
параллельно, назовем субгеодезияеской. Очевидно, что геодезиче
ские линии являются частным случаем субгеодезических. 

Из (2.5) следует, что всякая субгеодезическая, проходящая 
через данную точку Pnk в направлении вектора v\ определяет 
в Рп однопараметрическое семейство ^-плоскостей, содержащее 

Рх(ха) и целиком лежащее в плоскости (2.6). Так как множе
ство всех Pk в P2k+i образует матричную прямую на Pnk (само 
Pn,k П Р И tt==km + k + m является /тг-мерным проективным про
странством над алгеброй матриц (k + 1)-го порядка [4 ] ) , то любая 
субгеодезическая, проходящая через данную точку в данном 
направлении, принадлежит матричной прямой, проходящей через 

Pk(xa) и ее нормальную плоскость Pk(va). Обратно, если одно-
параметрическое семейство принадлежит некоторой (2k + ^ -плос
кости, то ему соответствует на Рп k субгеодезическая линия. 

При преобразовании нормализации 

'Ур=Ур + Р&а, Рар^Рар{и1) 

тензор wife, а следовательно, и структурные аффиноры (2.1), не 
меняются. Коэффициенты связностей преобразуются по закону 

fib ; b r>b q 
на— на * qitl'iay 

f i q i P . п й ^ q (2,7) 
lip = hq + PptTlia 

И 

'H = Tv + 2trP«$% Pt4Pibal Pit^milPt. (2.8) 

Из (2.7) следует, что при преобразовании нормализации с у б 
геодезические линии переходят в субгеодезические. Поэтому пре
образование (2.8) назовем субгеодезическим преобразованием связ
ности. 

Если в Рп всем ^-плоскостям соответствует одна и та же 
плоскость Pn-k-i(yP)i т о тензоры п/ яз (2.2) равны нулю. Следо
вательно, связность 1-го рода имеет нулевую кривизну. Так как 

4* 
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любая связность на нормализованном многообразии ^-плоскостей 
может быть получена субгеодезическим преобразованием связ
ности нулевой кривизны и при этом сохраняются матричные пря
мые, т о связность \-то рода будет проективно-евклидовой над 
алгеброй матриц (k + 1)-го порядка. 

§ 3 . Нормализация поверхности Грассмана 

При перенесении Грассмана ([5], с . 341) многообразие Рщк 

взаимно однозначно отображается на поверхность Грассмана 
в Р / й + 1 ч , точки которой определяются простым (k + 1)-псевдо-

U+i) - 1 

векторами 

Х = - еа°'"акх Л . . . Л л Л , (3.1) 
(£ + 1)! а° V V ' 

где ха— базисные точки Pk. 
Многообразию Рп п-ъ-\ соответствует в Р , / г + 1 , семейство 

гиперплоскостей, определенное простыми (k + 1)-псевдовекторами 

^ - 1 е%'''аПа° [\... Л Г* 
& -J- 1)! 

(гиперплоскости \ а образуют ^-связку с характеристическим много

образием Pn„k_x ( y J . Здесь е й е"0"' °k — пара произвольных, 
0 k 

отличных от нуля взаимных (k + 1)-вектора пространства Vk+X. 
Вершины ха, ур проективного репера в Рп определяют вер

шины проективного репера в Р / л + ц , соответствующие (k + 1)-псев-

довекторам 

ЧZ%- i^TTTf е " " " - л ' Ч Л - Л » „ л . . . л . (3-2) 
5 - 0 , 1,..., £ + 1, 

из котбрых все, кроме первой, лежат в гиперплоскости 3 [6]. 
Покажем, что задание соответствия (1.2) определяет нормали

зацию поверхности Грассмана в смысле А. П. Нордена ( [2 ] , с. 198). 
Карательная плоскость в точке X пересекает гиперплоскость его 
нормали 2-го рода. 

Дифференцируя обе части равенства (3.1), получим в силу 
(3.2) и (1.5) djX^^X+Y^ где 

= Vi^mjXZ. 

Таким образом, (к +• 1)-псевдовекторы Хр являются опорными 
точками нормали 2-го рода, a lt есть нормализатор ( [ 2 ] , с . 200). 

Нормаль 1-го рода проходит через точки X и ^p

J($~2,k+l). 

Дифференцируя обе части равенств (3.2), получим 

I J i A P l . . . P j - l i A P l . : P j +Sni[Px

AP2...Ps\ + n i i a A P P r . . P j *>* 
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Из (3.3) и (1.7) следует 

^ - А + ̂ +Й*- (3-4) 

где V/ есть символ ковариантной производной относительно связ
ности 1-го рода, 

Следовательно, связность 1-го рода совпадает с внутренней .связ
ностью ( [2] , с. 198) нормализованной поверхности Грассмана. 
В силу (3.4) нормальная точка в Р(п+Х\ 

направления v\ переносимого параллельно вдоль некоторой кривой 
поверхности Грассмана, смещается в плоскости, пересекающей 
нормаль 1-го рода ( [2 ] , с. 202) и принадлежащей соприкасающей плос
кости 2-го порядка поверхности Грассмана [6], переходящей через 

точки X Ха

р, Х%. 

§ 4. Полярная нормализация 

Если плоскость Рп„и-\ (Ур)> определенная соответствием (1.2), 
так же зависит от (k + 1) (п — к) существенных параметров, то тен
зор flip невырожден и на нормализованном Рп k определяется 
аффинная связность 2-го рода, коэффициенты которой однозначно 
находятся из уравнения 

Легко видеть, что связности 1-го и 2-го рода обобщенно сопря
жены ( [2 ] , с. 218) относительно тензора ри * 

ЪРау-О, (4.1) 

кроме этого выполняется еще одно условие типа сопряженности 

А А 0 ; 1 = 0 . (4.2) 

Покажем теперь, что в случае полярно нормализованного 
многообразия k-плоскостей связности 1-го и 2-го родов совпадают. 

Полярная нормализация Рщк определяется заданием в Рп не
вырожденного поляритета, определенного с помощью псевдотен
зора a# = aa^ а = ± 1 , d e t | | a a ^ O . 

Если о = 1, то поляритет определен гиперквадрикой 
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при в = — 1 поляритет косой и определяется заданием линейного 
комплекса прямых 

а а р / * = 0, (4.4) 

где р°* -~ грассмановы координаты прямой. В последнем случае 
необходимо, в силу невырожденности, чтобы размерность про
странства была нечетной. 

Если плоскость Pk{xa) не касается гиперквадрики (4.3) ( а = 1 ) 
или не содержит прямых комплекса (4.4) (а==— 1), то она не 
пересекает с в о ю поляру Pn__k__x{yp). В последнем случае необхо
димо также, чтобы k было нечетным. В этом случае тензоры 

а*ь = а а$хаа xt apq = уР у\ невырождены и аа$ xl yl = 0. Диффе

ренцируя обе части последних равенств получим Dflab<=Q9 

Dflpq^% и mia

rarp + mpaab=:0. Отсюда, дифференцируя получим 

hmka%p + HnkP

baab~0, Н-Н-
Из (4.1) следует, что связность полярно нормализованного РП K 

будет римановой с метрическим тензором 

gij--Ptj-aPXbm^mjb\ {ааЬаас = Ъь

с). 
Тензор с матричными координатами 

Qi^-Pi, (4.5) 
определяет матричную квадратичную форму 

которая в силу (2.6) определяет инвариант двух бесконечно-близ
ких ^-плоскостей полярно-нормализованного пространства. Легко 
видеть, что в случае а = 1 собственные значения формы с1Ф будут 
стационарными расстояниями между этими плоскостями ([7] , с . с.67, 
148, 219). Тензор (4.5) удовлетворяет также условию О*/ = Gn, или 

в координатах 0*fb*=Oji%- Qij» = aacabdGi?c. 
Из (4.2) следует Dfiijl=0, или vkQu= QuLk-LkGu% Lk = \\lk

a

b\\. 
Таким образом, связность на полярно нормализованном много

образии ^-плоскостей можно рассматривать как матричную связ
ность Вейля, в которой Q(j — основной, a Lk — дополнительный 
тензор. 

В случае, когда k= 1 и форма (4.3) положительно определена, 
т. е. для прямых эллиптического пространства, определяя пря-

—>• 

мую парой мнимо-сопряженных точек X и X на абсолюте, полу-

чим, что уравнения (1.5) примут вид dtX= ltX + mipyp, где / / = / ю , 

т? —тОь-. Заметим, что 1% и mf комплекснозначные функции пара

метров. 
Тензор (4.5) определяет два комплексных тензора 

Сц = G{jo== Giju Gijl= Gij\. 
Первый из этих тензоров есть ковариантно постоянный тензор 
теории А. П. Нордена, второй является основным тензором ком
плексной связности Вейля [8], 
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В / А . Дербенев. Асимптотика решения неустойчивого уравнения 

восстановления 

(аннотация статьи, депонированной в ВИНИТИ, № 2460-76 Деп.) 

В статье рассматривается уравнение 

t 
x(t) = ^K(t — s)x(s)ds+f(t),t^O, (1) 

° 
где K(t) € С [0, о о ) , при условии, что уравнение 1 — g ( c o ) = 0, q ( со ) = 

оо 

= J е~ш8 K(s)ds имеет в правой полуплоскости конечное число корней coy крат-
о 

ности яу соответственно. 
Для резольвенты R (t — s) ядра К (t — s)' справедлива следующая 
Т е о р е м а . Пусть т > 0 — произвольное целое число. Если 

•ЦТ* ' 
j k=l где cjk — коэффициенты при отрицательных степенях со — coy в лорановском разло-

оо 
жении функции q(«>)[l — q ( с о ) - i ] в окрестности точки coy и ^ s M ( m + l ' + M l \j((s)\ds< 

< оо, где 

оо 

М = 1] nj, Мх = max {т, т а х { я у } } , то f sm\R(s) — R*(s)\ds< о о . 

Используя данную теорему, получен ряд результатов об асимптотическом по-
k 

ведении решения уравнения (1) в случае, когда / (0== S fn-(t +l)~n-h 0 ((*-Ы)~~*). 

(Работа поступила в журнал „Математика" 24 XII 1974.) 
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Э.Г.Нейфельд 
О ВНУТРЕННИХ ГЕОМЕТВШХ МНОГООБРАЗИЯ НУЛЬ-ПЛОСКОСТЕЙ 
МАКСИМАЛЬНОЙ РАЗМЕРНОСТИ ПОЛЯРИТЕТОВ ВТОРОГО ПОРЯДКА 
Как известно, корреляция в проективном пространстве Р а 

есть поляритет, если ее тензор обладает симметрией 

При б =1 имеем обычный поляритет, при б =-1 - косой. 
Плоскость Р|с (х а) с базисными точками Ха(х%) есть нуль-плос
кость поляритета, если она принадлежит своей поляре [l,c.25l]. 
Необходимым и достаточным условием этого есть условие 

•*. -» cfef . * А п i —г (2) 
*ьЧ — алрхах$ = 0, а,,о,с = о, 1с. 
Нуль-плоскость Pj( (Ха) есть нуль-плоскость максималь -

яой размерности, если она совпадает со своей полярой. В этом, 
случае необходимо, чтобы П=^1с + 4 и в.случае б «I квадри
ка (Xik х г = 0 
имела нулевую сигнатуру. 
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Множество всех нуль-плоскостей максимальной размерности 
или Uzk,W образует многообразие размерности т = - •**Н***+6') . 
Заметим, что в случае квадрики это многообразие двусвязно и 
есть объединение двух семейств той же размерности [1,с.25б]. 
Многообразие Q2lc,k является базой векторного расслоения £, 
слои которого (к+1) - мерные векторные пространства, соответ
ствующие нуль-плоскостям поляритета. 

Многообразие У-zkX назовем нормализованным, если 
определено дифференцируемое соответствие между его нуль-плос
костями, такое, что каждой плоскости Rt (XQ) из некоторой 
области 2(t,lc соответствует нуль-плоскость Pk(ya), 
не пересекающая первую. Для базисных точек эт^й нормализующей 
плоскости можно ввести относительное нормирование 

x*y~sl, ff~o. <3> 
Определим на dzkX локальные координаты (Iй . Диф

ференцируя по этим координатам векторы х а и и°-у получим 

V,5ft=m„af, Vif-=nL
axt, L,},kJ=TJn. (4) 

Ковариантные производные здесь содержат коэффициенты связнос
ти в векторном расслоении £ . Дифференцируя обе части ра -
венств (2) и (3), получим, что тензоры tYl^t и П^ 
удовлетворяют условиям симметрии 

Координаты опорного тензора ГМ^8 образуют невырож -
денную матрицу ( I -номер строки, парный индекс О,, в - но
мер столбца), что следует из того, что точки х*, зашсят 
от m существенных параметров - координат UL . Следователь
но, опорный тензор определяет изоморфизм касательного прост -
ранства многообразия Огк.,к на пространство бивекторов (tf=/) 
или симметрических тензоров (б=-/) расслоения £ . Отсюда 
так же следует существование контравариантного опорного тензо
ра, координаты УН которого однозначно определяются из 
равносильных систем : 

m^mud =SZSl-68*5; <* тт"'т^ь-Ц. (6) 
Связность 1-го рода на многообразии нуль-шюскостей опре

деляется с помощью уравнения : 
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Vi т^ь = 0. (7) 

Из условий интегрируемости уравнений (4) и (7) следует,что 
связность первого рода не имеет кручения, а тензор кривизны 
связности в £ равен : 

Rjcia =~2pfklm|A;% > (8) 
где 

Ру lni Wy**"" (9) 

тензор Нордена нормализованного многообразия нуль-плоскостей, 
а Д'£ - структурные аффиноры этого многообразия [ 2] : 

Тензор кривизны связности 1-го рода равен 

Заметим, что тензор Т у ковариантно-постоянен и, 
кроме того, удовлетворяет уравнению: 

тут пт^=^;н-(к+з)Тс/ е . да> 
Преобразование нормализации определяется изменением норма

лизующей плоскости и задается уравнениями: 

** = **•. fsf+pa<*«- (13) 

Из (3) и (6) следует : 
4 

р =-ор , р ^ ш рс. 
Таким образом, преобразование нормализации в (ZakX оп

ределяется заданием ковектора 
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Легко видеть, что опорный тензор m^fc инвариантен при 
преобразовании нормализации, а коэффициенты связности в £ 
и связности 1-го рода преобразуются по закону 

Г» Ь г-» S IcS г»Ц, r-*k , о -р ntk 
U * I и ' Р | Д а , I V e I ij +cpm I (у) . (15) 

В случае , если нормализующая плоскость также зависит от 
Ш существенных параметров, то на Q^k.lt существует также 
связность 2-го рода, коэффициенты которой однозначно определя
ются из уравнения 

V;M/' = 0. (к) 
Связности 2-го и 1-го рода сопряжены [ 3,0.176J относительно 
тензора Нордена. 

В случае, ко1да нормализующая плоскость одна и та же для 
всех нуль-плоскостей многообразия, связность 1-го рода евклидо
ва, т.е. нулевой кривизны. Таким образом, любая связность нор
мализованного многообразия GUk,,k получается из евклидовой 
связности с помощью преобразования (15). 

Остановимся на некоторых частных случаях. 
I. (У= I • Если к ~Z , то Ы*/,г есть пара семейств 

плоских образующих квадрики QL4 в Р 5, внутренние геометрии 
нормализованного многообразия CU,* будут проективно-ев-
клидовы, что соответствует внутренним геометриям трехмерного 
нормализованного пространства Нордена [3, c.2IL)J. 

Если К = 3 , то связность 1-го рода будет конформно-ев -
клидовой связностью Вейля с метрическим тензором • 

а*е<* (17) 1 OLbtdL 

где t - произвольный квадривектор 4-мерного пространства. 
Этот факт представляет собой иллюстрацию известного принципа 
тройственности Эли Картана [4, C.534J , из которого следует, 
что каждое семейство 3-плоских образующих квадрики W,* в 
Рр изоморфно самой квадрике. 

При R = 2S - I геометрия 1-го рода будет геометрией 
типа Вейля с метрическими тензорами валентности S : 
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I =pla,tf...ashm •••m 

определяшие в пространстве направлений касательного простран
ства пару двойственных поляритетов порядка 5 , которые 
характеризуются тем, что I-лолюс первой поляры точки общего 
положения совпадает с этой точкой. 

'£• и = - I. Ь этом случае геометрия 1-го рода также 
будет геометрией типа Бейля порядка /с+У i метрическими 
тензорами 

которые также определяют двойственные поляритеты пространства 
направлений. 

- Л и т е р а т у р а . 
1. X о д ж В., П и д о Д. Методы алгебраической гео

метрии, т.2. М., ИЛ, 1954. 
2. Н е й ф е л ь д Э. Г. Аффинные связности на норма -

лизованном многообразии плоскостей проективного пространства.-
>:зв.вузов. Матем., 1У76, № II, с.48-55. 

3. Н о р д е н А. П. Пространства аффинной связности. 
1,1., "Наука", 1976. 

4. Р о з е н ф е л ь д Б.А. Неевклидовы геометрии.ГЛ., 
ГИТТЛ, 1УОЭ. 
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При четном /г система деривационных уравнений каноничес
кого репера линейчатой поверхности в Е ^ состоит из уровне -
ний (14), (15), (9) при 2к^П-2, (К) и (II), при нечетном 
П - из уравнений (14), (15), (9) при 2Jc< п. -I, (IO).. 

Таким образом, доказана 
Т е о р е м а 2. Линейчатая поверхность в пространстве 

Ей, определяется с точностью до движения этого пространства за
данием 2/г -з функций dti/ds, dfb/ds,p; dSi/dbd^dfc/dSMф*1~ф) 
при нечетном и, и dd/ds, dp/ds,p; dSi/ds,d;tg[£;t у.(с*/,...,&=м!}; 
dSt^/ds, cij^ при четном п . ds q-

Л и т е р а т у р а 

I. Blaschke W. bcf^ntntiatoBomeUie det gixadPaiLoei 
niicken Cm eltiptisthtn Rcuun-Math. Zeit, J322,15y 309-320. 
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линейчатой дифференциальной геометрии. - Томск, 1973. 

Бурдаков В.М., Ней^ельд Э. Г. 

О ГЕОМЕТРИИ ПОВЕРХНОСТЕЙ СШШЖТЙЧЕСКОГО 
И Ш З И С Ж Ш т Я Е Ш Ш ) ПРОСТРАНСТВ 

I. Задание точки X симплектического пространства 
Spz +. , соответствующей точке х поверхности 
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Ж25 с- оргп+{ , так что выполняется условие 

<£%> = алрх«Х»={ (4,р= 1,гп+г). (1) 

где CLeifl^-CLpt - бивектор абсолютного поляритета, определяет в 
случае, когда ее касательная плоскость не принадлежит поляре 
точки касания, нормализацию! этой поверхности в смысле А.П.Нор-
дена f i] . Нормаль 2-го р_ода есть пересечение касательной плос
кости с полярой точки X , а нормаль 1-го рода содержит точ
ки х , X , X s , причем последние сопряжены первым двум и нор
мали 2-го рода. 

Произведения вершин подученного проективного репера опре
деляются следующей таблицей 

X 

Уг 
X 

LJL. 

X 

0 
Pi 

-i 
0 

Ъ 
-?i 

9и 
0 
0 

X 
i 
0 
0 

j 0 

~*п 
0 
0 
0 

i 9* 

(2) 

Деривационные уравнения нормализованной поверхности имеют виц 

Art ЧЛ^1, vuX=-m^plcX + mi* + mfyfe+rfXs, 

Внутренняя связность 1-го рода характеризуется условиями 

# ft - fo " fy ** Че ft] - ft, %Р/) - «tf - (4) 

Vkft-2pfcKto. v k ^ - a s+i 
2. Под квазисимплектическим пространством ^>p2ll4f будем 

понимать проективное пространство, в котором заданы поляритеты, 
определенные тензорами &«<yi ~ - & / * и о -vo , где 
и второй тензор определяет при б* =1 в нулевой области первого 
тензора невырожденную квадрику, а при б =-1 нуль-систему,как 
и в 12] . 
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W2S нормализуется заданием ее отображения 
. Нормаль 2-го 

Поверхность 
в собственную область пространства З р ^ Д 
рода определяется аналогично, а точки Х $ являются базисны
ми точками нулевой области пространства. Таблица произведений 
вершин репера совпадает с (2) при условии ^ si =0. Первые три 
деривационные уравнения поверхности совпадают с соответствую -
щими уравнениями (3), а последнее имеет вид 

Уь относительно ко-
определеиные соотяо-

Поляры £,1, ̂  точек 5 , X 
сого поляритета и гиперплоскости as 

шениями 
Xs

 s # Ы > 5 ^ , (5) 
при #*^ = Ь* определяют грани 2-го. проективного репера, 
связанного с поверхностью, причем имеем : 

(6) 

Это позволяет также определить деривационные уравнения по
верхности и геометрию 2-го рода, которая, однако, совпадает с 
геометрией первого роца. 
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ОС 

1 Vi 
X 

lis 

£ 
0 
Pi 
-г 
0 

ь 
-Pi 
to 
0 
0 

di 

i 
0 
0 
0 

г—»t 

0 

0 
0 
&*l 

; Вишневский В. В. 
К ВОПРОСУ О ТЕНЗОРЕ ГОЛОЮРВДО П Р О Е Ш Ы Ю Й КРИВИЗНЫ 

В работах [i] - [з] , [б] -[ю] изучаются голоморфно гео
дезические преобразования связностей, сохраняющих некоторую по-
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6. Б л я ш к е В. Дифференциальная геометрия и геометри
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7. Р о з е н ф е л ь д Б. А., Б а х о л д и н а Т.Н., 
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кривизна квадратичных, комплексных, двойных и дуальных эллипти
ческих пространств. - Изв.вузов (Математика), 1971, № 5 (108), 
с.82-91. 

Нейфельд Э. Г. 

О ГЕОМЕТРИЯХ, ОПРЕДЕЛИМЫХ ПОЛЯРИТЕТОМ 
3 ПРОЕКТИВНОМ ПРОСТРАНСТВЕ НАД АЛГЕБРОЙ 

I. Проективным пространством Р(ЕУА) над унитальной и 
ассоциативной алгеброй А с модулем-носителем Ь назовем 
многообразие присоединенных подпространств этого модуля, изо
морфных алгебре А . 

Корреляцию в Р(Е,А)определим заданием билинейного ото
бражения Е в сопряженный модуль Е , при котором при
соединенные подпространства произвольного вектора ос е с^ 
отображаются в присоединенные подпространства ковектора £ е h, 
образа вектора х при этом отображении. 

Необходимым и достаточным условием того, чтд отображение 
заданное тензором ddf> , определяло корреляцию в нравом Р(Е,А) 
есть условие 
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a,6 = i,r=cfcmA )/ 
где р^ образуют антиавтоморфизм О алгебры Д , а 
С^а определяют структуру правого модуля. 

В случае 6Ц» =6*0^4 (tf2*f) корреляцию назовем поля
ритетом. Для этого необходимо, чтобы антиавтоморфизм J> был 
инволютивным. Если алгебра А фробениусова, то задание не
вырожденного поляритета в Р (Е/\)равносильно заданию эрмито-
EO-симметрической формы у(хэц)= А** X У ̂ а : 

ff&p-fif.*), {(2*,jD*fi(*)ffy)l, *J*A- (2) 

Кроме того, Q>4*sA+hafa и 

где ^а - некоторый неособый ковектор алгебры А . 
2 . Пространство г(Е,А/назовем нормализованным в смысле 

[l], если определено дифференцируемое отображение некоторой об
ласти этого пространства в пространство его гиперплоскостей 
г It, А ) • 

В нормализованном пространстве деривационные уравнения 

U5«2L£+J.f 4jfr-jfrl» + gfij (4) 
(U-, Ру б А, <:,«/> = iT*^) 

определяют аффшную связность без кручения, которое будет про-
ективно-евклидовым над этой алгеброй в том смысле, что ее гео
дезические лежат на проективных прямых над А , определенных 
данной точкой я и ее нормальной точкой tt; d u 1 , . Струк -
турные аффиноры нормализованного Р (Е,А ) определяются соот -
ношениями 

$еа»Дс.к£' Д^= дДеа) (5) 

и удовлетворяют уравнениям 
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%Al
ia -Д?([Це.]) , Pye.-ReД?.. (6) 

В случае полярной нормализации, рассматриваемая область 
определяется у словием J'(х, ос) = е . Так как f ( i , V,) = 0, 
. o J > L f - L f и % = ^ ^ . ^ - ^ . Р % - ^ е с % ь о с : 
новной тензор пространства,удовлетворяющий уравнению типа Вей-
ля 

vfcG^fGvLfc], (?) 
Внутренняя связность полярной нормализации будет симметричес
кой в смысле Картана и, когда ковектор nra^Jagt= Z \ | a не
особый, римановой с метрическим тензором 

Л и т е р а т у р а 

1 . Н е й ф е л ь д Э. Г. Афинные связности на нормали
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К ТЕОРИИ МНОГОМЕРНЫХ КОНГРУЭНЦИ̂ ! 

§ I . 1*иперповерхвость и ее сферическое отображение 

Рассмотрим гиперповерхность S f f t + i ) - мерного евкли
дова пространства и каждой точке М ' этой гиперповерхнос
ти, определенной радиусом-вектором 4 

г = г(и1), L=Tji 
поставим в соответствие точку М 0 гиперсферы, определен -
ную радиусом-вектором 

n, = t\(ul)f 1= i,ft, 
который является единичным вектором нормали Ь . 
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В заключение рассмотрим случай конформно-евклидова 
пространства. 

У т в е р ж д е н и е 7. $^ =//(р9ц ~Ру); 

где Pi - вектор конформного преобразования, 

Это сразу получается как следствие из формул / ^ 1 , § 4 5 J 
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З'.О л о н и ч е в П. М. Казанский геометр Ф.М.Суво -
ров. - Историк с—математические исследования. Вып. IX. М., 
Гостехиздат, 1 9 5 6 . 

Э.Г.Нейфельд 
НОРМАЛИЗОВАННОЕ СЕМЕЙСТВО ПЛОСКОСТЕЙ 

И ГЕОМЕТРИЯ ВТОРОГО РОДА ПОВЕРХНОСТИ 

1. Построение нормализации семейства плоскостей. 

Семейство Жт Я -плоскостей проектив
ного пространства Р ^ , определенное параметрическими 
уравнениями 

назовем поляризованным, если каждой плоскости семейства 
соответствует поляризующая плоскость ^п-к^^ (ОС•$) д о ~ 
полните льной размерности, не пересекающая первую, базисные 
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точки которой определены с помощью уравнений 

• ? а - Х-аШ1) ta,ic,d^7^«). ( 1-2) 

Тем самым в проективном пространстве определяется компо -
зиция 1 IJ , деривационные уравнения которой 

VlX^MilXc 7VlJ?Q=Miaefe ( 1 , 3 ) 

определяют горизонтальную и вертикальную связность компози
ции с объектами fV и Г. % соответственно. 
Тензор УУ?1ц » удовлетворяющий условию 

-хана НУУИо,ЕЦ = т 
(здесь I - номер строки, а парный индекс а, с. опреде
ляет столбец), определяет вложение касательного пространства 

'J7 семейства в касательное пространство грассманова 
многообразия, изоморфного тензорному произведению 
V K % ®V„-K L21 . 

Поляризованное семейство плоскостей назовем нормализо
ванным, если задано нормальное подрасслоение касательного 
расслоения грассманова многообразия, слои которого А/ осна
щают в V ^ . r ® V^?-K касательное пространство Т се -
мейства, т.е. 

\ С ®Vn-«=T@A/. • 
Нормальное подрасслоение может быть определено заданием поля 
связующего тензора 

«pcf^pa?(2/0 (W,T*JJa, (1А) 

координаты которого вместе с координатами тензора м? удов
летворяют условию 

.w*ij, Л Mia , У\р1 \\ = (к+^Хи-к). 
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с. с 
Отсюда следует, что тензорные поля W iQ и wipe, on -
ределяют композицию грассманова многообразия Р„~к . Де -
ривационные уравнения этой композиции имеют вид 

ViM}£* BijUpQ , \/[Про- £ipYn*b' (1.5) 

и определяют связности в касательном и нормальном подрас -
слоениях, первую из которых естественно назвать внутренней 
связностью нормализованного семейства. Из условий интегри -
руемости уравнений (1 .3 ) и (1 .5 ) следует, что внутренняя 
связность семейства не имеет кручения, ее асимптотический 
тензор RLj^ симметричен по нижним индексам и удов -
летворяет обобщенному уравнению Кодацци 

Ц_н Bnf= п% (%,ci^тцат-^ + (1.6) 

(1 .7 ) 

а тензор кривизны 

- 9 Р е о р 

Преобразование поляризации определяется заданием поля 
связующего тензора р - и имеет вид 

?о* -%о+Р1Хс. (1.8) 

При этом преобразовании тензор W'L(\ остается инва -
риантньтм, а коэффициенты горизонтальной и вертикальной связ
ности композиции в рп преобразуются по закону 

nj = PLQ -pjwii, гД <hpimu . (1.9, 
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Преобразование нормального подрасслоения определяется урав -
нением 

W 4 * W / > « * ^ Р г п к < ? - ' <1"-Ю> 

При этих преобразованиях коэффициенты внутренней связ 
ности семейства и ее асимптотический тензор преобразуются 
следующим образом: 

( 1 . 1 1 ) 

B'*B£+W*m*l4lm$pji4 

где тензоры /7? ̂  и п £ взаимны тензорам 
fT7-Q и л Л , т.е. удовлетворяют уравнениям 

Если поляризация невырожденная, та. если множество всех 
поляризующих плоскостей зависит от М существенных пара
метров и, следовательно, 

то поляризация вполне определяет нормализацию: координаты 
тензора Y) р\ могут быть определены как фундаментальные 
решения системы 

yniS
cxs

e=0. 
Примером нормализации семейства плоскостей служит по -

лярная нормализация этого семейства относительно некоторого 
невырожденного поляритета в проективном пространстве, при 
которой плоскости общего вида р к ( X Q ) соответствует ее* 
поляра Ри-^.у (jto,) • Тогда тензоры 
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будут ковариантно-постоянны в соответствующих связностях, а 
тензор (1.4,), определяющий нормальное подрасслоение, опре -
делится из уравнения 

n-JnP! =-aui acdm-Jnfi=0. 
Легко видеть, что внутренняя геометрия полярно нормализо -
ванного семейства будет римановой с метрическим тензором 

qLf^acofmLlm/d . (1.12) 

При К = О , т.е. когда семейство есть т -поверх
ность в проективном пространстве, построенная нормализация 
совпадает с нормализацией поверхности в смысле А.П.Нордена 
£ 3 , с. 197 J : поляризующая гиперплоскость р/п.1 (OCQ) 

пройдет через вершины Лр - Про Х^ нормали 1-го и опорные 
точки ^ _ W i ^ 3f Q нормали 2-го рода. 

2. Геометрия 2-го рода поверхности 

Как известно £3 , с. 219^1 , на нормализованной гиперпо
верхности проективного пространства определяются две внут -
ренние геометрии аффинных связноетей - геометрии 1-го и 
2-го рода, сопряженные относительно асимптотического тензо
ра. При построении геометрии 2-го рода гиперповерхность рас
сматривается как огибающая своих касательных гиперплоскос -
тей. Поэтому вполне естественно определить геометрию 2-го 
рода поверхности произвольного .числа измерений т i Y\ - d как 
внутреннюю геометрию семейства ее касательных ГУ1 -плос -
костей Р т ( Х а ) fнормализованного в указанном выше 
смысле. 

В самом деле, пусть **7 -поверхность j£V>? в рп 
задана уравнением 

- > -> • ( 2 1 ) 
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Нормализуем ее в смысле А.П.Нордена [3 , с. 1 9 7 J и запишем 
ее деривационные уравнения в виде 

Второе из этих уравнений, как известно, определяет внутрен -
тою связность 1-го рода. 

Касательную ftl -плоскость поверхности определим точ
ками 

а вершину • n-v*—i нормали 1-го рода примем за 
поляризующую плоскость касательной плоскости. Дифференцируя 
обе части равенства (2 .3 ) и используя деривационные уравне
ния (1 .3 ) и ( 2 Л ) , получим. 

Vi Mo'-flVc-PiM, W£~lK-b"U« ,2.4) 

q i (2.5) 

Исключим из ряссмотр^ния аналоги развертывающихся поверх
ностей, для которых асимптотический тензор Ъ11 поверхно
сти вырожден, т.е. ^QWL И Oil \\ £ YYI . Тогда асимптота -
ческий тензор определит вложение касательного пространства Т 
семейства, рассматриваемого как т -мерное многообразие, 
в подпространство Т * ® Vг \ -ю касательного пространст
ва V ^ Y ® V n - m грассманова многообразия Рп,г>о 
Нормализующее подпространство А/ , определенное задани
ем тензора (1.4) , определится заданием тензора Сц1 » 
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такого, что 

чалу, Ц 6и а
? Си,,* /I =т (h-Hi)(u^iMo^ftn)t 

определяющего оснащение N касательного пространства Т 

-УХА. 

Этот тензор будет равен 

с с „ и. 
Крл

С =- О-р Va + Zuj &[э V(. ( 2 .6 ) 

Здесь ковекторы й л . Ь р образуют кобазис базиса 
/ f t ~ 7 6 y B А/ » векторы которого однознач

но определяются формулами 

. о . 

не зависящими от выбора нормализующих подпространств N 
и /V . Дифференцируя обе части равенства (2 .5 ) $ получим 
в силу ( 1 . 5 ) , (2 .4 ) и (2 .7 ) 

V * ^ZJ/ = ^ £ у + £*«; ^ / *, (2.8) 

где круглые скобки, заключающие индекс £• , означают ко-
вариантное дифференцирование в связности 2-го рода, т а . внут
ренней связности касательного семейства. Асимтотический тен
зор касательного семейства полностью определяется своей глав
ной частью j5 ij и равен 

Bij = &ij Л£ + By" 6'и. (2.9) 
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В случае гиперповерхности тензор Си,^ тождествен-> 
но равен нулю и условие ( 2 . 8 ) ) совпадает с условием сопря -
женности связностей 1-го и 2-го рода / ,3 , с. 172_J . 

Тензор Си,^* определяется с точностью до преобра -
зования 

•Cj = cj+ St S«/. (2.Ю) 

Ему и асимптотическому тензору .поверхности. Р 6 у соответ
ствуют взаимные тензоры £ ^ь и p^-V , координаты 
которых находятся из уравнений 

( 2 . 1 1 ) 

Заметим, что тензор о л* , вообще говоря, не симметри -
чен по верхним индексам, а тензор С "$% не зависит от 
преобразования ( 2 . 6 ) . Введем еще тензор Кодацци 

SIJK - V* &у ~~ £* "у ? (2.12) 
который в силу уравнения Кодацци будет симметричен по всем 
нижним индексам. 

Из (2 .8) следует, что тензор деформации связности 2-го 
рода в связность 1-го рода равен 

V = r V ' r v '* V > (2ЛЗ) 

D н 

а тензор V Lj определяется формулой 
<7 

а Л - с ' 7 ' " - £ - (2.14) 
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Определенная таким образом связность 2-го рода сущест
венно зависит от выбора нормализующего подрасслоения каса -
тельного семейства, т.е. от преобразования ( 2 . 6 ) . Этот про -
извол устраним для поверхностей, для которых инвариантным 
образом определен тензор & V - , удовлетворяющий условию 

В этом случае тензор Си'с a определяется с помощью уравне
ния 

6*е с4-я=о, 
и, следовательно, нормализация касательного семейства полно
стью определяется нормализацией поверхности. При преобразо
вании последней связности 1-го и 2-го рода преобразуются по 
закону 

Это преобразование является обобщением составного преобрязо-
вания А.П.Нордена (£з] с. 1 7 8 ^ на случай поверхности про
извольного числа измерений в Рп . (Преобразование норма
лизации поверхности определяется уравнениями 

3 . Пересечение квадрик или 0L -поверхность -

Гиперповерхность, на которой геометрии 1-го и 2-го рода 
. совпадают, есть гиперквадрика, нормализованная автополярно 

£"3, с. 2 6 6 J . Случай f>| -поверхности значительно 
сложнее. Поэтому здесь в качестве примера рассмотрим некото
рые свойства поверхности, образованной пересечением связки 
квадрик 
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тензоры которых ^ 6 з будем считать линейно независи
мыми. • I 

Для того, чтобы система (3 .1 ) определяла в г*, по -
верхность размерности }v\ или GL -поверхность, не
обходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие 

%ап^ // a* xftll =P=n-m (3.2) 

для точек некоторой окрестности точки DC , координаты ко
торой удовлетворяют системе ( 3 . 1 ) . В общем случае Q. -по -
верхность может иметь и особые точки, для которых р < п -ил , 
но их мы исключим из рассмотрения. Отметим также, что если 
для любых точек проективного .пространства выполняется уело -
вие л /2 „ 

и существует хотя бы -одна точка пространства, для которой 
этот ранг в точности равен ^ , то, как показал Г.Б.Гуревич 
£ 4 j , между S и CL есть зависимость вида 

Отсюда следует, что в / л , существует открытое под
множество, точкам которого соответствует связка гиперплоско
стей \ А _ ПА ry.fi> 

J * ~~ "Яр о . • 

ранга Я, , определяющих (h—fy>) -плоскость -
fy -поляру этой точки, Gi -поверхность может и не 

принадлежать этому подмножеству4 и тогда Р * ^ . Так, на
пример норм-кривая 3-го порядка ОС ~ ('ii i^tz

7 t у on -
ределяется пересечением & ~Ъ квадрин в р и л — 2 » 

Система тензоров Я-^л определяет в пространстве сим
метрических тензоров 2-й валентности £ -мерное под -
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пространство ~У^ , с помощью которого можно определить 
расслоение-произведение в .смысле £ 5 , с. 2 2 J с базой -

Q, -поверхностью и слоем 1/^ 
Подрассло^ние этого расслоения, определенное с помощью 

связующего тензора 

al - а*'(Z?£z); (з.з) 
назовем главным расслоением Q, - поверхности. Легко ви
деть, что матрица, составленная из координат этого тензора, 
имеет в некоторой окрестности/точки ОС GL -поверхности 
ранг р = Y7 ~ Уи. и что этот темзор не зависит от выбора 
нормализации. Дифференцируя обе части равенства (3.1) по 
криволинейным координатам, получим в силу (2.2) 

И 

Отсюда следует, что основной тензор -поверхно -
сти 

*у = *'#/#> (3-5) 

принадлежит индексом А главному расслоению и вполне оп
ределяется асимптотическим тензором GL -поверхности*_Его 
ковариантная производная равна 

где Л1£*а (fL , ха) = Vi a* - tL ай 
(3.7) 
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Тензоры (З.В) и ( 3 . 7 ) определяют второе главно^ подрас-
слоение расслоения-произведения, базис слоя которого может 
быть определен Тензорами д , - и $ й > , рассматрива
емыми как векторы в 1/у , так что 

/) С А с А — 

„ Е ' 
Тензор ^ д не зависит от выбора нормализации, а тензор 
a*7jC преобразуется по закону 'LCL 

<*>** ~ *Я. + Pi *£-6« сСР£ . (3.9) 

Дифференцируя обе части равенства ( 3 , 4 ) , получим, что 
асимптотический тензор Q -поверхности удовлетворяет диф
ференциальному уравнению 

^ *v s = 4 V ' 3<w,s V (3-10' 
и системе линейных однородных уравнений вида 

*'У * а*>е "= °- {ЗЛ1) 

. Из ( 3 . 1 0 ) следует, что нулевые линии асимптотического 
тензора (если они существуют) 

будут геодезическими ее внутренней геометрии 1-го рода,что 
является обобщением свойств асимптотических линий квадрики. 

Определим на поверхности поле тензора Cuj Л и т е м 

самым определим нормализацию ее семейства карательных 
плоскостей, а, следовательно, и ее геометрию 2-го рода. За 
счет выбора вершин нормали jL-ro рода, т.е. за счет поляриза
ции семейства, тензор CL^QC всегда можно привести к виду 

о ^ * _ п* г ^ (з.12) 
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GL -поверхности, для которых <^~ ~0 » характе
ризуются тем, что при соответствующем выборе нормализации 
их внутренние геометрии 1-го и 2-го рода совпадают. Приме
ром таких поверхностей могут служить поверхности Грассмана, 
нормализованные в смысле /~2_/ . Асимптотический тензор по -
верхности Грассмана определяется заданием тензора ^Ь^^ 
(в обозначениях статьи £2] ) и равен 

tljat ~ Ч mi[cL ШПф €] ( 3 . 1 3 ) 

pijae _ / , ifjBL . el 
Его взаимный тензор Ь * рс^ ~ У ™ [р lrn4 £7 однозначно 
определяет нормализацию касательных плоскостей -поверхности 
Грассмана. 
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поэтому G(p,v(p» = G@C(p)?W(SCCp))) • # 
Теперь <Дз —^^(^CV/OC))1- сечение расслоения ^ ^ 4 ®7ЛИс 
и по условию В со J e&WtyYX^MyXeT^M .Тогда 

- / -7Г 
У/> € # Гж0) &(р, v(p))(X )«ЛХ ^ VX е ТЛСр) М . 

и по определению О : &^(V*6(V(p))^&J(VAZ )=£Х f 
что и доказьюает теорему. Р * Р 

В заключение автор приносит благодарность своему науч
ному руководителю А. П. Нордену за помощь в процессе рабо
ты над этой статьей, а также Б. ,Н. Шапукову за обсуждение 
некоторых вопросов, связанных с результатами этой работы. 
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Э. Г, Нейфельд 

КОНФОРМНЫЕ ПРОСТРАНСТВА НАД АЛГЕБРАМИ 

1. Эрмиквадрики в проективном пространстве над алгеброй 

ВСДИ было определено правое проективное пространство 
г(Е^Д) над ассоциативной, унитальной алгеброй Л с правыхМ 
модулем-носителем Е как многообразие всех его регулярных 
присоединенных пространств, т . е. подпространств, изоморфных 
самой алгебре Л . Многообразие всех регулярных присоединен-» 
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ных подпространств дуального модуля t есть левое проектив
ное пространство П (Е:Л) - пространство гиперплоскостей про
странства Р(Е,Л) .Таким образом, точке Л £ н(Е,Л) со
ответствует Л -дсевдовектор, т. е. класс Л - коллинеарных 
между собой векторов 

Х * = Х а ? Va. е . J? f ( i . i ) 

где - множество всех обратимых элементов алгебры ^п , 
при условии, что присоединенные векторы 

Х а = Х ^ а , а Д с = /,/t =clirrv Л (1.2)' 

линейно независимы. 
Аналогично гиперплоскость Е определяется -псевдоко-

вектором 

£* = *£, V* е Я (1.з) 

или, что то же, присоединенными ковекторами 

Еа = €аБ . п . 4) 

Гиперплоскость Е и точка X Q инцидентны, если 

hart* Wo^X^W = cf ^ л} u # 5 ) 

и просто инцидентны при О = О. Из тождества 

£jXa = ra* SXc/"ea.'e-€=rct^€c>> U. в). 
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следует, что неинцидентные точки и гиперплоскости существую* 
тогда и только тогда, когда алгебра %л фробеинусова. В д а л ь 
нейшем будет рассмотрен только этот случай. 

Алгебра Л будет алгеброй с итолюпией, если существу
ет инволютивный антиавтоморфизм /Э % £&=== Л C £ | ^ f c . 4 3 J 3 J 
В этом случае в <Д всегда можно выбрать базис едиюш \ ' ^ J 
так, что 

^V^rV^^^'^4'^1-7 ) 
Заметим, что «J есть арифметический вариант алгебры, 

причем случай £ ~^ возможен тогда и только тогда, когда а л 
гебра кЛ коммутативна. В дальнейшем будем рассматривать 
только алгебры с инволюцией. 

Билинейную дрормуЛСХ, Z/) со значением в назовем э р -
митово-симметрической, если она удовлетворяет условиям 

Л(Х,У) = Л(У,Х) (1.8) 

Л(Х, Усс) = ЛСХуУ). и < 9 ) 

Выберем в модуле С б а з и с ? ^ £ Х * д Д •*? £^eGKfcfc§/ Тогда 

4*.^ ме^^-а^-е^, 4.10) 
а условия 11. 8) и (.1. 9) равносильны условиям 

— _ 2 _ 

г 
где * ^ ^у - структурные аффиноры модуля, определенные р а з -
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ложениями 

Тензор 
clef cz„ 

U . 12) 

где исс - неособенный ковектор алгебры <J? , назовем подчи
ненным тензором тензора о^Лд. И з \ 1. 11) следует, что лю -
бой подчиненный тензор определяет тензор Jl^l /3 

°iy> = etua.etnCjtcr ;У*ЪгГ*- u.i3) 

Тензор <^£« назовем невьфожденным, если невырожден 
какой-нибудь его подчиненный тензор. Очевидно, что это условие 
не зависит от выбора подчиненного тензора# так как для двух 
подчиненных тензоров имеет место формула перехода 

Эрмитова симметрическая форма определяет в £f конус 
коразмерности 

Л СХ, X) = О . и.13) 

Из ( 1 . 9) следует, что это уравнение равносильно уравнению 

Отсюда следует, что уравнение ( 1 . 15) определяет в про
ективном пространстве над алгеброй А ^ ^ ^ т г - ^ - ^ ^ - м е р н у ю 

- 46 -



поверхность, которую назовем эрмиквадрикой и обозначим 
QCEЛ р) • в дальнейшем мы будем рассматривать только, 

эрмиквадрики без особых точек,что равносильно невырожденности 
тензора о ^ / л . Задание эрмиквадрики QCt:^Л О) в .Р(£ ^ ^ о п 
ределяет в 'этом пространстве поляризацию в смысле L 1Ц , 
внутренняя геометрия которой рассматривалась в ЦзЦ. 

Если алгебра Л коммутативна, то О есть ее автомор — 
4изм. В этом случае возможен и случай, когда О — £ есть 
тождественный автоморфизм ^QCE^Jf^S) будет квадрикой,т. е. 
гиперповерхностью второго порядка над алгеброй М коразмер
ности Ъ . 

2 . Определение конформного пространства над 
алгеброй и его поляризации 

Под конформным пространством над алгеброй х/г с инво
люцией О будем понимать пространство, образом точки кото
рого есть точка невьфожденной эрмиквадрики Q(£yJJ,р)с.г\£^\ 
а фундаментальной группой слуэргг группа автоморфизмов этой 
эрмиквадрики. В конформном пространстве над. алгеброй, кото
рое будем для краткоста обозначать Q(£,J?,J2) , так же,как 
и в вещественном случае С 4 , с. 2 7 8 3 , можно определить, во -
обще говоря, локально класс геометрий, которые можно рас -
сматривать как естественное обобщение конформно-евклидовой 
геометрии Вейля. 

Все эти внутренние геометрии конформного пространства 
будем определять с помощью поляризации этого пространства, 
задаваемой дифференцируемым отображением 

ос • ЯЬ — Q'CBJ р) 

где область определения поляризации есть открытое под -
множество ъ Q_C£\JJ9 О) . 

Точка X €* ч2) есть особая точка поляризации, если она 
связана со своей поляризующей точкойо*г =ofC X ) в том 
смысле, что ЛСХ,S£) есть делитель нуля алгебры JJ .Мно
жество всех таких точек назовем абсолютом поляризашшСЙ&Йр. 
Поляризация эффективна , если множество 

jrcQQjt) ^я> \а est у 
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открыто в /) . Это множество назовем нормализованным кон
формным' пространством над алгеброй Л . В случае*^/? про
странство fJf(QfQ) St) есть, очевидно, нормализованное 
конформное пространство А. П. Нордена [j4, с. 278^] . 

Поляризацию *JL в локальных координатах определим 
уравнениями 

Х=Х(гс } &=SeCzcXnettp&&,nir=77i-,Z-sX2. l) 

представляющими собой параметризацию соответствия^^^Х). 
Функции ^ 2. 1) определены с точностью до произвольного 
функционального множителя со значением в Л . Произвол од
ного из этих множителей можно устранить, вводя относитель
ное нормирование 

Л (Х,$£ ) = ^ . (2. 2) 

Тогда при перенормировании 

( 2 . 3 ) X = Х ее 

имеем #- _ -Г 
1 2 . 4 ) 

Проективную прямую над алгеброй , определенную 
точками X и <Sr f примем за нормаль 1-го рода, а ее по
ляру относительно эрмиквадрики - за нормаль 2-го рода. По
следняя определяется базисными векторами своего носителя, 
удовлетворяющими уравнениям 
л ( х , у )=Jt(S£fy. ) = 0 a : , / , * • « / , * - - * ; . 12 .5 ) 

- 48 -



Из того, что носитель есть подмодуль в £ , следует 

о CL COL fc > 

/С 
и ^Cct будут е г о структурными аффинорами. 
Базис S4/.J назовем согласованным с перенормированием 
{2, 3 ) , если при этом перенормировании векторы базиса пре
образуются по закону 

* У£ & г/&4* /С CL 

У=У и=Л (а.)Ул(а.)=д ~ - ( 2 . 7 ) 
с с С ^ С CCL ' 

что будем предполагать в дальнейшем. Тогда структурные а ф 
финоры ( 2 . 6) преобразуются по закону 

А = Л . Ссг€ (х J u.8) 

т. е. определяются с точностью до внутреннего автоморфизма 
а л г е б р ы ^ . у _ у <*-сх„ <U 

Векторы ^сГ" ^CL 9 ^'Oct и *7 С образуют базис 
в £Г . Поэтому деривационные уравнения 1-го порядка поля -
ризованного конформного пространства над алгеброй примут ввд 

^а=-^+х^+^у. ,2.9) 

°^ С ol С °tC *с С <* ot /€с ot #с> 

где все коэффициенты, стоящие справа, принимают значение в 
алгебре 

* Опорные тензоры ^M^j и *№1/ удовлетворяют 
условиям 
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и при перенормировании 12. 3) преобразуются по закону 

Jii — ссМ ct Ж = а «ЛЛ ct (2 I D 
о^ о^ ^ о£ с / • v^# -L-L' 

Легко видеть, что ^ ^ есть нормализатор со значени
ем в алгебре Л , определяющий связность в радиальном рас
слоении С l 3 . 

Опорный тензоро4^у определяет полярное распределение, 
плоскости которого имеют размерность 1Ъ -~2'£ , а базисные 
векторы находятся из уравнений 

-MJffO , < ^ = ^ / . 12.12, 

Связность с коэффициентами '^ £ есть инвариантная отно
сительно нормирования ( 2 . 3) связность в этом распределении, 
аналог конформно-евклидовой связности Вейля вещественного 
случая, а тензор 

о j с> J 

играет роль основного тензора возникающей в полярном распре
делении геометрии- Он удовлетворяет условиям эрмитовой 
симметрии, т. е. #» 
£ . ' = < ? . . - £ . Д . = G • . < v , ( 2 . 1 4 ) 

а при перенормировании преобразуется по закону 
* • 

£. . = CL G. . а. . (2. is) 
Ч cs 
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Далее 

V^ £. = L ,G. + G. . L, , с 2 .16 ) 

что позволяет говорить о геометрии типа Вейля над алгеброй в 
полярном распределении. 

Угол между двумя векторами полярного распределения 

С > о 
может быть определен по формуле 

cos Ф=(гггг) Стг цгУю м/) Ггсгтг) {2 п) 

гДв / л 

Су-ъу) = G. .тг ъг 
_ ее CJ ' 

и аргументе ^ о г определяется с точностью до внутренне
го автоморфизма алгебры. Заметим, что его координаты 3 ^ 
могут принимать и мнимые значения. Угловое мероопределение 
(2. 17) не зависит от перенормирования основного тензора 
( 2 . 15) и от перенормирования самих векторов 

** с • с & * с с s> /с 
v = Л (сс)гг г<г =д С-б)гст 

/с > /с 
Отсюда следует, что формула ч 2 . 17) определяет угол между 
двумя -псевдовекторами или -направлениями этого 
распределения. оУ --направления ортогональны, если 

С ггу 2dT ) = О . 

В силу 12. 16) это отношение ортогональности сохраняется при 
Л -лланарных перенесениях этих Л -направлений в смысле ы 
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УСЛОВИЯ интегрируемости уравнений (. 2. 9) имеют вид : 

12. 18) 

12. 19) 

12. 20) 

12. 21) 

Б* J53 !Р^ J O С* J33 &• J33 к<-

э -вс+гс 1?/е+с*лс см ) = о 

э_ <?t+£c , хс*-с*дс а + Г ) + (2.22) 
[с* JB3 [£4лМ JO О* l/Cl J33 J33 

. LP*-- & J3J 
и 

^*:=2&Cj£-<M ^)-2c^ (A CO •) + 
° W 6 & J33 & J33 с ъ ъ 

' ( 2 . 23) 

+ д*г# . ) - л * г £ )) . 
7L ГПс ЪЪ 71с 

3 . Связности на самом конформном пространстве QCE-Jf ti) 
Поляризация конформного пространства Q(S^Jjfo)onpeae -

ляет нормализацию эрмиквадрики в смысле С1И . Нормальное 
подпространство 2-го рода строится как линейная оболочка 
векторов 
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а нормальное подпространство 1-го рода - как линейная обо
лочка векторов 

где /3 л удовлетворяют условиям 

а в остальном произвольны. Поэтому всегда можно положить 

Дифференцируя обечасти равенств ( 3 ; 1 ) и ( 3 . 2 ) и используя 
деривационные уравнения 2*-го порядка С i l l 

^ Р \Р °* -~ <ЧЭ <ЧЭ р * 
п ( 3 . 5 ) 

с* уО р"о£ Up Up Я г 

получим 

oL J5 Ji Ы U J3 о< Ji. о/ Gtfi p . 

*С с 
V.-6 = -С Л CJl^ ) ( з 71 

Первое из этих равенств распадается на два: 
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^-v-^+VV*c-V* t3-8) 

icfiSfi--*C«*l>e
£/. >-9> 

Уравнения ( 3 . 7 ) и 1 3 . 8 ) определяют на конформном про
странстве над алгеброй аф4*шную; связность, которая в силу 
( 2 , 19) не будет имет% кручения. Это внутрещюся связность 
1-го рода поляризованного конформного пространства над ал-
гефой. Далее, уравнения 13,^8) и ( 3 . 7) можно рассматривать 
как деривационные уравнения полярного распределения и нор
мального распределения, определенного ковекторами и£т Отме
тим также формулы 

Ыир ^роб %ГР> oip J3 > otp g at & P > 

которые следуют из второго деривационного уравнения ^ 3 . 5 ) , 
Если поляризующая точка зависит от 'тг — ̂  S су

щественных параметров, то на Ы (£^ sJt 9 J3 J возникает бвяз-
нооть 2-ГО рода без кручения, коэффициенты которой находят
ся из деривационных уравнений распределений *Ж\, и С с 

— кс 
СЫ.) jB <* J9 J5 <* & £2 КС 

СЫ.) р Ы. ft J3 J3 огГ к J3 ' 

Преобразование поляризации на определяется 
заданием векторного поля Р 9 инвариантного' относительно 
перенормирования ( 2 . 3 ) , которое задает преобразование поля
ризующей точки 

- 54 -



где 
•гч V ' ^ t V С < * 

» - ^ P , P ~ColP , 
что влечет за собой преобразование 

v 

Ус = У,~ Р Х ахс • -̂ " > 
Отсюда следует, что 

v 

У * ^ = М^^ 13.12) 

и, следовательно, полярное распределение инвариантно. Базисные 
ковекторы нормального распределения преобразуются по закону 

V 

Основной тензор £*£у также не зависит от выбора поляри-
зашш* а преобразование нормализатора определяется формулой 
v 

Преобразование связности в полярном распределении имеет 
вид 
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Г = Г -P€A&(G )+д (G )-л (г )•?+' 

и будет обобщением конформного преобразования связности 
Вейля над алгеброй, п г 

Любая поляризация пространства ^с^^^О) может быть 
получена преофазованием ( 3 . 10) из поляризации, определен-

. ной постоянной тточкой 

£ = о . 
Выбрав точку A Q — Л так, чъол(^пуО^ъ f получим 
уравнение эрмиквадрики в ввде 

х =^ + ̂  Ч + есъе- -? (t} t)) l3. i6) 

отнесенное к параметрам о , определяющим точку^/гго В 
на поляре точки <•" , и Z ^ = — " 2 / = ^ г г \ При такой парамет ~ 
ризации ' ' 

У = в - t*са 1 3 . 1 7 ) 

а опорный тензор °"т\/ имеет координаты. 

С С#сЗ > Р Р • 13.18) 

Далее 

об об ^ о б >r ^ ^ oL-9 
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и связность в полярном распределении, как и связность 1«чГО 
рода, нулевой кривизны. 

Поляризация типа инверсии относительно гиперсферы кон
формного пространства над алгеброй, соотве^ртвуКяцей точке 
ироаграяства C^PCE,Jf) в случаеЛСС^С)^ JJ , приводит к 
геометрии, определенной ролярйтетом т проективном простран
стве 

Если алгебра коммутативна, то, как уже говорилось, су -
ществуют пространства, для которых J) - тождественный ав-" 
томор^изм. В этом случае полярноераспределение совпадает с 
касательным расслоением, и "^c^Tol ^ ' 
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В, А. Пилипосян 
О ГЕОДЕЗИЧЕСКОМ ОТОБРАЖЕНИИ 

КАСАТЕЛЬНЫХ РАССЛОЕНИЙ 

В работе рассматривается отображение касательных рос» 
слоений, которое сохраняет касательную структуру. Найден «йД 
ковектора геодезического отображения и определена связность, 
геодезические линии которой проектируются с помощью естест-* 
венной проекции на геодезические линии баэьу и которая до w 
пускает геодезическое отображение на связность полного лиф
та. 

- 57 -



З.Г.Нейфельд 

ОБ ИНВОЛЮЦИЯХ В КОМПЛЕКСНЫХ ПРОСТРАНСОВАХ 

§ 1в Вещественная реализация и компленсифшацкя 
векторных пространств 

Векторное пространство ̂  над полем вещественных чисел $ 
есть вещественная реализация комплексного векторного пространств 
ва Vq (&) 9 если задано линейное отображение 

т. г V£/l — Va(C), 

соответствущее аффинору гп ̂  ; координата которого определяются 
из разложений 

те^т^£А9 (*,А,Г9.~~&", №,€,..--&), (и) 

где {&ас}9 {Ед} - базисы пространств К^ и Vn CC)9 

причем матрица (т°л ) должна быть невыроященной. 
Каждое вектору Х-вскХГ^ Vgn соответствует комплексный 

вектор Х~ЕАХА, 

X - т. за* 
* * (1.2) 

Определим взаимный аффинор ж^ , удовлетворяющий услови
ям 

ml mi-*}, »1J*Z = O 
Тогда 

(1.3) 

х^^т* X*+conj. .' (1.4); 
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'Здесь con J. означает члены, сопряженные предшествующим. Легко 
видеть, что 

^ ^тАт^^(6А^с^) (1#б) 

есть комплексный единичный аффинор А.П.Нордена [l] , а / ^ аф
финор комплексной структуры, причем 

4 тА^^£т^ > (1.6) 
откуда следует, что аффиноры ̂  и /п^ взаимно определяют 
друг друга. Пространство вещественной реализации в дальнейшем бу
дем обозначать через \/$п (/) • Заметим, что это векторное бип-
ланарное пространство. 

Аффиноры /Я^ и т А позволяют более просто осуществлять 
вещественную реализацию комплексных тензоров и находить соответ-
ствующие комплексные тензорные и эрмитовы образы вещественных 
тензоров. Например, если 

АмжтТ^в^9
 AAS~rfmfa^ - {1#7) 

тензорный и эрмитов образы (тензор и эрмитиан £2] ) тензора 

а<9-Кт?А**+т№Ая + conJ- • (1#8) 
Векторное пространство есть комплексификация веще

ственного пространства Va , если задано вложение 

<?: V*— Vn(C) 

такое, что 

где Vn образовано всеми присоединенными векторами 

•*-/**** £<=//.* ̂  V**Va- (1.9) 
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Поэтому, если аа~^&£ ~ б а з и с н ы е векторы подпрост
ранства 

сГ<* 

то вложению соответствует инволстивный аффинор гиперболического 
типа 

/ * Л * Л (1Л1) 
определенный с точностью до знака и удовлетворяющий условиям 

9-Я S/'SBS^A^ S^==0: / (1.12) 
Условие 

/я
 SJ> --Sjfj> ( I . I3) 

есть необходимое и достаточное условие того, что аффинор, удов
летворяющий условиям ( I . I 2 ) , определял вложение Vn в \^п(/)9 

т.е . комплексификацию пространства Vn . Из ,(1ЛЗ) следует, что 
тензорный образ аффинора Sj£ равен нул*> и ему взаимно однознач
но соответствует эрмитов инволютивный аффинор 

SB^mKmB вА . ( 1 Л 4 ) 

Условия (I.12) равносильны условиям 

5вг Ьс ~° с , *А •**• • U . I 5 ) 

Заметим, что всегда можно в Va(fC) выбрать базис так, что 

s;-et'.' a.™-
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§ 2. Самосопряженные тензоры инволюции в комплексном 
векторном пространстве 

Рассмотрим теперь в 1/д (С), инволюцию более общего вида, 
определенную аффинором Sg , удовлетворяющим условию 

£lSl-<r*!, ** -'. (2.1) 
Сдучаю 6^=i соответствует инволюция гиперболического типа, рае-
смотренная выше. Случаю &~~-1 соответствует ив о люция эллип
тического типа, существующая только при четном /* , так как 
из (2.1) следует 

Комплексному тензору АА# будет соответствовать сопряжен
ный (в смысле инволюции (2.1) ) тензор 

4 ^ $: s* 4 , . (2.2) 
Тензор Ад$ назовем по аналогии с [ъ] самосопряженным, если 

^2?S?h=*AM. (2-3) 

Так как ДАВ = ААВ? то ЛЛ=*1 . Множитель Л~ес? на
зовем фазовым множителем самосопряженного тензора, а у> - его 
фазой. 

Самосопряженному тензору 4А* соответствует присоединен
ный эрмитиан 

BAg £= ААс$г', (2.4) 

который будет самосопряжен с той же фазой. 
Если тензор 4ЛЙ удовлетворяет симметрии fi : 

^4в "*/* ^ВА ? (2.5) 
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то его присоединенный эрмитиан обладает симметрией вида 
3Ag -=6jpe'* 3fig . (2.6) 

В cjty4ae &~~1 самосопряженный тензор с фазовым множителем 
1 будут комплексифицированными вещественными тензорами. Для 

доказательства этого утверждения введем связующие аффиноры 
ос а (2.7) 

Тогда 

и для самосопряженного тензора 

(2.8) 

имеем 

V* в V ' V v A Th~i R • (2-9) 

Обратно, из (2.9) в сиду (2.7) следует, что комплексный тензор 

самосопряжен типа (2.8). 
Далее самосопряженный тензор с фазой у> только множителем 

е ^г1- отличается от самосопряженного тензора типа (2.8) и, 
следовательно, определяется заданием эдаого множителя и веществен
ного тензора пространства VA сУяп (/), 

Заметим,. что аффиноры /^ s£ и /л sj определяют на 
I/** антикватернионнуй ( е*=* *) или кватернионную 
(f*—I) структур. 

§ 3. Инволюции в комплексном проективном пространстве 

Как известно, комплексное проективное пространство Р С^у 
ранга п. (вещественной размерности 20?~1)) есть фактор-прост
ранство 'УпСР)/'? % где штрих означает отсутствие нулевого 
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Элемента. Отснща следует, что образом точки пространства Р ( C ) l 
будет класс коллинеарных между собой векторов 

• *ЧЯ, УХ f'c, . (зл) 
определяпцих @ -псевдотензор. Фундаментальная группа простран
ства Р"С{?) определена коллинеациями. 1-го рода 

М=РХ^ЛУ4=Р1ХВ . (3.2) 

и 2-го рода 

Af/~QX++ Л&А= GlgX', ' (3.3) 
Коллинеации, совпадающие со своими обратными, будут, естест

венно, инволюциями пространства Р п ( 4 7 ) . Инволюция 1-го рода 
задается аффинором S ? 

<*:-*!•• (3.4) 

и определяет в пространстве пару плоскостей дополнительных .рангов. 
Инволюция 2-го рода определяется заданием аффинора Sg- , удов
летворяющего условию (2.1), который, как легко видеть, будет оп
ределен с точностью до преобразования 

в ^ е Ь в • • - , • • (3.5) 

При <?*«/ соответствует вещественное подшюгообразие самосопря
женных (неподвижных) точек этой инволюции 

s£X'~ety' >, ' (3.6) " 
которое назовем Н поверхностью размерности /z-Z , или Нй<_ 
в ' Т * № ) . Исключая произвольный фазовый множитель е ^ , 
получим 

X S^ X =0, (3.7) 
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гт.е. /^-поверхность образована пересечением эрмиквадрик опре-т 
деленного: ввда« Заметим, что при п^2 уравнения (3.7) сводятся 
к одному, и Л^ есть окружность на комплексной прямой Р*0?) * 

Легко видеть, что //-поверхность Нп„л будет вложением 
вещественного проективного пространства Рп в комплексное. Такое 
вложение может быть определено заданием в Рп&) проективного 
репера с вершинами А и единичной точкой 

с 

относительно которого неоднородные координаты точек V/-поверх
ности ' -

/ р*=£ Г •. > ~ , (3.8) 

вещественны. Отсюда следует, что через п +1 точек пространст
ва , Р (<&) , из которых кавдые /2 независимы, проходит одна и 
только одна //-поверхность, соответствующая инволюции 

el-i,i%, l'K-S'c • CM) 
5 дальнейшем под комплексным пространством с инволюцией 

ЭЛ(<Р) будем понимать проективное пространство РпС<?) , в 
котором определена некоторая инволюция 2-го рода. Группа преобра
зований пространства с инволюцией образована всеми коллинеациями 
пространства Рп (Cj , преобразующими эту инволюцию в себя, и 
в соучае fr=l изоморфна группе вещественных коллинеаций. 

Плоскость Р (Хр) ранга к , натянутой на точки Хр 
(p>fy 2 - Г ^ ) % будет собственной плоскостью этой инволюции, ес
ли она не пересекает свою сопряженную плоскость РК ( Х&) 

Ар — Og Лр . 
Самосопряженные плоскости инволюции, для которых 

Хр = £р *$ , S? 3
t=*<r<P, (зло) 
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сами являются пространствами с инволюцией» определенной аффино
ром S§ , и в сдучае 6~~1 пересекают абсолютную И' -
поверхность по // -поверхности размерности к-1 

Через кадцую собственную точку пространства с инволюцией 
проходит одна и только одна самосопряженная или особая прямая. 
Многообразие особых прямых - линейная конгруэнция - имеет вещест
венную размерность Z fi~£) и может быть рассмотрено как мо
дель проективного пространства ранга g" над алгеброй антиква
тернионов 6^?f (или кватернионов ^"=*--У ). Заметим, что в 
последнем случае необходимо» чтобы п. было четным. 

В случае /г«4^ комплексное пространство с инволюцией облада
ет свойствааш, в какой-то степени аналогичными свойствам биакси-
ального пространства А.П.Нордена / Ч / : в каждой комплексной 
плоскости пространства лежит единственная особая прямая, а так 
как последняя пересекает абсолют по окружности (при ^=-jf эту 
окружность можно считать мнимой), то в комплексной плоскости оп
ределяется геометрия Эрмита соответствующего типа, для которой 
особая прямая будет несобственной. 

Перейдем теперь к рассмотрению эрмиквадрик пространства с 
инволюцией У а (С) 

Эрмиквадрику, заданную уравнением 
GAS xAxB~ о , <?AF - еаЖ , 

назовем эрмисфероидом, если поляра произвольной точки X прохо
дит через ее сопряженную точку X . Отскща следует, что присое
диненный тензор эрмитова тензора 

будет кососимметричен, и ^в и ^АВ самосопряжены с фазовым 
множителем -б" . При п=*4 произвольная плоскость пересекает эр-
миефероид по эрмисфере, уравнение которой можно привести к виду 

Для этого достаточно привести уравнение секущей плоскости к виду 
Х = М + хР+уР, 

где точки М и Р полярно сопряжены между собой. При <Г"=/ эр
митов тензор , определяющий эрмиквадрику, задается вещественным 
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бивектором &аб = ~ ^ у 

ва=1А1*\*ш*. (ЗЛ2) 

Легко также видеть, что абсолютная п -поверхность (3.7) принад
лежит произвольное эрмисфероиду и обратно, любая эрмиквадрика, 
проходящая через абсолют/есть эрмисфероид. 

Эрмиквадрику в УП(С) назовем эрмицилиндром, если присое
диненный тензор 

симметричен. В этом случае тензоры ^АВ" И &АВ самосопряжены с 
фазовым множителем & . Выбрав точку Р на присоединенной 
квадрике эрмицилиндра, подучим, что точки Р и Р будут по
лярно сопряжены относительно последнего. Отсюда следует, что 
произвольная плоскость пространства У*(&) пересекает эрмици-
линдр по эрмиквадрике 

При < f W эрмитов тензор (3.13) приводится к виду 

^AS-^AK&O6, 4*-4e^-. (3.I4) 
Заметим, что эрмитовы тензоры, удовлетворяющие условиям (3. II) и 
(3.13), являются аналогами 5 - и В -тензоров [3] . Любой эрми-' 
тов симметрический тензор может быть представлен в виде суммы 
эрмитовых тензоров такого типа. Далее легко видеть, что в прост
ранстве Уп С&) нет аналогов комплексам абсолютного пучка 

Съ] , т.е. конгруэнция особых прямых пространства не может 
принадлежать ни одноцу из его линейных комплексов. 

§ 4. Многообразие собственных плоскостей 

Соответствие (3.5) определяет нормализацию в смысле Гъ] 
многообразия собственных плоскостей ранга к пространства 
3*к@\ Деривационные уравнения этого нормализованного грассмано-
ва многообразия имеют вид _ 
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(здесь a,6,cfa( =* 49ку &,&,f,... = i,KQ ) и определяют связ-
ность в расслоении, которое Ю.И.Манин /"б, C.I5J называет тавто
логическим. Тензор Мот определяет отображение вещественной 
реализации комплексного касательного пространства грассманова 
многообразия на VK№) ® % * - ( с } % где VK(C) - слой 
тавтологического расслоения, a V#* ( С ) - его двойственное про
странство. Вещественная связность без кручения на многообразии 
однозначно определяется условием 

V^M/a* -О . (4.2) 
Эта связность риманова симметрического пррстранства с метрическим 
тензором 

Яр — Мы., М^)а , (4.3) 
который будет S -тензором относительно аффинора комплексной 
структуры /£ 

" %МЛ-~1М^ - (4.4) 
Тензор кривизны связности в тавтологическом расслоениилимеет вид 

'• *,**'=—2<rMCflel Мл1/ (4.5) 
и удовлетворяет условию 

Из (4.6) следует, что дополнительный вектор Q#c , определенный 
с точностью до градиентного слагаемого из уравнения 

\7ос£а а
г ^О F (4.8) 

где /zaje %..ан - произвольный к - вектор слоя VK (^C) f a 
£ал...огк„ его взаимный, имеет ротор, равный 

ЧгЯ*]^-^^ • (4.9) 
Из (4.8) следует, ч*о тензор 

А <££ с<ь-»«*с' м **' М ** ' 
Д*г*°ск—~£ £сл...сК/ила, -/УЬкан ( 4 . 1 0 ) -
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Грекуррентен относительно введенной связности 

^V^-f^-Or)^--. (4Л1) 

и в случае К -Z , т.е. многообразия собственных прямых про
странства У (С) будет определять комплексную геометрию Вейля в 
смысле [l] . Основной комплексный тензор этой геометрии задан 
с точностью до преобразования 

hfi=e~'ifA<fi> у-<*уЕ*а...к 
и определяет на многообразии прямых пару вещественных 3 -тензо-
ров. 

Выберем теперь в пространстве О К(С) три непересекающиеся 
меаду собой особые плоскости Р (Аа)9 Рк ($сх) и Рк(Еа), 
базисные точки которых нормируем условием 

Еа=Аа+Ва. « 
Тогда произвольная плоскость ранга к Н (Ха) , не пересекающая 
плоскость Р (Ва) 

с 

Ка=Аа+5с1с
а , (4.12) 

определится матричной координатой <£ =//£<*// # Отнеся плоскос
ти Рк (Ха ) плоскость РА (Уа) 

Уа~5« +*cWZ , (4.I3) 
получим, что соответствие меаду плоскостями определится дифферен
цируемой функцией 

В случае соответствия (3.5) эта функция определяется элементами 

w/=^/^C-S^ , (4.I5) 
которые при <$"=! можно записать в матричном виде 

W = (Z-Z)~*. (4.I6) 
Тогда метрическому тензору (4.3) будет соответствовать линейный 
элемент 

ctS'-itKZ-ZT'dZfr-Zy'dZ] , (4.I7) 
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который при к ~ 1 будет линейньш элементом плоскости ЛобачевсксД 
го в интерпретаций Пуанкаре* а тензору С4Д0) « линейный элемент 

c(S*~detr(%-?)~*4ZJ.f ( 4 Л 8 ) 

определенный, впрочем, с точность» до произвольного неь^левого 
комплексного даежителя. 
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А.П.Нсрдек . , . ' 

ССПУТСТВЯЩИЕ КОМШШКСШЕ СТРУКТУРЫ ЛИНЕЙЧАТОГО ПТОТРАНИВА 

Согласно принципу перенесения Котелъншсовв - Штудн5 всякая 
л*;,.лая трехмерного пространства постоянной кривизны %?' изоб
ражается единичны* вектором /? = 2 f ^ s трехмерного кошдек-
гноя-з пространства, где 'г и з -действительные векторы, а 

>" - мнимая единица, удовлетворяющая условию 
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Нейфельд Э.Г. 

О ВНУТРЕННИХ ГЕОМЕТРИЯХ НОРММИЗОВАНШГО ПЕНРОУЗИАНА 
Как известно, пространство Минковекого, дополненное беско

нечно удаленным световым конусом, есть псевдоконформное простран
ство или, в силу принципа Дарбу, квадрика Qq сигнатуры 4 4 — 
— пространства Р ранга 6 (размерности 5). Комплексифика-
ция этой квадрики есть -квадрика Клейна линейчатого прос
транства пространства СР , при этом точкам квадрики Qq 
соответствуют взаимно-однозначно нуль-прямые эрмиквадрики Пенроу-
за нулевой сигнатуры СI J . Множество всех этих нуль-прямых на
зовем пенроузианом . Обобщая это понятие, получим, что 
пенроузиан J ( к ) есть К -мерное вещественное многообразие 
нуль-плоскостей (СР CXaJ эрмиквадрики нулевой сигнатуры про
ективного пространства С Р , определенной эрмитовой фор
мой ( Х , Х ) , нормальному виду которой соответствует матрица 

(Е 0\ 

где С - единичная матрица К -го порядка. Таким образом,ес
ли , то 

(Ха,Х3)=0 ^(Х'ЭО^К Х*=ЭЁ\ (I) 
где Я = 11Х£И (А,В,С= Цк7 а,3,с */,*:) - матричные ко
ординаты плоскости 

Если (Л, с&, Э£, У матричные координаты четырех плос
костей и 

то ангармоническое отношение этих плоскостей ( 1 2 ] , с. ЗВ4) 
будет матрица К -го порядка 

W=((X, %, X Ю= (MA-'WA'-'f, (2) 
определенная с точностью до подобного преобразования 

w= c*wc -**• w~ w, 
где матрица С определяет преобразование базисных точек 
плоскости 
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Выберем теперь три плоскости ранга К общего^ положения OL 9 
ifr, f и нормируем их базисы так, что 

т.е. примем эти плоскости за вершины и единичный элемент репера 
проективной прямой г (£М%) над алгеброй комплексных ма
триц. Тогда множество всех плоскостей СР (Ха) , для которых 

z-(a,*,2,¥), z~z*, 
есть пенроузиан, проходящий через плоскости (л, &, f. 
В самом деле, условие Z~2? равносильно условию 

CZ-Z*C, (3) 
определяющее уравнение искомого пенроузиана. Так как 

(а* а)=($* %)=($*¥)=о, 

со), с=±Ш*%)=с* 
есть матрица эрмитовой формы, определяющей пенроузиан, в базисе 
{Аа, &а} . Если теперь нормировать базисные точки плоско
сти так, что и 

«X*$)-LE, (4) 
тогда уравнение пенроузиана примет вид 

z*=z. 

то 

нуль-плоскостями, базисные точки^которых 
а, (4), что равносильно условию (Ха,У)~ 

Нормализацию пенроузиана определим заданием дифференцируемого 
соответствия между его 
нормируем условием типа 
~(>S- . Тогда деривационные уравнения нормализованного пенроузиа
на примут вид _ j 

где связующие аффиноры @iag и r'L будут эрмитово-симмет-



ричны по индексам й,б ^Внутренние связности 1-го и 2-го ро
да определятся соответственно условиями 

4LBjal=0, V^/io. (6) 
Они не имеют кручения и будут вещественными связностями типа Вей-
ля относительно угловой метрики К -го порядка, которая в случае 
геометрии 1-го рода определится тензором 

соответствующему двойственному поляритету К -го порядка [3] 
в касательном расслоении пенроузиана. Легко видеть, что связности 
эти будут конформно евклидовыми в смысле введенной угловой метри
ки. Заметим, что произвольная такая связность может быть получена 
из евклидовой, т.е. плоской, заменой нормализации 

Ч^ У*+Хс Ucd, ¥?=const (в) 
и, следовательно, определяется заданием IR -дифференцируемой 
функцией от эрмитово-симметрического матричного переменного 

u~?(Z), z*=z, а*'-и. 
Внутренняя связность будет эквиаффинной, если 

да~ь ila-dc~dUa\ дй1-~^-- w 
*, о С/Л-аб 

В случае К--с внутренние связности будут связностями Вейля си
гнатуры Лоренца, конформные плоскому пространству Минковского. 

Таким образом, вся территория конформно-евклидовых прост
ранств общей теории относительности может быть сведена к теории 
функции от эрмитовых матриц 2-го порядка, удовлетворяющих условию 
(9). -Это позволяет все конформно-евклидовы пространства ОТО 
включить в твисторную программу Пенроуза [I ] , причем средст
вами плоского пространства твисторов, т.е. СР с заданным 
пенроузианом . В частности пространству де Ситтера пос
тоянной кривизны соответствует нормализация пенроузиана с 
помощью косого поляритета, т.е. линейного комплекса прямых в 

СР - абсолюта нормализации. 
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Н.Н.Переломова, А.П.Широков 

КАСАТЕЛЬЮЕ РАСШЕНИЕ ВТОРОГО ПОРДЩ ПРОЕКТИВШЙ ПРЯМОЙ 
И ГЕОМЕТРИЯ ЛОБАЧЕВСКОГО 

В статье [I] былс показано, что геометрия касательного ра
сслоения Т ГРу) вещественной проективной прямой Ру нахо
дится в тесной связи с геометрией плоскости Д% . Эта связь 
возникает после наделения некоторой области касательного рассло
ения структурой группы движений плоскости Л% или структу
рой расслоения ортореперов этой плоскости. В настоящей статье 
указанная связь подвергается дальнейшему исследованию. Кроме то
го, аналогичные взаимоотношения устанавливаются для касательно
го расслоения комплексной проективной прямой и для рас
слоения ортореперов 3-мерного пространства Лобачевского Л1$ . 

§1 написан А *П.Широковым, §2 - Н.Н. Пере ломовой, 

§1. Касательное расслоение / (Pjj и расслоение 
ортореперов плоскости Jig 

Пусть Z* - локальная неоднородная координата на Р^ , 
дробно-линейными преобразованиями которой представлены проекти
вные преобразования /*} « Обозначим через (Z, Z , Z ) инду
цированные локальные координаты з . Используя ин
терпретацию Пуанкаре плоскости Лг в евклидовой полуплоскости 
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Э.Г.Нейфельд 

ШРММИЗАВДЯ КОМПЛЕКСНЫХ ГРАССМАНИАШВ И КВАДРИК 

I. Нормализация комплексных грассманианов 
Нормализация комплексного грассманиана СР ' К -мерных 

подпространств комплексного векторного пространства € есть 
IR -дифференцируемое отображение /V некоторой области ® с 

(L Н в двойственный грассманиан £• и , такое, что 
нормализующее подпространство С (Ур) подпространства С СХа) 
не имеет с последним общих направлений или, что то же, соответ
ствующие им в плоскости СРК и £Р"~* не пересека
ются. Здесь Ха » Ур базисные элементы соответствующих под
пространств; й, 3, С, с/- /, К ; р , tyt Z, 5= K+7jL . Соответствие 

N в локальных вещественных координатах может быть задано 
параметрическими уравнениями 

Ха=Ха(и*), УР
 s УР (Л d,fi, #=1,2к(п-к). (i.i) 

Граничные точки области л) , если они существуют, для кото
рых плоскости СР (XQ)VI €P fbpпересекаются хотя бы в точке, 
образуют абсолют нормализации. 

Деривационные уравнения нормализованного грассманиана име
ют вид 

ЧсХа = MjУ-р, ЪУр'Ъ?ХА. (1.2) 
Они, как и в вещественном случае [I ] , определяют связности в 
тавтологическом [2] и его двойственном расслоениях, которые на
зовем спин-связностями 1-го и 2-го рода. Структурный аффинор М^а 
определяет биективное отображение вещественной реализации каса-
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тельного пространства Т грассманиана на тензорное произведе-* 
ние слоев тавтологических пр мзведений, другими словами каждому ка
сательному вектору с вещественными координатами V соответст
вует спин-тензор 

Va^/a** (1.3) 
такой, что 

**-М?v£+ Mf F/«М?УЦ+ con}, (1.4) 
где взаимный структурный аффинор Пр однозначно определен ус
ловиями 

А j. P w n ПХ 

Заметим, что аффинор п ^ а определяет на (LH интегрируемую 
комплексную структуру j - : 

$=ui+ii, d.6) 
где й^ = Ир Wja комплексный единичный аффинор А.П.Нордена 
£ 3 ] . Далее на С Р определяются комплексные операторные 
структуры, порожденные аффинорами [I] 

&М аМрМм, Ам = М% Mj>a . (I.?) 
Наконец, существование комплексных спин-связностей определяет на 
грассманиане, а точнее, в области ой вещественную связность 
без кручения, такую, что 

. Ъм£=о, (I.8) 
где символ V^ обозначает обобщенную ковариантную производную. 

Второй структурный аффинор А^р определяет ангармони
ческое отношение двух бесконечно^близких подпространств и их нор
мализующих, как это имеет место для любого нормализованного про
странства. Ецу соответствуют спин-тензоры Ррд и Q*„ , ко
торые назовем спин-текзорами А.П.Нордена и определим разложения
ми _ • -

Если аффинор NUp невырожден, то существует на связ
ность 2-го рода, такая что 
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причем связности 1-го и 2-го рода на грассманиане сопряжены в смы
сле А.П.Нордена ([4 ] , с. 175) относительно тензора 

т.е. 

Из условий интегрируемости деривационных уравнений (1.2) сле
дует, что тензоры кривизны спин-связностей соответственно равны 

Первому из них соответствуют спин-тензоры 
пса d n

ccfra nad*с п?а d r\£d a RzPB•—АгЪ'РргЪ, *4pi
 s-QgP4t, d.IO) 

второму 

*%Р*=Рч*>ГРП5г, RtP9=QZpS9' (1Л1) 

Так как из (1.8) следует, что тензор кривизны Рдир свя
зности 1-го рода удовлетворяет уравнению 

то из (I.IO) и (I.II) следует, что и его спин-тензоры определяют
ся через спин-тензоры Нордена. Более того, последние однозначно 
определяются тензором Риччи связности 1-го рода, спин-тензоры ко
торого равны соответственно 

Rpq^M.pM 9 Rdfi = nPp9~ P9p - Ppf (i Л2) 

Кр9
=М pM 9%CJB = П Qpz . (i.i3) 

Отсюда следует, что обращение тензора Риччи связности 1-го рода в 
нуль означает, что она имеет нулевую кривизну и обратно. 

Товдество Бианки есть следствие условия типа Кодацци 
Ч* Цц/-О, (1Л4) 

что приводит к следующим уравнениям, которым удовлетворяют коор
динаты спин-тензоров Нордена: 
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Vfttp vtyfP, g ^s 

цр?Р=ъя1а
Р, %:MJV«, (II5) 

Сгтн^тензор р может быть разложен на суммы четырех не
приводимых спин-тензоров . „ 

Р%*А% + 3£ + 3£+С*, (тле) 

п/у- Прр) , Ору, - / Cpj] , Dpy - H(pf) , bpy - rCpyj . 
ndS Спин-тензор ч в а , разлагается на сумму двух неприводимых 

эрмитово-симметрических тензоров 

так? что - * £ 

Любому вещественному бивектору -JKcfe соответствуют спин-
тензоры Vpp = ~ Vfp и Vp^-i Ащ , где Арф эрмитово-
симметрический тензор, что соответствует известному разложению 
бивектора бипланарного пространства на сумму А -^тензора и 
5 -тензора [ 5 ] . В свою очередь спин-тензор Vpn может быть . 

разложен на автодуальную 
AaS _ {/(aS) 
vP9 - vP9 

и антиавтодуальную части 
vaS-vaS 
Vpp - vcpf) , 

что при П ^ В к - ч соответствует представлению комплексного би
вектора двумя симметрическими комплексньши тензорами валентности 
два. 

Заметим, что автодуальная и антиавтодуальная части спин-те
нзора кривизны (1.10) будут равны соответственно 

ктЪ °-£{0tP +C2p Jds ; b>mS =-2(BZp +Arp Jdg, 
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а спин-тензора ( I . I I ) 
Q(ccf) S_pf£cd Acc/ \*.S pCccfj S_0(gcc/ pcd w.s 
КСХРЦ ^от^г^сщ\}0р11 к(гр)$ -^0(гкц u(ztyi'°p) • 

Отсюда следует, что тензор кривизны внутренней связности 1-го 
рода нормализованного грассманиана будет автодуален, если 

APt - bP* - LP* - °> Цр? - ° 
и антиавтодуален, если 

Аа8 gaS naB ^а$ 

Наконец, спин-тензоры тензора эквиаффинной кривизны £A~K<SX 

будут равны соответственно 
гт-аб __ £а6 £а6 г?-а6 _ . 7yaS 

J pq, - Ору, + bpq , J p p - L U p0, . 
Отсюда следует, что связность 1-го рода будет аквиаффинной тогда 
и только тогда^лсогда спин-тензор Нордена Рр^ симметричен, а 
спин-тензор Q$* -• эрмитово-симметричен, т.е. 

2. Преобразование нормализации 

Преобразование нормализации грассманиана определяется урав
нением 

Ур-УР^ХаУр, (2.1) 
т.е. определяется заданием поля спин-тензора IV р . Пии пре
образовании (2.1) коэффициенты спин-связностей 1-го и 2-го рода 
преобразуются по закону 

4н й
с -кЧ/ , fr-GS+jbSw; (2.2) 

в то время, как связующий аффинор M^CL есть инвариант этого 
преобразования. Тензор деформации внутренней связности 1-го рода 
при этом преобразовании равен: 

^J!-Qj-rJ=2MUiaV/yMjbM'p. (2.3) 
Кроме того, 
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так что 

Ргр = Р*Р
+%и/р- К Wp , Qlp = Qlp + VfWP. (2.5) 

Если теперь на С Р ' определены локальные координаты с 
помощью "большой клетки" [ 2 ] сЛ6), т.е. с помощью некоторого 
разложения , так что 

Ха=Аа+ &Р?а, ' (2.6) 
где тЕ- II Za II комплексная матричная координата плоскости Хуа-
логена - Розенфельда [6] . Полагая Чр ~ Bp-ConSt , т.е., 
отнеся всем плоскостям одну и ту же плоскость 
дополнительной размерности, получим, что коэффициенты всех связ-
ностей будут равны нулю, т.е. они нулевой кривизны или евклидовы, 

Теперь произвольная связность нормализованного грассманиана 
будет определяться IR -дифференцируемой функцией 

Wp = Wp(Z,Z) . (2.7) 
от вещественных элементов матрицы Z , а спин-тензоры Нор-
дена соответственно равны 

Ppt^dpWq-W^Wp, dP^YzT гя) 

и 

Qp* = др Щ , fys JJT- ' (2.9) 
Из (2.9) следует, что для того чтобы нормализация комплексного 
грассманиана была аналитической необходимо и достаточно, чтобы 
спин-тензор (2.9) был равен нулю. 

В случае П.~2К матрицы Z и W будут квадра
тными, а грассманиан может быть рассмотрен как проективная пряма* 
над алгеброй комплексных матриц К -го порядка или Р (СМ#/ . 
Заметим, что все результаты в этом случае, без труда могут быть 
обобщены на случай проективной прямой Р (А) над произвольной 
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ассоциативной, унитальной и фробениусовой алгеброй А над по
лем IR • (Случай алгебры А над полем € естественно 
сводится к алгебре л\ ® С над IR ). Нормализация проектив
ной прямой Р (Л) будет частным случаем нормализации проекти
вного пространства над алгеброй [ 7 ] . Определив на прямой 
Р ( А ) по аналогии с (2.6) координату точки 

получим, что нормализация определится заданием дифференцируемой по X чтс 
функции 

Из деривационных уравнений нормализованной прямой РЧА) 

' Ъ&'ХГА + УМл, ЬУ-УЬ+ХАЬ (2.Ю). 
следует, что структурный аффинор М^ в этом случае будет ра
вен 

Коэффициенты связности 1-го рода, определенные из уравнения 
^А£-А££-£А$,, C2.II) 

найдутся из разложения 

а координаты ее тензора кривизны из 

fy£u/=%Pf%+e*Ps^-efP<ce£-efiP«e<n (2Л4) 

где 

Наконец, отметим, что внутренняя связность нормализованного 
комплексного грассманиана будет проективно-евклидовой над алгеб
рой СМ# в том смысле, что геодезической, проходящей через то
чку СР (Ха)^С Р ' в направлении £ = ~~71— , соответ
ствующей точке СР (Та)9 %-М^а t Уг - нормализующей плос
кости в СРп - принадлежит грассманиану СР *'* пло
скостей пространства СР *(Ха,%.) » чт0 следует из общей те
ории нормализованных проективных пространств над алгебрами [ 7 ]. 
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3. Перенесение Грассмана-Плюккера 

Любоцу элементу грассманиана С Р ' соответствует 
подпространство € ^ € ч которому в свою очередь соответ
ствует особое подпространство IR2K(/)<=/R2n(S) вещественного 
векторного бипланарного пространства со структурным аффинором / 
[8] , [9] . Поэтому для £Р ' можно рассматривать два типа 
перенесений Грассмана-Плюккера. Первое из них есть отображение 

CG-. СРп,к~СР("), 
которое каждой плоскости (LP (л & / ставит соответствие то
чку Y * ) 
в СР п , определенную К -вектором 

Х-±Ей*™а*Ха1А...ЛХак, . (зл) 
где с п к произвольный К -вектор пространства € . 
Образ СР при этом отображении есть поверхность Грассмана 

. Нормализация грассманиана определяет нор
мализацию CG(n,K) в смысле А.П.Нордена. Здесь переход в ком
плексную область не отличается по существу от вещественного слу
чая [I ] . Поэтому мы рассмотрим здесь вещественное перенесение 
Грассмана-Плюккера 

IRG: <срп'«—~р№\ 
которое по существу есть отображение всех особых подпространств 
вещественной размерности 2 К бипланарного пространства 
IR СУ) в р ^ г п ) , образом которого будет некоторая алгебраиче
ская 2к(п-К) -мерная поверхность на 4к (п. -<,)-мерной поверхно
сти Грассмана При этом вещественному 2к -вектору 
этого подоространства будет соответствовать тензорное произведе
ние Х®Х К -векторов (ЗЛ). 

При К=2, flsif поверхность Грассмана будет квадрикой 
Плюккера CQ^cCP* 

4. Нормализация комплексной квадрики и комплексная 
конформная геометрия 

Под нормализацией комплексной квадрики (EQn С С Р ,опре-
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деленной уравнением 

-2 
Х*=0, (4.1) 

где X - квадратичная форма ранга И+2. над полем С .бу
дем понимать IR -дифференцируемое отображение некоторого под
множества 

при этом множество всех , для которых Х- и У ле
жат на одной и той же прямолинейной образующей или совпадают,пре
дполагается замкнутым в Ю . Это абсолют нормализации. Иск
лючая это подмножество, получим нормализованное комплексное кон
формное пространство. Само конформное пространство в силу извест
ного перенесения Дарбу отождествляется с квадрикой (4.1). Общая 
теория нормализованного конформного пространства над алгеброй рас
сматривалась в [10] . В данном случае Л ~ С , а инволюция J3 
есть тождественное преобразование. Соответствие (4.2) определяет 
сопутствующий репер {X, У, Z j } , такой, что 

ХУ=1, XZA = 4ZA =0, ZAZB = GAB (А,в= Цг) <4.з> 
Из этих равенств первое есть условие относительного норми

рования точек X и У , а последнее определяет метрический 
тензор квадрики £ Q n и, следовательно, (С -конформного прос
транства, определенного с точностью до произвольного комплексно
го множителя. 

Деривационные уравнения нормализованного С -конформного 
пространства имеют вид 

iX-X£«+ZAAfJ, 

i^-^~ZA/Vjf (d,jb,X~J72n), {4.4) 

^z^/v^x-м^у, 
где L^6 С - аналог нормализатора А.П.Нордена ( [4]сЛ92 ), 
определяющий, связность в тавтологическом расслоении квадрики, 

М/ и /\̂  - аналоги связующих аффиноров М^а и Аур 
нормализованного грассманиана. Поднятие и опускание ивдексов осу
ществляется с помощью метрического тензора, который будет ковари-
антно-постоянным в полярной связности, определенной третьим ура
внением (4.4)о Вещественная связность нормализованного € -конфо-



рмного пространства определяется условием 
V<.M/'L<Mj. (4.5) 

Легко видеть, что эта связность будет комплексной конформно-
евклидовой связностью Вейля [II] * Метрическому тензору соотве
тствует пара В -тензоров g ^ Q и Qd * , таких, что 

<%*-<** Md
AMj = { Cfo * L$df (4.6) 

VfGdfi=2-Lt&^. (4.7) 
Аффинор М^ определяет на CQti интегрируемую комп

лексную структуру 

Тензор кривизны внутренней связности равен 

где 

^Ш^2РШ1 <?в + 2Р[С1В1 <*Ю ~ 2Р[С*&А1Ь ' (4.8) 

и 

Яме** ®СА $в + $св $А~ Qc &А& • (4.9) 

Тензоры Нордена РСА и Ч^А определяются из разложения 

^A = PcAM^Q-CAM^. (4.I0) 
Так как всякая нормализация квадрики может быть получена из 

евклидовой нормализации \/Х& &Qn '—**~ У0~СОП$Ь , то 
задание произвольной нормализации равносильно заданию комплексно-
значных функций 

&А=&А(Х) (4.II) 
IR -дифференцируемых относительно координат точки X . Нор

мализующая точка У определяется разложением 
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4=40-j(vrAwA)X^ZA°wA, 
а базисные точки поляры прямой 

0 zA = z°A+wAx, 
где Z A - базисные точки поляры прямой XЛУ0 . При этом 
преобразовании структурный аффинор М^ и метрический тензор 
остаются без изменений и, следовательно, это преобразова^ю можно 
рассматривать как наиболее общее (С -конформное преобразование. 
Комплексный нормализатор преобразуется по закону 

а коэффициенты связности в полярном расслоении 

Выбрав за исходные координаты точки X декартовы координаты, 
получим, что L^-Oy Г^д =" О и 

ЛЬл*4(*Ь+?Ц(А ^ Ч - МсС °Щ &А • (4.12) 
Тем самым теория нормализованных €- -конформных прост

ранств может быть сведена к теории систем комплекснозначньк функ
ций, вообще говоря, не аналитических. Случаю аналитических функ
ций соответствует обращение в нуль тензора Нордена 

Так как поверхность Грассмана грассманиана С Р ' есть 
(CQu - квадрика Клейна', то линейчатая геометрия СР есть 
С -конформная геометрия вещественной размерности 8. Метриче

ский тензор в этом случае определяется спин-тензором Е Е pq, , 
т.е. бивекторами соответствующих тавтологических расслоений, оп
ределенных с точностью до комплексного множителя. Если положить 

V{E "Sl#E , VfEpf^QyEpf, 
то ^ 

Роторы дополнительных векторов •№/ и 06^ этой комплексной 
геометрии Вейля отличаются знаком и равны 
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2 Vcr MJJ ~ 2 VtfSijj = - &ua = RUp 

Л и т е р а т у р а 

1. Н е й ф е л ьдЭ.Г. Аффинные связности на нормализован
ном многообразии плоскостей проективного пространства// 
Изв. вузов. Матем., 1976. # II. С. 48 - 55. 

2. М а н и н Ю.И. Калибровочные поля и комплексная геомет
рия. - М.: Наука, 1984. 

3. Н о р д е н А.П. О комплексном представлении тензоров 
пространства Лоренца// Изв. вузов. Матем., 1959. # I. С. 
156 - 163. 

4. Н о р д е н А.П. Пространства аффинной связности. - М.: 
Наука, 1976. 

5. Н о р д е н А.П. О самосопряженных образах биаксиального 
пространства// Уч.зап. Казан, ун-та, 1954. Т. 114. В, 2. 
С. 3 - 12. 

6. Х у а Л о - г э н и Р о з е н ф е л ь д Б . А . Геометрия 
прямоугольных матриц и ее применение к вещественной про
ективной и неевклидовой геометрии// Изв.вузов.Матем., 
1957. * I. С. 233 - 247. 

7. Н е й ф е л ь д Э . Г . Геометрия поверхности в проективном 
пространстве над алгеброй// Геометрия обобщенных прост
ранств. Уфа, 1982. С. 32 - 50. 

8. Н о р д е н А.П. Пространство линейной конгруэнции. -
Математ. сб., 1949. В.24 (66). С. 429 - 455. 

9. Ш и р о к о в А. П. Геометрия обобщенных биаксиальных про
странств// Уч. зап. Казан, ун-та, 1954. Т. 114. В. 2. 
С. 123 - 166. 

10. Н е й ф е л ь д ЭвГ. Конформные пространства над алге
брами/Ар. геометр, семинара. - Казань: Изд-во Казан, ун
та, 1988. Вып. 18. С. 43 - 57. 

11. Н о р д е н А.П. О структуре связности на многообразии 
прямых неевклидова пространства// Изв. вузов. Матем., 
1972. » 12. С. 84 - 94. 

- 69 -



Литература 
1. А з а н о в Н. П. Об уравнениях Бельтрами - Митчелла в 

V^ . Казан, ун-т. - Казань, 1988. - 6 с. - Деп. в ВИНИТИ 
22.11.88, № 8236-В88. 

2. К а г а н В. Ф. Основы теории поверхностей. - М. -Л. : 
Гостехиздат, 1947. - Ч. I. - 512 с. 

3. С н е д д о н И. Н., Б е р р и Д. С. Классическая тео
рия упругости. - М.: Физматгиз, 1961. - 220 с. 

4. С т е п а н о в В. В. Курс дифференциальных уравнений. -
M.-JL: Гостехиздат, 1950. - 468 с. 

5. Y a n о К. The theory of Lie derivatives and its appli
cations //Amsterdam: North-Holland Publishing Co., 1957. - 299 c. 

Александров Н.Д., Нейфельд Э.Г., Александрова Е.В. 
РАССЛОЕНИЯ НА ПРИСОЕДИНЕННЫЕ АЛГЕБРЫ К ГИПЕРПОВЕРХНОСТЯМ 

В ЦЕТР0АФФИНН0М ПРОСТРАНСТВЕ. I 
§ I. Расслоения на алгебры, имеющие 
постоянные структурные константы 

Пусть А - алгебра ранга п . Расслоение на А - алгебры 
с базой М - это векторное расслоение 4 С А) -(£(А),% М} , на
деленное билинейным морфизмом f ' - Е ' *Е-**Е , т.е. каждый слой В^ -
= !/с ~fcz) * Vx е/У наделяется структурой А - алгебры ( Ш , [13]). 

Если для х еМ алгебра В х ^ А х имеет единичный элемент 
(главную единицу) 6Х , то отображение s •. х -*» бх есть единич
ное сечение Е . 

Расслоение <£^Л) на А - алгебры называется локально три
виальным, если для каждой точки х е А/ существует такая вектор
ная карта t ^(U, ^ Я ^ н а Е , а также структура А -алгебры 
на Яп , что tx* есть изоморфизм алгебры Яп на алгебру^ 
для всякого х е U cj\f . 

В работе [2] изучены расслоения на алгебры, полученные в ре
зультате левого-(правого) регулярного представления алгебры ран
га п в типовом слое векторного расслоения £ = (Е,3?,М). При 
этом структурная группа GL (п, Р> расслоения £ редуцируется 
к подгруппе G матриц, перестановочных с матрицами^ (сС,р9д~ 
^m+i^.^m+n) структурных аффиноров S - (6 л ) = (С,л )алгебры 

л >̂ aL - б л б Р °Р 
А , где Сда - структурные константы А . 



Предполагается, что в присоединенном главном расслоении 
Р(М,£) допустимых реперов Rx матрицы S (следовательно и 

С£(ъ ^ постоянны, например, имеют нормальную жорданову форму. 
Локальные формы инфинитезимальной связности со л В этом 

расслоении на алгебры будут со значениями в алгебре Ли группы G , 

^Х6(*^^--Аб(**)С*б,СЯр-~(С^ , (I) 
а коэффициенты связности равны 

Ifzp = л* (х*) Срб> (2) 
где Л Сх *) - некоторые линейные формы на М , а Л; Сх ) -
функции точки базы М . В этой связности 6 S f ~0. Величины 

ZJb 

расслоения <* (А) 
При допустимых преобразованиях локальных координат (х^х06) 

х«'^ /«'г*") xfi , (4) 

ft'ca*-) еС°°, det Cdjf*') ФО ,|| / , * V * " > II е <?/ г я , /?) , 
закон преобразования Лг- следующий 

т.е. величины Л у (х*) определяют горизонтальное распределение 
в расслоении на алгебры <$СА) вдоль единичного сечения 

*(х") =(хк , <f J5) . 
При фиксированных б величины^ Лг- (х<?) изменяются как 

ковекторы базы 
А,, Гаг/)-/; Д / Г ^ ; . 

Выражение координат тензора кривизны следующее: 
(6) 

Если алгебра А коммутативна, то оно принимает вид 
*9«р-гъл';-9л/)с£с (8) 

и поэтому связность будет плоской тогда и только тогда, когда 
величины Л/ являются градиентами. 
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§ 2.Присоединенная алгебра к гиперповерхности 
в центроаффинном пространстве 

Пусть Еп - центроаффинное цространство. Преобразования 
центроаффинной группы имеют вид ( с£,р « у,..., п ) 

х*'=А^х* , * - ctet (А£')±О . (9) 
Точки, не совпадающие с центром О , и гиперплоскости, не про -
ходящие через центр, будем называть собственными. Напомним, что 
в Еп имеет место принцип полной двойственности Ш.П.Д.). 

Рассмотрим гиперповерхность ^n-t^ Ек » заданную парамет
рическими уравнениями 

х^^л^Си*, ...,ип~'*) . (10) 
Будем предполагать, что она состоит из собственных точек, а ее 
касательные гиперплоскости собственные. Кроме того, предполагает
ся, что семейство касательных гиперплоскостей зависит от п-/ 
существенных параметров и является дифференцируемым многообра -
зием Хп^ . Аналитический аппарат центроаффинной теории гипер
поверхностей использует I) внутренние связности 1-го и 2-го ро-

х 2 

да с коэффициентами Гг-/ и Г/- ([7], [8]); 2) среднюю связ-
ность Г£ - j (Г* + rj) ([7], [ II], [ 14], [15]). Деривационные 

а 0 0 
уравнения ^п^с^п имеют вид [ 7 ] 

где a^jCu^^-^^j — асимптотический или 1-й фундаментальный 
тензор, £; =<%<£ ,4 "" ковектор касательной гиперплоскости в точ-

х 
ке М € ХЛ_у , Vg - символ ковариантного дифференцирования от
носительно средней (римановой, т.к. ^f/j^^ ) связности. Так 
как тангенциально-вырожденные гиперповерхности исключены из рас
смотрения , то det (foj) -фо . В;; - это 2-й фундаментальный 
тензор гиперповерхности. 

Условия.интегрируемости уравнений (II) дают 
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• 

€ 

ег 

е 
е 
€г 

е* 
ei 

By€«-?ve 

или в силу симметрии ¥*&// по J и ^ примут вид 

ъ V = 5/w-' я4~2(*'«*1ч 'В^ВФ ' (13) 

где R K i - - тензор кривизны средней связности. 
С каждой точкой Л/ € X п / ассоциируется унитальная алгебра 

А (Хп_ ) с базисом{<?= е0,еж,...9 €п^) ранга п , определяе
мая следующей таблицей Кели 

(14) 

Для любого элемента ае An(Xn^ имеем единственное разло
жение . / . 
а = а €А = а0е + а*еж + ,.. + ап'/еп у — а°е + £ 9 

а°9 а£
9 ...,ап'£ е R (А ,£,... = О , / ,<? , . . . , /г-У ) . 

Назовем # ̂  - скалярной частью элемента а , а <* = #гбу -
векторной (или вектором £ ) (сравни с теорией кватернионов). 

Для векторных частей элементов а - а°€+агег- - а°е -*-<* у 

v^ceR, можно ввести следующие умножения: 

1) "скалярное произведение двух векторов", например, 

2) "векторное произведение двух векторов", например, 

3) "смешанное произведение трех векторов" 

(15) 

(16) 

Обычно в качестве главной единицы е алгебры Лп(Хп ^) высту
пает I; "векторное" и "смешанное" произведения коммутативны, так 
как Вsj , Вг^/с ~ симметрические тензоры. Тогда внутреннее 
умножение для любых двух элементов а- а ° + £ , £- € + р в ал-
гебре А„ (Х- ) можно определить следующим образом: 
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aS = a°40 + a°2 +S*£-(£,2>>+\t92\ . CI8) 

Так как "векторное произведение" коммутативно, то для любых 
двух элементов а ж $ из Ап( Xni) их коммутатор 1#Д-аИ-$а=0% 

т.е. ([16]) присоединенная алгебра Л ГХ^4)-коммутативная, 
(впрочем, это видно и из таблицы Кэли для АпСХп_/') с учетом 
симметричности тензоров о^. и В ^ по индексам i и J ). 

Однако, в общем случае, алгебра AnCXnJ) не является ассо
циативной. В самом деле, как известно, отклонение от ассощатив -
ности определяется ассоциатором алгебры{гг^\ ^(а$}с -aC-fic) для 
любых ее элементов а , $ и с . Для нашей присоединенной ал
гебры имеем 

-и*.*ь*ыи.*ь*ь , (19) 
Отсвда видно, что ассоциатор присоединеной алгебры Лп(Хп^ не 
зависит от скалярных частей элементов а % S т с . Положив в 
(19) а = % , / = л , с = ̂  , получаем 

Следовательно, верна теорема. у 
Теорема. Ассоциатор присоединенной алгебры А п СХп^} к тан-

генциально-невырожденной гиперповерхности Х ^ ^ B центроаффин-
ном пространстве Е равняется тензору кривизны этой гиперповер
хности в средней связности. 

i В частности, если алгебра АпСХп_г) ассоциативная, то ги-
перповерхность X„„ y нулевой кривизны ( R K i - ^O ), т.е.сред
няя связность Г*; евклидова. 

§ 3. Конструкция расслоений на алгебры 
I. Пусть Хп_£ -Гг --'геи*) - тангенциально-невырожденная ги

перповерхность в центроаффинном пространстве Еп . Сконструиру-
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ем расслоение на алгебры, связанное с (присоединенное к) Хп^ 

([33 - [ 4 ] , [6]). Базой расслоения вдберем Х„ , ~В , так что 
базовые локальные координаты х г = и , VxeB . Слои изомор
фны присоединенной к гиперповерхности коммутативной, унитальной 
'алгебре А п (Хп^) • Обозначим это расслоение на алгебры через 

^СЛпСХп^ = (£САп)9^(гАп)9ХП£). Проекция ЯУАп) - это неко
торый морфизм, который удовлетворяет условию ЯСАп)\ £САп)-^ 

У 

Это расслоение можно представлять как объединение слоев 
Я fA^)(x)^An х (Хп^^ Vxe Хп_^ , параметризованных я г = и* . 
Каждый слой векторного расслоения £^(Е,%, Хп_^ присоединенного 
к расслоению £>(Ап(Хп_£)), представляет собой линейную оболоч
ку, натянутую на линейно независимую систему векторов /%^,^,..., 
?п-£ , т.е.Я~*&)=1(7\$,1г9ттт9}?^т Тогда при Х ^ -морфизме 
расслоения 4; в расслоение £> (А (X )) радиус-вектор ~г 
точк# М(иг) можно поставить в соответствие главной единице 
e/xl) = €fc*) , а %{a*') базисной единице -е6Сх') 

2. Обозначим для удобства 
7" , если А ^О у (21) 

если А - 6 
если А = О еА = \ei ,если А =г . (22) 

Если обозначим структурные константы присоединенной алгебры 
через САВ , то они, являясь коэффициентами в разложениях 

^А^В ~ С АВ ^О 9 (23) 
представляют собой также функции от параметров х г ~ и г базы 
/ с п С 

ХП-/ * САВ ~САВ (**) ' 
Следовательно, можно считать, что структура расслоения на 

х 
алгебры <£ ( А п СХп^ определяется заданием в каждом слое 
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%~*Сх) , Vx e Xn_/ векторного расслоения <* ранга п тензорно
го поля типа \^) или по-другому заданием сечения тензорного рас
слоения Е*2 СХЛ^ типа(^) над Х*_ у ([16]), соответству
ющего векторному расслоению <£ • 

Применяя обозначения (21), деривационные уравнения (II) мож
но записать в "обобщенном" виде 

г* = дА~r , v,-7* -В°4~гл +В*4~г„ = В* ~? , (II) 
А А ' г A tj о *J к &А & 

где B/=-fcj 7 df^-vi^o -$£ Ъ • Из последнего равенства 
следует, что в£ = 6* . Тогда с учетом обозначений (22) табли
ца Кэли (14) перепишется 

(14) 

получаем не-

(24) 

• 

| *о 

ъ 

€ о 

ъ 
Ч 

Ъ ! 
% 

Bi*o*-4e* 
Сравнивая разложения (23) и таблицу Кэли (14 ), 

посредственные выражения САВ (хь) через ВАВ (хг>) 

* ' V v* v ' v 7 

§ 4, Инфинитезимальная связность расслоения 
на алгебры со структурными константами, 

являющимися функциями координат точек базы 
I. Как видим из рассуждений § 3, возникает необходимость 

изучения расслоений на алгебры со структурными константами, явля
ющимися функциями координат точек базы. 

Пусть <£ (Ап (хУ) = (£(Ап), ^^Оесть расслоение на алгебры 
АпСх) ранга п , с базисом €^ = е^Сх) и со структурными кон

стантами С/р •= Cf (*), Vx еМ (оС ,f> ,jff... = /,i>, . . . , * ) • 
Алгебраическая ̂ структура унитальная, если существует сече

ние -е = -eCjC) - 6^(х) е^ Сх^ такое, что 
= cZ<s 

коммутативна, если Ж^р - С^^ сл'« -о 
(25) 
(26) 
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или ассоциативна, если 
*4r'e£c*'r-c*'cfir*° ' (27) 

Тензоры IKJQ И Л ̂ ^^ назовем соответственно коммута -
тором и ассоциатором данной структуры. 

Известно ([I]), что инфинитезимальная связность V на рас
слоении <* (Aft) каждому векторному полю и е£СМ)жъ модуля 
векторных полей на М и сечению X е JO^ (Е(А^)ш модуля сече
ний пространства ЕСА^ ставит в соответствие сечение 4% X из 
Х&. (ECA^i), при этом выполняются соотношения 
I' V£T ̂  X = V- X - V- X ; 2! V / - X = / VfX ; з'.^-Х.У 
= ̂ Х , ^ Х г ; 4° V^rfX) =f4zX+df(U)X , (28) 
где /с ЛОУ) ,~и,!?,,иг е X СМ)Х ,ХЛг

 £ &v (E (Ап^ • 
Разложения 

чг€* "Ц ел(х<>-г£<;р (29) 
определяют коэффициенты линейной связности /^ (̂ ^ и, напри -
мер, 

V2- **=%х*+г£ л j ^ (30) 
есть ковариантная производная координат сечения X = ̂  "V^ . 

В общем случае связность не зависит от структуры алгебры 
2. Если алгебра Ап(х} унитальная, то для координат 6 Сх) 

главной единицы £ ^^Сг^е^ имеем ^г^^'^г^^Ол^ Нетрудно 
доказать, что условия ч 6 - О и V3-£ ^ О равносильны. 

Пусть SJi-e ^О . Тогда 

т.е. /^ являютс градиентами и связность является локально 
плоской. 

3. Связность V есть связность дифференцирования ([13]), 
если 
(VXX е Jez/CE))[S/^rXY)-CvirX)Y^X4^Y } . (31) 
Покадем, что связность дифференцирования удовлетворяет условию 

Ъ^/'О • (32) 
В самом деле, имеем 

ч ? с * * *р> = <х- *«*> ̂ * *<* <^- ^ ) , 
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В общем случае связность V не является связностью диффе -
ренцирования и V,- С^р Ф О . 

4. Отметим,что при изучении <?ГЛ^) возникают следующие 
проблемы: 

1) при каких условиях алгебраическая структура в £(An} 
сохраняется?; 

2) как влияет ассоциативность алгебры Ап(я) на алгебраи
ческую структуру в ^CAn^) ?; 

3) когда и в каком базисе €^(х^ можно рассматривать связ
ности с коэффициентами вида Гг^ - Л ^(л ^ ^ w ^ ? (сравни с 
(2)); J 

4) что представляет собой выражениеV^XY-f^fX)Y-X\^Y, 
зависящее от и , X , У ?; 

5) какова роль коммутатора /С^ж и ассоциатора А ^ ^ ^ 
данной структуры? 
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Э.Г.Нейфелъд 

ДВОЙСТВЕННЫЕ КУБИЧЕСКИЕ ПОЛЯРИТЕТЫ 
И СВЯЗАННЫЕ С НИМИ ГЕОМЕТРИИ 

1о Два поляритета, определенные.алгебраической гиперповерхно
стью порядка р и ее коррелятивным образом в проективном простран -
стве Р ранга Н, над полем К , назовем двойственными, если полюс 
во втором поляритете поляры точки общего положения в первом совпа
дает с этой точкой. Если 

up) = o; qp ) = o (i) 
уравнения названной гиперповерхности и ее коррелятивного образа, 
соответствующие контраградиентным формам (х р)и (Д р ) , а (хр~ ) 
поляра точки X и С у * ) полюс гиперплоскости \ , то условие двойст
венности поляритетов приводит к условию 
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(Сх ) ) = j)-x . 
Легко видеть, что J3 лишь постоянным множителем отличается от 
р+ 2 йтепени формы (& РХ так что всегда можно ввести относитель
ное нормирование этих форм такое, что 

. СС* н УЛ- (х р УЧ. • (2) 
Это основное тождество равносильно двойственному тождеству 

• (сОм)-СО'"Ч- ' (3) 

Примером двойственных поляритетов могут служить поляритеты, 
формы которых соответствуют определителям матриц общего вида или 
симметрических над К и определителям эрмитово-симметрических мат
риц над алгеброй комплексных чисел С , кватернионов W и чисел 
Кели IK (в последнем случае порядок матрицы необходимо равен 3 
И). 

При р = 2 все сказанное тривиально. Соответствующие здесь 
геометрии - это неевклидовы, т.е. Лобачевского и Римана и их моди
фикации, евклидовы (лсевдоевклидовы) и конформные. Аналогичные 
геометрические образования можно связать и с двойственными поляри
тетами высших порядков, но уже случай р = 3 показывает, что эти 
обобщения нетривиальны и более разнообразны. 

2. В этом случае существует поверхность особых точек $ : 
(х ) = 0 и семейство особых гиперплоскостей Ф , для которых 
(£ 2)-(Ь причем касательные гиперплоскости гиперповерхности. (I) 
суть элементы из Ф , а характеристические точки соответствующего 
коррелятивного образа есть точки поверхности i • 

В случае (& 5)= dctx , где X - эрмитово-симметрическая мат
рица над R , & , М и IK на поверхности vf , определяется структу
ра проективной плоскости над этими алгебрами [i]; элементы из 9г 
и Ф суть "точки" и "прямые", этих плоскостных геометрий, причем 
прямая (точка), инцидентная двум точкам (прямым), определяется с о 
ответственно гиперплоскостью и точкой в р ^ 

Ъ-UpzQ, z-qsH^ (4) 
при условии чЕ, ̂  £ <F ; \ , Ч& Ф -
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Pl5 порождено 
бивекторами пространства 6 измерений, а ( £ 3 ) - пфаффиан бивекто
ра X , на £ могут существовать сопряженные пары точек (гиперпло
скостей на ф ) , для которых 

Поэтому в общем^ случае геометрию на £. будем называть геометрией 
почтипроективной плоскости, элементы: из 5- ее.точками, а из Ф -
прямыми. Отношение, инцидентности остается такое же, как и в Р , 
т.е. i 

\х - о -
Как показывает пример проеютвной плоскости4 над '% [I] эта геомет
рия может быть'недезарговой. 

> гг 
3, Нормализация поверхности <г задается дифференцируемым со-

ответбтвием между точками и прямыми этой почтипроективной плоско
сти. Taitoe соответствие определяет нормализацию этой поверхности 
в смысле /А.П.Нордена, причем нормаль 2-го рода есть пересечение 
^ как гиперплоскости в Р с касательной плоскостью точки £ £ %f 

а вергЬины, нормали f-ro рода 
; - -* хр - С 4 . (5) 
г* • " * где с.р- -.базисные гиперплоскости.связки, содержащей касательную 

плоскость как характеристическое многообразие. 
-Внутренняя геометрия^на tf , определенная этой '"нормализацией 

проективно?-евклидова в том смысле, что геодезическая/проходящая 
через точку'X в направление, определенном точкой ̂  на нормали 
2-го рода, принадлежит двумерной плоскости, проходящей через эти 
тоЗки и через инвариантно определяемую точку 2" пересечения нор -
мили 1-го рода."с <F -\ Которая в свою очередь принадлежит прямой 
ф = (0С/2) а Ф ", примем Z = (о>^ ) 

4. Точки пространства двойственных кубических поляритетов 
или Ktt~4 играют роль квадратичных поляритетов в пбчтипроективной 
геометрии на & , а гиперплоскости им взаимны, Если [| - точка об -
щего положения", то- точ&е OCeJ соответствует поляра £ б ф 

t = 2CQ3)(axV3(ft2x5(u2). се) 
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Обратное преобразование (6) определяется кубической полярой точ
ки u,d»(a*): 

Внутренняя геометрия на <т , определяемая этими соответствиями, 
будет римановой и симметрической в смысле Э.Картана; ее следует 
рассматривать как аналог геометрии Лобачевского на 5 . Если (й5)= 
= 0, Си 2) ̂  0, то поляритет (6) будет вырожденным и £ = Cu 2)* Со~ 
ответствующая геометрия Had будет аналогом евклидовой. 

5. Перейдем теперь к внутренним геометриям самого простран
ства Ky_-i определенных на его многообразии точек общего положе
ния, для которых молено ввести нормирование 

u 3 >i « c f ><д-и*у (8) 

Уравнения (8) определяют в центроаффинном пространстве Е к гипер -
поверхность 3-го порядка и класса. Ее геометрии 1-го и 2-го рода 
будут, как известно, эквипроективными, а их средняя геометрия ри
мановой и симметрической з смысле Э.Картана. Кроме метрического 
или 1-го фундаментального тензора 

ковариантно-постоянным будет и 2-й фундаментальный тензор 
(9) 

Ч1кв<х1*»о-чШк>- (1о) 

Эти тензоры связаны соотношением 
\ VtV*-2ki*io-° (II) 

и условием аполярности 
„ice 

< с = 0 
Из последнего следует, что гиперповерхность (8) есть центроаффин-
ная гиперсфера 3-го порядка и класса или А-сфера в смысле [2], 
где рассматривался частный ее случай при и * 3 -

Геодезические линии этой римановой геометрии, рассматривав -
мые в ее проективной интерпретации, т.е. в К у ^ , характеризуются 
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тем, что они лежат в двумерных плоскостях, каждая из которых про
ходит через точки & , &' и Х{' • Они принадлежат к классу кривых, 
опре деляе мых ура вне ни е ы 

X - С< {*,J + Z2 V2* -VC3 f*\ ^ 4- k2 -v k 3 = 0 , (12) 
которое есть интеграл дифференциального,продолжения уравнения 
геодезических 

/// \ • , ^ ll:tf (U* -

_ A dx 1 d^j dx K 
Q " A 4 f c ds ds "ds 

Заметим, что плоскость точек i\ , 0% % С3 вполне определяет
ся геодезической 1-го рода, т.е. прямой з K*~i , проходящей через 
точки ОС/ и ос/ . Действительно, эта прямая пересекает гиперповерх -
ность (х3)= 0 - абсолют пространства K^-j в трех различных точ -
ках, касательные гиперплоскости которых принадлежат Ф , т.е. бу™ 
дут прямыми почтипроективной плоскости & . Они попарно инцидентны 
точкам С1 , ti t С 5 , которые и будут базисными точками плоскости 
(12)* А так как всякая такая супергеодезическая плоскость содер
жит двупараметрическое семейство прямых и сама зависит от 3ift па
раметров, то .между размерностью w.= divtt-J- почтипроективной плос -• 
костью и рангом П самого пространства существует соотношение 

2U-2) = 3iH+2 , 
из чего следует, что ранг пространства двойственных кубических 
поляритетов необходимо кратен 3 

1L= 3 , tit - 2 ( К ~ 1 ) , ttt ± 0 . 
Вопрос о том, существуют ли такие пространства при любом к мы.не 
рассматриваем. 

На. супергеодезической плоскости могут быть определены утло -
вые параметры Аппеля [2] Ц> и Ц/ , .причем 

х = с1е^Чс2Е^^еэЕ43, Ч ^ ^ + ̂ з-о (is) 
и 

Если характеристические числа к2 и к ъ комплексно-сопряжены, 
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то точки Од и 0 5 будут мнимо-сопряженныгли, а параметры Агшеля 
вещественны. Заметим, что они могут быть определены из уравнений 

при нормировании ( Х э 1 ^ Сч° "). := 1 , 
где 

*»1 , ^ . 0^3 Р(^^^(гч ч нг^ 
первая функция Аппеля двух переменных. 

Вдоль геодезических средней связности отношение угловых па -
раметров Аппеля постоянно., 

Наконец, отметим, что присоединенная алгебра [3] гиперповер
хности (8), т.е. утштальпая алгебра, структурные константы кото -
рой определяются фундаментальными тензорами (9) и (10), 

^ - U = tv ,Ur^Vw (I4) 
будет йордановой, что следует из условия ковариантного постоянст
ва тензора (10), из которого следует 

• KijU ^ U ) m = 0 , . (15) 
причем тензор кривизны f?^ к средней связности будет ассоциа
тором этой алгебры,. °' 

б. Аффинное пространство, в несобственной гиперплоскости ко
торого определены двойственные кубические поляритеты, будет мно -
гомерным обобщением пространства Аппеля [2] или крЪ¥ * А-сфера 
(8) есть индикатриса его векторной и ковекторной метрик» А-сфера 
пространства К р л к с центром в • точке х 0 радиуса 1 определяется 
уравнением 

(U-x0f )-г5, (16) 
Ей взаимно однозначно соответствует А-сфера противоположного ра -
диуса ~ *С ., Все А-сферы являются частныш случаями обобщенных 
А-сшер? заданных уравнением 

u°(fc 3 4)-3(QX*>3GlX)- ^ 0 « 0 , (17) 
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которое в свою очередь определяется набором А = ( Q° , ft , d 9oi0), 
где ft ,d0 £ IR } ft - вектор, o( - ковектор пространства Ар з к. 

Пространство обобщенных А-сфер или SApjf ^УД0Т проективным 
пространством ранга }1- 6 К \2 , где А-сферы нулевого радиуса об
разуют 5 К-мерную поверхность САр 3к > которую можно определить 
параметрическими уравнениями 

^ - i . ^ - t f ^ - a ' v j0 = (t3) да) 
и которую можно назвать конформно-аппелевшл пространством. Прост
ранство Аппеля получается из САр^ц путем удаления точки и соот -
ветствующей ей А-сферы нулевого радиуса (несобственные элементы 
пространства А р ъ к ). Через каждую точку пространства 6Ар# об -
щего вида проходит единственная прямая - бисеканта поверхности 
САРзк » которая пересекает последнюю в двух точках - ее верши -
нах. Если одна из этих вершин - несобственная точка пространства 
Аппеля, точки таких бисекант - его А-сферы, причем А-сферам про -
тивоположного радиуса соответствует пара точек-бисеканты, которые 
гармонически разделяются ее вершинами. 

Заметим, что сама поверхность 0Ap3JC есть пересечение ги -
перквадрик 

$.-*** w^-*w-**\>-'- <I9) 
Ее касательные плоскости будут образующими гиперповерхности 4-го 
порядка, которая, в свою очередь, есть огибающая соприкасающихся 
гиперплоскостей поверхности С А р з к . Последние будут полярами то
чек этой поверхности в нуль-системе, определенной инвариантно са
мой поверхностью. Последней соответствует матрица порядка 

о о о \ \\ 
О О ~зЕ О I 
О ЗЕ 0 0 
Н 0 0 0 ll 

Заметим, что при М = 3 пространство S A p ^ есть пространство норм-
кривой АЛ.Нордеыа [4]; одним из случаев пространства С А рд есть 
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грассманиан двумерных плоскостей пятимерного проективного прост
ранства; пространство и К р 2 7 °удет симплектическгш пространст -
вом над алгеброй чисел Кели Фреиденталя [5"|. 
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A, /u налимов 

ПОЛНЫЕ ЛИФТЫ ТЕНЗОРНЫХ ПОЛЕК В ЧИСТОЕ ТЕНЗОНЮЕ 
ПОДРАССЛОЕНИЕ 

I . На дифференцируемом многообразии Мд, ult t lM^H, класса С 
рассмотрим полиафсЬинорную структуру [] " [^ \ » т . е . определенную 
совокупность тензорных полей типа (1,1 ) . Обозначим через ТрСМц^ 
- UTpCQ) тензорное расслоение типа ( fy , р ) над многообразием 
Ми,*''Рассмотрим ггадрасслоение "Ц Щ^) 5=

йУм t p C Q ) 0 Тр СМ«Л , 
где t ((Г) "" пространство всех чистых тензоров типа {fj, , р ) отно
сительно" П -структуры, -^ (Д) С Т* (Q) , V Qb Мп . Пусть ( х 1 ) явля -
ются локальными координатами точки Q e t f c y ^ . Введем в координат
ной окрестности <t~4ti)C Г^(Мц) адаптированные к расслоению лока -
льные координаты (х1^?]""" | * ) ~ , где t~: Тр^ (М^У""*" М^ / \ 
естественная проекция,4 П«- - -Н - координаты тензора ^ е Т р Ш ) 
относительно натурального^рёпера [Ъ-ь] .Адаптированные координаты 
определяются с.точностью до преобразований 
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УДК 514.763 
Э.Г. НЕЙФЕЛЬД 

О ВНУТРЕННИХ ГЕОМЕТРИЯХ ПОЛЯРИЗОВАННЫХ 
КОМПЛЕКСНЫХ ГРАССМАНИАНОВ 

Метод нормализации грассманианов [1], [2] является частным случаем более общего 
метода, предложенного в [3] для построения внутренних геометрий проективных пространств 
над алгебрами, который назовем поляризацией и примем здесь для комплексных грассманиа
нов. При этом переход от комплексного векторного пространства к его вещественной реа
лизации будет осуществлен с помощью соответствующих М-операторов, позволяющих каждому 
комплексному тензору однозначно сопоставить его вещественный образ, и, наоборот, для 
всякого вещественного тензора найти его комплексные тензорные и эрмитовы образы [4]. 

1. Поляризация комплексных грассманианов 

Подпространство €n(ZA) с Cw, т.е. точку комплексного грассманиана CPN'n, определим 

заданием его операторной координаты ZA ранга п, определенной с точностью до преобразо

вания 

К " Z X > V/j=llp^llcGL(n,C), (1.1) 

А, В, С= 1 ,N; a,b,c,d=l,те, 

что позволяет взаимно однозначно отнести этому подпространству его присоединенное под-
2 

пространство Сп в правом модуле CH(N,n) прямоугольных операторов - линейную оболочку 
всех операторов (1.1), базис которой определен операторами S°aZA. Обозначим через М с. 

2 2 

М-оператор (4], определяющий переход от Сп к его вещественной реализации R . 

Тогда оператор 
Z А = U CZA (u,v,w=l,2,n2) (1.2) 

2 
определяет базис этого R2n в €H(N,n). Определив взаимный к М £ Оператор Миа с помощью 
уравнений 

получим Z AMub=-SbZA. 
•* и а с и с I 

Грассманиан СРы'п назовем поляризованным, если каждому €n(ZA) e D, где D - от-
/ 

крытое на CPN'n подмножество, соответствует поляризующее вещественное подпространство 
/ 2 

jj2n(w-n) в сЯ(АГ,п), не имеющее общих направлений с R2n - вещественной реализацией при

соединенного подпространства. Поляризующее подпространство определяется заданием его 

базисных элементов, которые всегда могут быть выбраны так, что 

51 



W A = Э ZA - ZAT c, (1.4) 
где <*JZa - частные производные координат оператора ZA по вещественным локальным коорди
натам, заданных на грассманиане, и a,/J,y... = l , 2n(N-n). 

Операторы Zu
A и Wa

A образуют R-базис в C#(JV,n), что позволяет определить взаимный 
базис {Zu^Ya^\, элементы которого однозначно определяются уравнениями 

zuaz В + руаару В ± р.В 
А мо А аЬ Ь А1 

_ (1.5) 
zua

Azu
B

b + w«Aw*b - о, 
2 

причем оператор Wa
A аннулируется на присоединенном подпространстве Сп в CH(N, n), так 

что 
W00^ - О, 

А С 

и, следовательно, существует оператор W*, определяющий двойственную координату подпрос
транства €n(ZA) в Cw, такой что 

W?AZA = 0 и Waa
A = QaaW*A (p,g = l , iV-n). (1.6) 

Последнее позволяет рассматривать грассманиан как базу двух тавтологических или 
спинорных расслоений. Тензорное произведение слоев этих расслоений изоморфно касатель
ному пространству грассманиана. Изоморфизм определяется оператором М р, который не за
висит от выбора нормализации [2]. Кроме того, задание поляризации определяет полярное и 

2 
присоединенное расслоения, слои которых изоморфны |R2n(№_n> и щ2п соответственно. 

2. Операторные структуры на поляризованном грассманиане 
и преобразование поляризации 

Неполные свертки элементов построенных базисов определяют операторы 

*?-*•?*/* *%-*•:*.*-о; (21) 

из которых первый Д*° и последний Д"£ задают в касательном и присоединенном расслоениях 

правую матричную структуру [1]: 
дДодос ЛвДД0* Д А в Д в с = О 

*vbawd °d%b> ^vb^wd "' 
причем операторы 

/3 ре v va 

суть единичные комплексные аффиноры Нордена в этих расслоениях ([5], с.15), определяю
щие операторы комплексных структур 

гр = icAj-яр.-ух - j ^ - 2 ? - a 4 ) 

Оператор Дд° принимает чисто мнимые значения и удовлетворяет условию 
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Д*Д- = Д>™. (2.5) 

Частным случаем поляризации грассманиана будет его нормализация [2], определенная 
дифференцируемым соответствием подпространств Cn(ZA) и CN~n(WA) в CN. В этом случае по
ляризующее подпространство R2n(w-n)(W А) определяется с помощью оператора 

W А - М PW А. (2.6) 
аа аа р 

В общем случае поляризация определяется из нормализации заданием четырех тензорных по
лей 

цср yep peb ycb 
ее ' — ' qa' — ' 1 qa * qa 

которые определяют операторные координаты поляризующего подпространства 

W А = {UcpWA+PcbZA)M * + (VepWA+QcbZA)M *. (2.7) 
аа qa p qa b аа Р b ас 

Заметим, что при замене нормализации 
wA+a .. 

с р 
WA ш wA+ ZAVf (2.8) 

меняется только тензор РсЬ: 
qa Ptb = Pcb-dcUb, qa qa a q' 

а все остальные связывающие тензоры остаются инвариантными. Поэтому в общем случае пре
образование поляризации нельзя свести к сдвигу 

W А = W А + 2АП с , (2.9) 
аа аа с аа ' 

что возможно тогда и только тогда, когда 
ТГСР = иср VCJ> = Vcb 

qa во' — - ' 1 * j o qa 

3. Связности на поляризованных грассманианах 

'Задание поляризации определяет связность в первом тавтологическом расслоении грасс
маниана с коэффициентами Г * (1.4), так что 

V ZA = W А. (3.1) 
а с аа ' 

Связность на базе вместе с комплекснозначным тензором &аЛ однозначно определяется 
уравнением 

V WA = ZA9 _с. (3.2) 
а Ра с в/}а w ~ / 

Оба эти деривационные уравнения равносильны уравнениям 
V Z А = q x W, А, V Wa

 А = ри
йг А, (3.3) 

а «о *аи Ха ' a fia rafi «a ' w « / 
где тензор р \ есть вещественная реализация тензора & £ 

р * = 9 *Мие + ~& *Мис 
гар аре а аре а 

q Х ш Д А в М с + Д А в М с . '«tt are ua arc ua 

Последний удовлетворяет алгебраическим соотношениям 
/ A

a * = А А ш /va * 
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из которых следует, что комплексная структура, определенная оператором / , интегрируема. 
Условия интегрируемости уравнений (3.1), (3.2) показывают, что связность опреде

ленной таким образом внутренней геометрии не имеет кручения, тензор кривизны связности 
в первом тавтологическом расслоении равен 

9t . ° ж -29, ' , (3.4) 

а тензор внутренней связности имеет вид 
0t а

х ш 29. .сДАв + 29. 1Я1
СЛА? + 2 ~9, ,е1л

я
а + 29. 1Д,СДАЛ (3.5) 

и, кроме того, 
V. & * = 0. 

If a]/3c 
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Введение

Николай Иванович Лобачевский оставил после себя ценнейшее наследие как в об-
ласти математических идей, так и в сфере педагогической и общественной деятельнос-
ти. Почетным долгом казанских ученых было и остается сохранение и приумножение
этого наследия. Цель настоящей статьи, пишущейся в дни подготовки к международ-
ной конференции "Н.И.Лобачевский и современная геометрия", - рассказать о тех
инициативах, которые были проявлены казанскими геометрами в отношении насле-
дия Лобачевского.

§1. Работа казанских математиков над сохранением наследия

Лобачевского; роль А.В.Васильева, Ф.М.Суворова,

А.П. Котельникова, Н.Н.Парфентьева и других профессоров

В первую очередь следует назвать из'вестного профессора Александра Васильеви-
ча Васильева (1853-1929), о жизни и деятельности которого можно прочитать, на-
пример, в [1], [2] и в статье В.А.Бажанова и А.П.Юшкевича, помещенной в книге [7].
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Он не был профессиональным геометром, но внес наиболее существенный вклад в де-
ло увековечения памяти Н.И.Лобачевского. Став первым председателем Казанского
физико-математического общества (КФМО), возникшего в 1890 г., А.В.Васильев раз-
вернул активную деятельность по подготовке к 100- летию со дня рождения Н. И. Лоба-
чевского [3]. Еще в 1867 г. в Совете университета деканом М.А.Ковальским был по-
ставлен вопрос об издании сочинений Н.И.Лобачевского. При участии А.В.Васильева
в 1883 г. появился первый том Полного собрания сочинений по геометрии [4], а в
1886 г. - второй том [5], содержавший работы по геометрии, написанные Лобачевским
на иностранных языках. В 1897 г. был издан первый выпуск сборника "In memoriam
N.I.Lobatschevskii" [6].

Хорошо известна и неоднократно описана выдающаяся роль А.В.Васильева в де-
ле руководства Казанским физико-математическим обществом и создания денежного
фонда Лобачевского. Им была проведена огромная работа по изучению жизни Ло-
бачевского, написана его первая обстоятельная научная биография, многие десяти-
летия пролзжавшая в виде корректуры и лишь сейчас публикуемая издательством
"Наука" [7]. При нем была обнаружена и напечатана рукопись Лобачевского "Гео-
метрия" [8]; благодаря его усилиям в Казани в 1896 г. был открыт памятник Лоба-
чевскому, а с 1897 г. Казанским университетом на базе собранного денежного фонда
производились Международные конкурсы на премию имени Лобачевского (сведения
о восьми конкурсах, состоявшихся в период 1897-1937 гг., приведены в [9]).

Большой вклад в дело развития и популяризации научных идей Лобачевского вне-

сли профессора Казанского университета Федор Матвеевич Суворов (1845-1911),

Александр Петрович Котельников (1865-1944), Дмитрий Матвеевич Синцов (1867—

1946), Дмитрий Николаевич Зейлигер (1864-1936), Николай Николаевич Парфентьев

(1877-1943). Это были яркие личности, активные члены правления КФМО, прини-

мавшие деятельное участие в организации международных конкурсов, писавшие от-

зывы о поступивших работах, имевшие собственные научные достижения и воспитав-

шие большое количество учеников. Так, Ф.М.Суворову принадлежат первые в Рос-

сии исследования по теории дифференциальных инвариантов римановых пространств

(см. [10]). А.П.Котельников известен геометрам своими работами по теории винтов

евклидова и неевклидовых пространств и геометрическому истолкованию принципа

относительности (см. [11]). Д.Н.Зейлигер, выступавший оппонентом на защитах обе-

их диссертаций А.П.Котельникова, использовал принцип перенесения (получивший

впоследствии название принципа перенесения Котельникова-Штуди) в линейчатой

геометрии и кинематике (см. [12]). Д.М.Синцов, написавшийв Казани работы по тео-

рии коннексов, после переезда в Харьков создал оригинальное научное направление в

области неголономной геометрии (см. [13]). Н.Н.Парфентьевым (о его жизни см. [14])

написаны интересные статьи о проблеме пространства и натурфилософии Лобачевс-

кого (см., например, [15]). При его активнейшем участии были проведены седьмое и

восьмое присуждения международной премии Н. И. Лобачевского в 1927и 1937гг. [9],

изданы книги [16], [17], [18].

С 1895 г., опубликовав на страницах журнала "Известия КФМО" свои работы по

теории поверхностей постоянной отрицательной кривизны, вступил в тесный контакт

с казанскими геометрами Вениамин Федорович Каган (1869-1953), впоследствии гла-
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ва московской геометрической школы, посвятивший свою жизнь Лобачевскому и раз-

витию его идей (см. [19]). По инициативе В.Ф.Кагана и под его главным редактор-

ством было предпринято издание Полного собрания сочинений Лобачевского, в ра-

боте над которым приняли деятельнейшее участие многие ученые Казанского уни-

верситета. В 1946 г. вышел первый том этого собрания [20]. В последующих то-

мах [21], [22], [23], [24] отражена большая работа по переводу и комментированию тру-

дов Лобачевского, выполненная казанскими учеными А.П.Норденом, Б.Л.Лаптевым,

Н.Г.Чеботаревым, А.Н.Хованским, Г.Г.Тумашевым, А.Д.Дубяго.

Своего рода завершением Полного собрания сочинений явился том [25], в подго-

товке которого особенно большую роль сыграли Б.Л.Лаптев и московский математик

И. Н .Бронштейн.В подготовке тома приняли также участие А. П. Норден и М .Т.Нужин;

подробный анализ преподавания мех аники Н.И.Лобачевским произвел для этого тома

В.В.Морозов.

Однако указанный том не подводит итог работе над наследием Лобачевского. О

задачах в этой области хорошо сказано в докладе И.Н.Бронштейна [26].

Еше в 1914 г. в двадцатом томе "Известий КФМО" было сообщено о планах казан-

ских математиков создать библиотеку "Lobatschevskiana" и музей Н.И.Лобачевского.

Усилиями ряда поколений библиотека была создана и в настоящее время насчитыва-

ет свыше 3000 названий книг и оттисков научных статей. Что касается музея, то со-

здать его оказалось значительно труднее. В 1943 г. П.А.Широков и Н.Г.Чеботарев

составили докладную записку об организации в Казани музея имени Лобачевского

(оригинал записки хранится в музее университета). В ней говорилось, что основной

базой для создания материальной части музея Лобачевского послужит библиотека

его имени, а также материалы, относящиеся к его жизни и творчеству. Музей дол-

жен производить систематический сбор материалов, характеризующих постановку

научной и педагогической работы в Казанском университете эпохи Лобачевского, ру-

кописи его учителей, современных ему казанских профессоров и его учеников, записи

его лекций, переписку, характеризующую его деятельность и состояние Казанского

университета того времени. Музей необходимо организовать в той квартире, в кото-

рой жил Лобачевский в эпоху создания неевклидовой геометрии. Наряду с изуче-

нием биографии Лобачевского и его научного творчества, музей должен включать в

свою работу: 1) детальное изучение истории возникновения неевклидовой геометрии,

2) изучение постановки преподавания математических дисциплин в школах и универ-

ситетах нашей страны в эпоху 18-го ипервой половины 19-го века, 3) историю физико-

математического факультета Казанского университета, 4) историю распространения

идей неевклидовой геометрии в нашей стране и за границей и т.д.

В настоящее время руководство Казанского университета осуществляет новую по-
пытку создать музей-квартиру Лобачевского.

Постараемся осветить далее индивидуальную научную деятельность казанских

геометров, имеющую отношение к сохранению и развитию наследия Лобачевского.

При этом ограничимся послереволюционным периодом.
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§2. Исследования П.А.Широкова по геометрии пространств

постоянной кривизны; преобразование винтовых интегралов

в пространстве Лобачевского

О жизни ученика Н.Н.Парфентьева Петра Алексеевича Широкова (1895-1944)

можно прочитать в [27]. За сравнительно небольшой срок он успел сделать много,

в частности, в 1933 году основал и возглавил кафедру геометрии Казанского универ-

ситета. Его первые работы были посвящены пространствам постоянной кривизны.

Это - награжденное золотой медалью студенческое сочинение [28] и ряд работ по ге-

ометрии и механике неевклидовых пространств. Так, им изучена группа конформных

преобразований неевклидовых пространств. Реализуя n-мерное эллиптическое про-

странство Sn на гиперсфере евклидова пространства En+i, он истолковывает инфи-

нитезимальные конформные преобразования пространства Sn как линейные комбина-

ции инфинитезимальных вращений Г гиперсферы и векторных полей S на гиперсфере,

образованных тангенциальными компонентами постоянных в Еп+\ векторных полей

на этой гиперсфере. Преобразования, порожденные векторными полями S, названы

им лучистыми расширениями; их свойства исследованы как,в эллиптическом (Sn),

так и в гиперболическом (Нп) пространствах. С помощью группы лучистых расши-

рений введены инверсии в неевклидовых пространствах - конформные преобразова-

ния, переводящие сферы в сферы [29]. Несколько позднее [30] установлен характерный

геометрический признак инфинитезимального конформного преобразования общего

риманова пространства Vn. Всякое векторное поле U* пространства Vn определяет

неголономный образ V^ - распределение (п — 1)-мерных подпространств, ортогональ-

ных векторам поля ~п\ Вводя орт "п* вектора ~п*, можно построить второй фундамен-

тальный тензор hap образа V^\ hap = паф — приа, где иа = nanajCr - вектор 1-й

кривизны траектории поля U*. Оказалось, что инфинитезимальное конформное пре-

образование U* пространства Vn характерно тем, что:

1. Точки неголономного образа V^ омбиличны:

где ~дар - метрический тензор соответствующего (п — 1)-мерного подпространства

распределения.

2. Выполняется условие (м[а — А п [ а ) ^ = Q.

Неголономный образ V^ детально исследован в [30] для евклидова пространства и

для пространства постоянной кривизны.

В работе [31] предложен своеобразный прием для изучения линейчатой геометрии

пространства Лобачевского Лз- Выбрав фиксированную орисферу 02 и отождествив

ее с плоскостью комплексного переменного, можно каждую прямую пространства Лз

задать парой комплексных чисел (u>i, W2), отвечающих двум осям орисферы СЬ, па-

раллельным данной прямой в обоих направлениях. Тогда движения пространства Л з

индуцируют однотипное дробно-линейное преобразование пары чисел w\, W2:

, aw\
w 1 = cw\ + a
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Если две пары чисел (w\, W2) и (v i ,^) определяет пару прямых пространства Лз,

которые обладают общим перпендикуляром длины h и лежат в проходящих через этот

перпендикуляр плоскостях, образующих угол <р, то для ангармонического отношения

D = (v\,V2\W\,W2) справедлива формула

, ш + ik
V-D = tg • 2 '

где к - радиус кривизны пространства Л з [31]. (Как выяснилось, подобный подход был

также осуществлен Г.Беком [32].) П.А.Широковым показано, что на таком пути мож-

но естественно прийти к "принципу перенесения" Котельникова-Штуди (см. [11], [33])

для пространства Л з : прямая пространства интерпретируется точкой на комплексной

сфере единичного радиуса, причем "щеткам" пространства отвечают большие круги

на сфере. Здесь под "щеткой" понимается конгруэнция прямых, ортогонально пересе-

кающих фиксированную прямую (ось щетки). Пары (w\, W2), определяющие прямые

щетки, характерны тем, что на комплексной проективной прямой CPi точки w\, W2

связаны друг с другом преобразованием одной и той же инволюции, двойные элемен-

ты которой образуют пару (a i , «2)1 определяющую ось щетки.

Надо сказать, что пока еще подобные рассмотрения представляются недостаточно

полно использованными как в линейной геометрии пространства Л з, так и в геометри-

ческой теории функций комплексного переменного. Правда, Г.Бек связывал свойства

отображений W2 = f{wi) с о свойствами конгруенпий прямых пространства Лз, но

достаточно полного изложения этих вопросов нет. До сих пор в этом направлении

появляются новые исследования (например, в диссертации М.Попович [34], ученицы

Б. А. Розенфельда). Кроме того, здесь может найти конкретное приложение теория ав-

тополярной нормализации А.П.Нордена, о чем будет сказано ниже.

Вопросами линейчатой геометрии трехмерных неевклидовых пространств П .А .Ши-

роков занимался в основном в связи с изучением свойств параллельного переноса век-

тора и "квазипоступательного" движения твердого тела вдоль кривой у, а также в

связи с изучением свойств кривых в этих пространствах [35]. Так, было показано, что

линейчатая поверхность параллельного переноса, образованная прямыми, проходя-

щими через точки кривой у в направлении параллельно переносимого вектора, явля-

ется развертывающейся, т.е. семейством касательных к некоторой кривой у; при этом

точка х образующей, принадлежащая кривой 7, и точка ж"прикосновения этой образу-

ющей к кривой у полярно сопряжены относительно абсолюта (это можно объяснить и

с позиций метода нормализации А.П.Нордена, где точке х неевклидова пространства

ставится в соответствие ее полярная плоскость в качестве нормали второго рода).

Если вдоль кривой у параллельно переносятся векторы двумерного подпростран-

ства и с этим подпространством неизменно связано твердое тело, то говорят о ква-

зипоступательном движении твердого тела вдоль у. Показано, что такое движение

описывается качением без скольжения поляры точки х, пробегающей кривую у, по

полярной поверхности этой кривой.

В эллиптическом пространстве 5з были установлены общие свойства линейчатых

поверхностей, выделены частные типы таких поверхностей и связанных с ними кри-

вых [36].
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Для трехмерных пространств постоянной кривизны указаны формулы преобразо-

вания винтовых интегралов [37]. К этим результатам П.А.Широков пришел, изучая

понятие векторной площади в пространствах 5з и Лз [38]. Так как изложены эти воп-

росы в цитированных работах довольно сжато и преимущественно для пространства

5з, то представляется целесообразным воспроизвести их специально для простран-

ства Лз-

Пространство Лз моделируется на гиперсфере г 5з четырехмерного псевдоевкли-

дова пространства г Ец, задаваемой уравнением

(1) T>2 = k2,

где в ортогональной системе координат с координатным ортоператором {~ё*а}

Г 2 = Ьархахр = (х0)2 - (х1)2 - (х2)2 - (х3)2.

Если it и I/* - радиусы-векторы двух точек на lSz, то расстояние 8 между этими
о о

точками в Лз вычисляется из формулы

Координаты радиуса-вектора Т* можно рассматривать также как однородные коор-

динаты точки в проективном пространстве Рз с абсолютом "г*2 = 0, а условие (1)

истолковать как нормировку этих однородных координат. Для полноты картины сле-

дует привлекать к рассмотрению также идеальную область пространства Лз, моде-

лирующуюся на гиперсфере Т*2 = —к2.

Наряду с метрическим тензором пространства г Е$, имеющим в орторепере {~~ё*а }
о о

координаты Qaf3, будет рассматриваться его дискрименантный 4-вектор Ea^ys, име-
0

юший в орторепере существенную координату Е\23 4 — 1-

Пара " ? , "у* радиусов-векторов двух точек пространстваг Е* позволяет построить

простой бивектор 9Я = "ж* Л ~у* с координатами

Если it и ~у* истолковываются как точки проективного пространства Рз > то бивектор

ЯЯ определяет инцидентную им прямую.

Для двух (не обязательно простых) бивекторов Ш и 9Т определяется их плкжкерово

произведение

(2) <ЯЛ 1 «П)=^ <

= т01п23 + m 0 2 n 3 1 + т03пи + т23п01 + г А 0 2 + т12п03
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и скалярное произведение

2

*
Вводится операция поляризации бивектора 971 —> 971, где

Имеем:

(ял, эт) = -
Операция поляризации обладает свойством

971= -Ж.

Поэтому в шестимерном пространстве бивекторов операция поляризации задает ин-

волюцию эллиптического типа, позволяющую наделить это пространство комплекс-

ной структурой. Так как в используемом орторепере

(5) ' moi'=-m>*, mli = m o f c ,

/ 1 2 3 V •• ' „
где . , - четнал перестановка, то бивектору vn естественно поставить в соот-

ветствие вектор М трехмерного комплексного векторного пространства СЖз с коор-

динатами • •

М 1 = т 0 1 +гт23,, . ! .. •''

(6) М2=т02+гт31, , и

М3 = т 0 3 + im12

(здесь г - мнимая единица). Комплексные числа Mk естественно считать координата-

ми вектора М в орторепере, так как согласно (2) и (3) при таком соглашении

(7) MiV =97Ш-Н(971,<П).

В частности, для простого бивектора

(8) М2 =
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что после надлежащей нормировки ЯП приводит к отмечавшемуся выше принципу пе-

ренесения Котельникова-Штуди.

Поляризация бивектора 9Я сводится к умножению вектора М на г.

Так как операция поляризации бивектора перестановочна с вращениями простран-

ства 1£Т4, т-е- с движениями пространства Лз, то движения Лз представляются вра-

щениями пространства СМз-

Известно, что бивекторы псевдоевклидова векторного пространства можно отож-

дествить с элементами алгебры Ли группы вращений этого пространства: инфините-

зимальное вращение

ха =ха-\-ta%xa,

где t - малый параметр, обладает свойством

о о

Gaad'p + G/ЗсгЯа = О

и однозначно определяется бивектором

Поэтому бивекторы пространства 1 Е\ залают инфинитезимальные (в общем случае

винтовые) движения пространства Лз и называются винтами.

Если аар и Ьар - два бивектора пространства 1 Е^, то лиевское произведение двух

соответствующих элементов алгебры Ли опредеяяется по правилу

т.е. соответствует бивектору it с ковариантными координатами

или, после поднятия индексов с помощью метрического тензора, с контравариантными

координатами

(9) ' с"? = -ао"гЬ<,тЪРт+Ъаад<гта(>т.

Алгебру Ли группы вращений пространства СМз можно отождествить с самим

этим пространством, снабженным операцией векторного произведения в качестве про-

изведения Ли; поэтому формула (9), ставящая в соответствие винтам Ql(аа/3) и5В(6а^)

винт (£(са/3), должна сопоставлять комплексным векторам А и В , представляющим

винты 21 и 03, вектор С, пропорциональный векторному произведению [А , В]. И
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действительно, подвергая бивектор € поляризации, получим бивектор СС(са/3) с коор-

динатами

(цикл. 1,2,3)

с 2 3 =

. - с 2 3

= с 0 1

которому согласно (6)

=
а 0 2

б 0 2

а 0 2

б 0 2

а 0 3

а 1 2

б 1 2

отвечает вектор

а 3 1

б 3 1

а 3 1

б 3 1

а 1 2

б 1 2

а 0 3

б 0 3

Итак, Еекторное произведение комплексных векторов А и В , отвечающих винтам

21 и 05, соответствует винту С, где винт С строится по правилу (9).

Винт <£ называется винтовым произведением винтов 21 и 05:

€ = [21, В].

Простые бивекторы определяют винты частного вида, которым согласно (8) отве-

чают в СМз векторы с вещественными скалярными квадратами. Эти винты представ-

ляют инфинитезимальные сдвиги пространства Лз вдоль собственных, идеальных и

изотропных прямых (т.е. вращения вокруг соответствующих поляр указанных пря-

мых) . Инфинитезимальные сдвиги позволяют ввести понятие скользящих векторов

пространства Лз, теория которых была разработана А.П.Котельниковым. Это поня-

тие находится в связи с понятием касательных векторов пространства Лз как специ-

ального риманова многообразия.

Действительно, отнесем гиперсферу 1Бз (1) к локальным внутренним координатам

и1 (г, j , к,... — 1, 2, 3), обозначая через Т* радиус-вектор ее точки:

Т* = Т
о о

Тогда на 1S3 возникает метрический тензор

(10) ij = - г i r j ,
о о

определяющий геометрию пространства Лз, и деривационные уравнения этой гипер-
сферы принимают вид

( И )

где V - риманова связность, отвечающая метрическому тензору (10).
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Касательному вектору vl в точке М(~г*) пространства Лз отвечает его изображе-
. • о

ние-"п* в г Е^ - касательный вектор к гиперсфере г Ss '• ,

V - V Г {.
о о

Векторы " г ' и " ? позволяют построить простой бивектор 03 пространства а Е\ с
о о

координатами . ••

V - к(Х Хр х XT)V ,

где ж^ = - ^ . Согласно (1), (3) и (10)

Бивектор (12) не меняется при выборе другой точки М(~г*) на прямой простран-
о

ства Лз, моделируемой сечением гиперсферы ^ з двумерной плоскостью, определяв

мой этим бивектором: надо лишь потребовать, чтобы вектор vl в новой точке М полу-

чался из первоначального параллельным переносом вдоль рассматриваемой прямой

во внутренней геометрии пространства Лз- Таким образом, бивектор (12) определяет

скользящий вектор пространства Лз.

Если в точке М(Т*) заданы два касательных вектора v*, w%, для которых построе-
о

ны соответствующие про - гые бивекторы 2J и 2U с координатами v"*3 и wa^, имеющи-

ми вид (12), и walS = \{хахР - xt3x^)wv, то согласно (3), (1) и (10){

(13)

т.е. скалярное произведение простых бивекторов Ш и W равно скалярному про-

изведению исходных касательных векторов.

Вщтовое произведение Я = [ШШЗ] указанных простых бивекторов согласно (9) по-

лучается в результате Поляризации бивектора с координатами

(~\Л\ &@ — ( & @ _|_ 0 с*\ Р .Q

Следовательно, это винтовое произведение является бивектором Я — 21 с координата-
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Из (14) следует, что бивектор It — 21 должен быть построен на векторах У и 1 Г =
о о

~r*iu% у где и1 - касательный вектор внутренней геометрии, ортогональный векторам
о

(16)
о о ' о o

Но, взяв в точке М(~г*) произвольный касательный вектор гг, построив соответству-
о

ющий простой бивектор 3 с координатами

и подсчитав скалярное произведение ИЗ, получим

где

fcoooo

- дискриминантный 3-вектор пространства Лз. Так как согласно (13) ИЗ = <7;

то ясно, что вектор и' является векторным произведением векторов v% и w' в прос-

транстве Лз:

(18) •«<=£!м«Рад9.

Итак, если в точке М(~г*) построены простые бивекторы Ю и №, отвечающие
о

касательным векторам v% и гиг, то их винтовое произведение [2J2U] является

простым бивектором, отвечающим векторному произведению иг = е* qv
pw4.

Таким образом, аппарат скользящих векторов и общих винтов пространства Лз

включает алгебру касательных векторов этого пространства в фиксированной точке.

Большим преимуществом такого аппарата является то, что в его рамках появляется

возможность построения линейных комбинаций произвольных скользящих векторов

как линейных комбинаций соответствующих простых бивекторов. В результате воз-

никают, как правило, уже не простые бивекторы, определяющие винты пространства

Лз. Переход от суммирования винтов к интегрированию приводит к понятию винто-

вых интегралов.

В заключение следует отметить, что в силу произвольности векторов vl и w* из

формул (15), (16) и (18) вытекает равенство

1 ° ° а ° \ л 1 " а
• -G°"TC"T F, •. .. (тхт1м — T/V-M _ _(„ач.Р _ rPT

a\<rs( s
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откуда

а а 1 ° ° я ° л л
/пл\ а р р (х г>схаг>рт гр /~л ii ti л\ s
V^UJ x v а ~ V Q — 7ГГУ У FJOT~\IJ,\'L & — <L X J t _ .

o ^ о 4 о 1 о 4 ZrC оо о о ' ч

Прежде чем рассмотреть винтовые интегралы, следует заметить, что в простран-

стве г /?4 целесообразно ввести бивекторный элемент площади, истолковываюшийся

как бивекторная 2-форма

(21) <Ю = - ^ d T ' A d T * ,

имеюшал в исходной декартовой ортогональной системе координат бивекторные ко-

ординаты

(22) dQaf} = -dxaAdx13.

Кроме того, в х Еа, естественно возникает векторный элемент объема d23, являю-

щийся векторной 3-формой с координатами

(^VS Л*УТа — —С,0"7 V, т rlv^ Л Ит^ Л Avv

Из (23) вытекает равенство

(24) dxa A dx& A dx1 = Eaa^dma.

Если рассматривается гладкая двумерная поверхность на гиперсфере 1 5 з , то на-

ряду с бивекторным элементом площади rfO = — \ d~r* A d~r* для этой поверхности
" О О

можно определить векторный элемент площади в Лз как векторно-внешнее произве-

дение [d~r* А с?Т*] в геометрии пространства Лз. Если и1 (г — 1, 2, 3) - локальные
о о

координаты на Х5з, то d~r* = "r̂ .-rfu*, и указанный векторный элемент площади опре-
о о

деляется как векторная 2-форма в Лз с координатами

Этой векторной 2-форме отвечает по правилу (12) бивекторная 2-форма на 1 5 з с ко-

ординатами
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Поскольку для двумерной поверхности на г 5з был введен также бивекторный эле-

мент площади с координатами

dOa0 = -dxa Л dx0 = -hx"x$ - x0xa

Q) dup Л duq,
О О ^ 0 0 00

то из (19) и (25) следует

(26) d6a0 {= dO010,

где значок (о) над знаком равенства напоминает, что рассмотрения ведутся для по-

верхности на гиперсфере г 5з •

Аналогично, для самой гиперсферы 1 5з можно определить как векторный элемент

объема G?QJ по правилу (23), так и скалярный элемент объема dr в Лз:

(27) dT=UPqrdup Aduq Adur.

Учитыв ая (2 2), имеем

jSja = ^Q^Ecx^xlx^xl duP Л du* Л dur,
Z о о ч о

т. е. сГОа = хж а , и свертывание с ха дает при учете (17) хк2 — к dr, т. е.
о о

(28) сШ (= | Г dr.
к о

Наконец, для сокращения записи формул целесообразно в пространстве 1i?4, отне-

сенном к декартовой ортогональной системе координат ха с координатным орторепе-

ром {~ё*а}, использовать векторный дифференциальный оператор

(29) S^-tJ0"^.

Обозначая, как и выше, для двух векторов U* = va ~е*а, lit — wa ~ё*а через "U* Л 1Й

простой бивектор с координатами

можно с помощью оператора (29) построить для векторного поля ~Т? в 1 Е± бивектор-

ное поле D Л U* с координатами

(зо) 0м?уч> ^"^--Ь"—.
дхсг ох"
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• „ Истолковывая внутреннее произведение Qij'v* бивектора 21(аа^) и вектора ~l?(va)

как вектор с координатами , .

(31) {Kj!?)a = aa°va,

целесообразно с помощью оператора (29) определить для бивекторного поля ЩааР)

в 1 Е$ как новый векторный дифференциальный оператор 2tj D = ~ё*айа(7т;—> так и
дх"

векторное поле

(32) ~D^% = daa
a°-ta.

Целесообразно также использовать символ dO J D для бивекторного элемента пло-

щади dO, где согласно (22) .

dDj~D - -dxa Л d a

дх"'

Переходя к винтовым интегралам в пространстве 1Е\, с'ледует начать со "скаляр-

ной" формулы Стокса

(33) Ф v?dT = И (D Mv)dD,

где S -двумерная поверхность, ограниченная контуром 7, ^-векторное поле, аспра-

ва под знаком интеграла стоит скалярное произведение бивекторов D A Ut и dO. Эта

формула, конкретизирующая известную общую формулу § ш = ffs du, выводится

непосредственно с учетом (3), (22) и (30).

Аналогично получается формула, использующая винты:

i Л w .Л d'T = - / /
y J Js

При Hf = T* эта формула принимает вид , .

I У. Л dT* ~ -2 ff

В частности, если контур у и поверхность S принадлежат гиперсфере Ч^з, то в силу.)
(26) возникает формула

• • • • ' • '• • J ^ '

'Л

где $ = JJS dB - "винт векторной площади" контура у.
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Обращаясь к замкнутой поверхности S, ограничивающей область Г2 на трехмерной

гиперповерхности, отметим формулу

II <pdO = Iff (dW*AlD<p),

где <р - скалярное поле в х #4.Эта формула эквивалентна следующей:

(34) II <pdb = - III <Ш Л ~D <р,

которая проверяется непосредственно.

Наконец, положив в (9) аа0 - do"? ~ -dxa Л dx?, ba0 = п а / 3 , где па$ - коорди-

наты произвольного винта, получим

са/3 = dxa Л dxagt7T n^ - па°Ьат dx? Л dxT.

Согласно (4) винтовое произведение [dO, Щ имеет координаты

са0 = д^д^ЕггХрЬмцп"" dxx Л dar".

Поэтому с учетом (23) получается интегральная формула для поля винта 91:

II [do,na0 = III g^g^g^hrx

^ Ь
= JJJ Ьа°Ь&т

= jjj Ь
= - III {Qavdvn

0P - b0vdvn
aP) dWp

- Ill {dpn
ap d<n0 - дрп15" dw),

которую с использованием обозначений (31) и (29) можно записать в виде

(35) II [dO, 01] = III dM Л (К«П) - III ~б Л (91)j йШ,

где скобки в выражении (OT)j d%} означают, что при вычислении воздействия опера-
тора D на векторное поле OijdQJ учитывается лишь зависимость этого вектора от
бивектора 91.
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Формулы типа (33), (34) и (35) выведены для скалярных, векторных и бивекторных

полей, заданных в некоторой области пространства г Ец, а не только на гиперсфере
1 5 з . Для их приложения к пространству Лз можно надлежащим образом продол-

жить соответствующие поля с гиперсферы 1 5з в ее окрестность, применить формулы

к продолженным полям и затем ограничить результат на гS^ • Однако в ряде случаев

можно обойтись и без продолжения в пространство 1 Е$, преобразуя интегралы непо-

средственно на 1S>3. Это совершенно естественно для формулы Стокса (33):

ж "п? d~r* = Ф иц du1 = I dpWq duv A du4

= / / dpwqe
pqs das = If Vrwqe

vqs das

= И (rotuf) sdas.

Левая часть формулы (31) с учетом (25), (26), (27) преобразуется на 1 5з так:

a/3 = \ I I <р{хах% -x0xa

s) das

k J J s 0 0 0 0

Ik JJs °o 00

= ^ ИI drip(xaxj - ^ i f )efpep(j ^ f ) p e Л duq A dur

I I I Я ( a $ / " ! siffqT AT

= 1 [l[(xax>e

s~xex«)gsrdrVdT.
к JJJQ ° ° о о

Здесь члены, содержащие производные от ха, ж" ер„Г) обратятся в нуль благодаря
0 0 '

(11), (20) и равенству VkSvqT = 0.

Наконец, поляризуя левую часть формулы (35) и считая, что % - простой бивектор

с координатами п а ^ = \(хах^ - x^x")vp , где vl -векторное поле на 1 5 з , имеем:
о о у о о t
о о у о о t

,duq

du'
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= _1 fff (Х<*ХР - x^x"Wrvv duv Л duq Л dur

k2JJJQ

[° °q о °q> V

+ Yi JJJ (fxj - 4fq)vv dup Л du" A dur

1 f f f „ a

k2 JJJn ° °q о °q P

Используя (20), получаем для указанного простого бивектора 91, определяемого век-

торным полем vl в Лз, формулу

ТЧ III baaGPTE«T^{xXx>i - x»xx

s)vs dr,

или, в сокращенной записи, следующее соотношение между винтовыми интеграла-

ми:

~r* A rot ~v* dr
n °

Подобные формулы указаны в статье [37] и, как представляется, могут оказаться по-

лезными во многих вопросах геометрии и механики неевклидовых пространств, а так-

же в области физических приложений. Они допускают многомерные обобщения, а

также обобщения иного сорта (например, когда вместо винтов используются элемен-

ты произвольной алгебры Ли).

§3. Другие геометрические работы П.А.Широкова;
геометрия в трудах Н.Г.Чеботарева

Для ряда работ П.А.Широкова по римановой геометрии характерна тенденция ис-

следовать классы пространств, обладающих свойствами, аналогичными тем или иным

свойствам пространств постоянной кривизны. Вводятся также пространства, в силу

определенных причин резко отличающиеся от пространств постоянной кривизны.

В статье [39], опубликованной в 1925 г., получен ряд основополагающих результа-

тов. Во-первых, выделен класс римановых пространств, допускающих ковариантно
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постоянные симметрические тензоры, второй валентности, отличных от метрическо-

го (ламеллярные или приводимые пространства). Эти пространства нашли много-

численные приложения как в работах самого П.А.Широкова [40], [41], [42], так и в

последующих исследованиях других авторов, в частности при рассмотрении аффин-

ных и проективных преобразований псевдоримановых пространств [43], причем пер-

вый шаг в этом направлении тоже был сделан П.А.Широковым в статье о геодезичес-

ком отображении поверхностей с неопределенным мероопределением [44]. Во-вторых,

в статье [39] выделен класс римановых Л-пространств четного числа измерений с ко-

вариантно постоянным антисимметрическим тензором, по существу совпадающий с

классом келеровых пространств, введенных Э.Келерюм в 1933 г. и нашедших важней-

шие приложения во многих областях математики. В-третьих, там поставлена проб-

лема определения римановых пространств с ковариантно постоянным тензором кри-

визны. Этот класс пространств получил в дальнейшем название класса симметричес-

ких пространств и стал тоже одним из важнейших объектов современной математи-

ки. Свойства симметрических пространств были вскоре особенно глубоко изучены

Э.Картаном в связи с проблемами теории групп Ли (см. [45]). П.А.Широков вни-

мательно следил за исследованиями Э.Картана и тоже включился в активную раз-

работку теории симметрических пространств. Им были определены симметричес-

кие конформно-евклидовы пространства [46], симметрические римановы простран-

ства первого класса [47], проективно-евклидовы симметрические пространства аф-

финной связности [48] и симметрические Л-пространства [49], в которых детально

изучено поведение геодезических линий и введено понятие "угла наклона" двумерной

площадки, получившее в последние годы дальнейшее развитие в работах Б.А.Розен-

фельда и его учеников ([50], [51]).

Необходимо также отметить большую учебную и методическую работу, проделан-

ную П.А.Широковым: его книгу "Тензорный анализ" [52],-переводы работ Э.Кар-

тана [18], [53], [54], проводившийся им семинар по теории дифференциальных инвари-

антов и прочитанный цикл лекций по теории аффинной дифференциальной геометрии,

положенный в основу книги [55]; неоднократно переиздававшееся популярное изложе-

ние основ геометрии Лобачевского [56].

Находившийся в большой дружбе с П.А.Широковым Николай Григорьевич Чебо-

тарев (1894-1947) (см. [57]) был не только крупнейшим алгебраистом, но и математи-

ком широкого профиля, имевшим работы и в области геометрии. Не говоря уже о до-

стижениях в теории групп и алгебр Ли, принадлежащих ему и его ученикам (И. Л .Адо,

В.В.Морозов) и нашедших многочисленные примененияв геометрии однородных про-

странств и в теории групп движений обобщенных пространств, следует отметить, что

им было введено понятие обобщенных поверхностей переноса, оказавших существен-

ное влияние на творчество харьковского геометраЯ.П.Бланка, ученика Д.М.Синцова

(см. [58]). Как уже говорилось, Н.Г.Чеботарев принял деятельное участие в издании

трудов Лобачевского, а в 1943 г., когда в Казани отмечалась дата 150-летия со дня

рождения Лобачевского, опубликовал статью [59], посвященную неевклидовой гео-

метрии и ее приложениям.
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§4. Деятельность А.П.Нордена и его учеников

После смерти П.А.Широкова в Казань в 1945 г. для заведования кафедрой геомет-

рии был приглашен один из талантливейших московских геометров, ученик В.Ф.Ка-

гана и С.П.Финикова, Александр Петрович Норден. Он развернул активную науч-

ную и педагогическую деятельность, возглавил общегородской геометрический се-

минар. Ученики П.А.Широкова Иван Петрович Егоров (1915-1990), Вениамин Гри-

горьевич Копп, Борис Лукич Лаптев (1905-1989), Алексей Зиновьевич Петров (1910-

1972), Петр Иванович Петров (1916-1974) в то время работали над темами своих

кандидатских и докторских диссертаций (И.П.Егоров находился вне Казани). В Ка-

занском университете А.П.Норден продолжал развивать свой метод нормализации в

проективно-дифференниальной геометрии и работал над монографией, посвященной

этому методу. Монография вышла в 1950 г. и была затем переработана и переизда-

на [60]. Метод нормализации позволяет осуществить новый подход к неевклидовым ге-

ометриям, так как полярное соответствие, определяемое невырожденной гиперквад-

рикой Q в проективном пространстве Рп, осуществляет ту самую нормализацию про-

странства РП1 которая порождает неевклидову геометрию, строящуюся в Рп по ме-

тоду Кели-Клейна с помощью абсолюта Q. Различные выражения гиперквадрики Q

приводят к симметрическим (в смысле Картана) проективно-евклидовым связностям,

которые были найдены П.А.Широковым в работе [48].

Точечное соответствие в плоскости комплексного переменного, будучи перенесено

с помощью стереографической проекции на сферу 5г, позволяет осуществить автопо-

лярную нормализацию этой сферы и получить связность Вейля, порождаемую дан-

ным точечным соответствием. Одновременно в гиперболическом пространстве # з ,

определяемом сферой йг как абсолютом, возникает пара полярно сопряженных пря-

молинейных конгруэнции, и появляется та ситуация, которую рассматривал Г.Бек в

работе [32]. В монографии [60] А.П.Норденом построена общая теория автополярной

нормализации гиперквадрики в Рп.

Особое внимание А.П.Нордена привлекла нормализация поверхностей биаксиаль-

ного пространства эллиптического типа, осуществляемая с помощью прямых абсо-

лютной линейной конгруэнции. В общем случае эта нормализация приводит к возник-

новению квазиевклидовой связности на нормализованной поверхности, причем выде-

ляется класс поверхностей нулевой кривизны, на которых возникает евклидова связ-

ность . А. П .Норден развил оригинальную геометрию биаксиального пространства [61],

построил теорию биаффинного пространства В\, несобственная гиперплоскость ко-

торого является биаксиальным пространством ([62],[63]), рассмотрел многомерные

обобщения [64] и привлек к изучению этих вопросов ряд своих учеников. Таким обра-

зом, А. П. Норденом в те годы была правильно уловлена тенденция изучать многообра-

зия с почти комплексными и родственными им структурами (см. [65]). В статьях [66],

[67] им и В.В.Вишневским даны приложения результатов работы [64] к теории диффе-

ренциальных инвариантов четырехмерного риманова пространства, использованные

А.З.Петровым в его монографиях [110], [111].

3 УМН, т. 48 , вып. 2
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В статье [68] А.П.Норденом обнаружены сопутствующие структуры в линейчатой

геометрии и показано, что в одной из этих структур многообразие прямых трехмерно-

го евклидова (или неевклидова) пространства является четырехмерным Л-простран-

ством П.А.Широкова. Эти рассмотрения были обобщены в статье [69] ча многомер-

ный случай.

Начинал с 1963 г. А.П.Норден большое внимание уделял теории композиций. Ос-

новные положения построенной теории были им подытожены в статье [70]. Его под-

ходы к изучению комплексных многообразий в связи с теорией композиций и прило-

жений метода нормализации были использованы и развиты Э.Г.Нейфельдом в ряде

интересных работ (см. [71]—[75]).

Другое развитие указанные рассмотрения А .П .Нордена получили в геометрии про-

странств над алгебрами, разрабатывавшейся рядом его учеников, о чем имеются дан-

ные в обзорной статье [76].

Из казанских учеников А.П.Нордена, защитивших докторские диссертации и уже

ушедших из жизни, отметим Валентина Ивановича Шуликовского (1922-1973) и Ва-

силия Ивановича Ведерникова (1919-1991). Оба участники Отечественной войны,

они сумели достойно проявить себя в науке. В.И.Шуликовскийполучил новые резуль-

таты в теории сетей и опубликовал оригинальную монографию [77], а В. И. Ведерников

обобщил метод нормализации А.П.Нордена (в частности, его теорию сопряженных

связностей) на случай расслоенных пространств и (совместно с А.С.Феденко и рядом

своих учеников) развил обширную теорию обобщенных симметрических и родствен-

ных им однородных пространств ([78], [79], [80]).

В настоящее время ученик А.П.Нордена Вадим Васильевич Шурыгин завершает

работу над темой своей докторской диссертации, посвященной применениям локаль-

ных алгебр в теории расслоений струй отображений. Некоторые из аспектов этой

темы отражены в статье [81] и з статье, представленной в данном номере УМН.

Учебно-методическая деятельность А.П.Нордена тоже была плодотворной: хоро-

шо известен его учебник по дифференциальной геометрии, книга "Теория поверхнос-

тей" , написанное вместе с Г.В.Бушмановой учебное пособие "Элементы конформной

геометрии".

Очень большая работа была им проделана в области популяризации трудов Лоба-

чевского и анализа его творческой деятельности. Это оригинальное изложение основ

неевклидовой геометрии [82], сравнительный анализ творчества Гаусса и Лобачев-

ского ([83], [84], [85]), вопросы обоснования геометрии в работах Лобачевского [86],

анализ рукописи Лобачевского "Начальные основания логики" [87].

При подготовке к юбилейным датам, связанным с Лобачевским и неевклидовой ге-

ометрией, проведении соответствующих конференций были подготовлены и изданы

книги [88], [89], [90]. (Сборник [89] значительно расширяет и дополняет аналогичный

сборник, изданный в 1893 г. к столетнему юбилею Н.И.Лобачевского.) Эту работу

А.П.Норден проводил в тесном содружестве с Б.Л.Лаптевым. О его выдающейся де-

ятельности следует сказать особо (см. [91], [92]).
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§5. Деятельнрсть Б.Л.Лаптева, А.З.Петрова и
других воспитанников Казанского университета

Начав с геометрии финслёровых пространств и построив аппарат дифференциро-

вания Ли в этих пространствах [93], Б.Л.Лаптев затем значительно расширил сферу

своих исследований и ввел общее понятие пространства опорных элементов. Для это-

го пространства он развил теорию дифференцирования Ли [94], а для пространства

тензорных опорных элементов-разработал теорию ковариантного дифференцирова-

ния, автоморфизмов:, аффинных нормальных тензоров и дифференциальных инвариан-

тов..[95]. К указанным вопросам Б.Л:Лаптев привлек внимание ряда своих учеников,

один из которых, Борис Никитович Шапуков, недавно защитил докторскую диссер-

тацию "Структура векторных расслоений и проблемы редукции"; по ее материалу

подготовлена статья [96], ,•,.,.,.... г . . : ...-.

Наряду со специальными геометрическими исследованиями Б.Л.Лаптев вел сис-

тематическую работу над наследием Н.И.Лобачевского. Начиная со своего доклада

в,1943 г. о биографии Лобачевского [97], [98], он до последних дней своей жизни не

прекращал активнейшей деятельности в этой области. Здесь необходимо вспомнить

отмечавшееся выше комментирование работы Лобачевского "Применение вообража-

емой геометрии . . . " в третьем томе сочинений [22] с детальным проведением всех

расчетов, относящихся к вычислению объемов тел, комментарии к избранным тру-

дам Лобачевского [99], а также подготовку и редактирование книги [25]. Наряду с

>тим нужно отметить анализ ранних работ Лобачевского [100] ,[101], прочитанных им

книг и журналов [102], [103], его взглядов на математический метод исследования при-

роды [104]. Б.Л.Лаптевым опубликован ряд статей и брошюр о Лобачевском и его

геометрии (см., например, [105], [106]); написана книга о жизни и творчестве Лоба-

чевского [107]. - ' • • : . • ! .

Отметим кратко результаты деятельности других выпускников Казанского уни-

верситета (учеников П.А.Широкова). : »

А.З.Петров был избран в 1969 г. академиком АН УССР и в 1972 г. награжден за

свои труды Ленинской Премией. Его биография и список.работ содержатся в статьях

[112], [113]. Кандидатская диссертация А.З.Петрова, по материалу которой написана

статья [108], обобщала на многомерный случай методику, использованную

П.А.Широковымв работе [44], и пряностью решала вопрос о геодезическом отображе-

нии трехмерных римановых пространств неопределенной метрики. В 1957 г, он защи-

тил докторскую диссертацию, в которой установил своде получившие всемирную из-

вестность три типа четырехмерных пространств Эйнштейна и разработал инвариант-

но-групповые методы изучения полей тяготения. К выделению трех типов пространств

Эйнштейна, а затем и трех типов общих полей тяготения он пришел в итоге многолет-

них размышлений (см., например, статью [109]); геометрическая основа выделения

этих трех типов очень прозрачно обрисована А.П.Норденом в статье [67]. Подобрав

коллектив увлеченной наукой молодежи, А.З.Петров в 1960 г. основал кафедру тео-

рии относительности и гравитации, при которой систематически и плодотворно ра-

3*
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ботал научный семинар. Вскоре появились известные монографии [110], [111], переве-

денные на ряд иностранных языков.

С 1975 г. кафедрой теории относительности и гравитации заведует ученик А .3. Пет-

рова, профессор Владимир Романович Кайгородов.

Недавно сотрудница этой кафедры Ася Васильевна Аминова защитила докторскую

диссертацию "Инвариантно-групповые методы в теории проективных отображений

пространственно-временных многообразий".

П.И.Петров, участник организованного П.А.Широковым аспирантского семина-

ра по теории дифференциальных инвариантов обобщенных пространств, избрал те-

мой своих исследований дифференциальные инварианты римановых и аффинносвяз-

ных пространств. В своей кандидатской диссертации (1946 г.) он дополнил результа-

ты Ф.М.Суворова, указав наипростейший базис полной системы метрическо-скаляр-

ных дифференциальных инвариантов третьего порядка трехмерного риманова прос-

транства [114]. Его докторская диссертация "Дифференциальные квадратичные фор-

мы, их инварианты и классификация" (представлена в 1965 г.) была посвящена рима-

новым пространствам высших размерностей, в Основном четырехмерным [115].

И.П.Егоров, начавший заниматься движениями в пространствах аффинной связ-

ности, плодотворно развивал эту тематику на протяжении всей своей жизни. Он за-

щитил докторскую диссертацию (1956 г.) и основал известную Пензенскую школу

геометров, изучающих автоморфизмы обобщенных пространств. Его работы полу-

чили мировое признание и были весьма близки Б.Л.Лаптеву, ученики которого не-

редко использовали их в своих исследованиях. Б.Л.Лаптевым совместно с учени-

ками И.П.Егорова опубликована статья [116] о достижениях Пензенской геометри-

ческой школы. Самому И.П.Егорову принадлежит ряд проблемных статей и обзо-

ров по теории автоморфизмов обобщенных пространств, опубликованных в изданиях

ВИНИТИ.

В.Г.Копп со студенческих лет заинтересовался теорией винтов псевдоевклидова

пространства - темой, ждавшей своих исследователей со времен А. П. Котельников а.

Он получил полную классификацию винтов и их пучков в трехмерном псевдоевкли-

довом пространстве [117] и произвел аналогичные рассмотрения для четырехмерного

пространства Лоренца [118], а также'для псевдоевклидовых пространств других раз-

мерностей и сигнатур, отмечая геометрические и скалярные инварианты подгрупп

движений.

Из сказанного видно, что казанские геометры на протяжении жизни нескольких по-

колений внесли определенный вклад в дело сохранения и развития наследия Н.И.Ло-

бачевского. Можно надеяться, что предстоящая конференция, посвященная 200-летию

со дня рождения великого геометра, раскроет перед ними новые горизонты и будет

способствовать дальнейшему развитию геометрии в Казанском университете.
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А В Т О К О М П О З И Ц И Я Г И П Е Р К В А Д Р И К И И Н О Р М А Л И З А Ц И Я 
Н Е Й Ф Е Л Ь Д А М Н О Г О О Б Р А З И Я П Р Я М Ы Х 

§ 1. Связность Э . Г. Нейфельда 

В пространстве Р л + 1 с абсолютом Qn рассматривается 2/г-мерное мно
жество прямых. Пусть прямая определяется точками Ха, а = 1,2, а ее по
л я р а — ^ , а = 1, 2 , . . . , я —. 1. Условие полярно сопряженности 

ХаХа = 0. (1.1) 

Если выбрана некоторая система криволинейных координат х', I = 1, 2 , . . . , 2п, 
то 

dtХа = Г / я Х ь + biа

аХа, dtXa = Г/£Х в + ЬыХс. 

Вводя объекты Tib

a и Т,1 в качестве коэффициентов связности, имеем 

VlXa=btlXa, VlXa = bt

e

aXe. (1.2) 

Э . Г. Нейфельд определяет связность на базе с объектом Г г * условиями 

V,- Ь,\ = dtbjt- ТД bj% + Г,? bft - Т?} bl = 0. (1.3) 
В случае полярного соответствия одновременно имеет место условие 

Vtbjl = 0. (1.3') 

Вводя обозначения 1 

XaXb = Gab, XaX^Ga?, (1.4) 

будем использовать эти тензоры для перебрасывания индексов. 
Дифференцируя соотношения (1.4), а также уравнения (1.1), получим 

ViGab = 0, V«C> = 0, biaa+blaa = Q. Отсюда следует симметрия тензора [1]: 

gij~ bub]". Вследствие условий (1.3) и (1.3'), имеем V*g;/ = 0. Таким образом, 
связность, введенная Э . Г. Нейфельдом, риманова. Более подробная характе
ристика этой связности будет дана в данной работе. 

§ 2 . Основные уравнения теории автокомпозиции 

Всякая прямая пересекает абсолют Qn в двух точках Y и Z. Введем 

адаптированную систему координат: х' (г = 1, 2 , . . . , п), х' ( Г = 1, 2 , . . . , п) так, 

чтобы F = Y(xl), Z = Z{xT). 
Рассмотрим представление 

Xa~saY+taZ. (2.1) 
Вводя обозначение YZ = е , получим 

Oab^(satb + sbta)e\ (2.2) 

Отсюда следует, что Gab Qab — 2sa ta e\ или 

sata = e-\ (2.3) 
Точки Y и Z определяют точку пространства автокомпозиции квадрики Q „ 
[2], [3], основные уравнения которой имеют вид 

К 2 = 0, (A) Z 2 = 0, (А) 

Yi^Vi + hY, (В) ZT = WT + QTZ, (В) 
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VjVi=^jVt + btjZ, (С) v 7 W L = fl_W;+*r_F, (С) 
J I J I I J 

V 7 V ( = - e ( 7 K „ ( D ) ^ w . = - e r / z , ( D ) ( 2 < 4 ) 

V / Z = 0, ( E ) v 7 r = 0, ( Ё ) 

8t_ = e - e ( K , l F 7 ) . ( F ) 

В этих уравнениях присутствуют два тензора — метрический тензор автоком-

(2.5) 

вид 
0 9 _ 

и 
8_ 0 
а 

0 

и второй тензор с матрицей 

( ь и \ о \ 

Первый из этих тензоров ковариантно-постоянен, так что 

по отношению к связности пространства автокомпозиции. 

§ 3. Совпадение связностей Нейфельда и автокомпозиции 

Дифференцируя уравнение (2.1) в связности Нейфельда и учитывая (1.2) 
и (2.4), получим 

btlXa = V/ sa Y + Vita Z + sa (Vt + BY). 
Отсюда следует 

btaXa=SaVt, (3.1) 
4tsa + 6tsa = 0, v(- 4 = 0. 

Дифференцируя (3.1) по / с учетом (1.3) и (2.4), получим 

bbbilXc = VfSaVt + sa4jVt = 4jSaVt + saVjVt + saTJtVk, 

где Т$ — координаты тензора аффинной деформации перехода от связности 
Нейфельда к связности автокомпозиции. 

V 
Подставляя выражения v]Vi и Хс из уравнений (2.4) и (2.1), получим 

ТЦ = 0, b,lbjUc = 0, bub}Uc = sabi}. (3.2) 

Дифференцируя снова уравнения (3.1) по индексу / , получим 

г 7 ; = о , (з.з) 

bilb-ctc = 0, (3.4) 

0 7 4 = - s e 9 . (3.5) 

Вполне аналогично мы можем получить систему уравнений, подобных урав
нениям (3.2)—(3.5), заменяя индексы j , i, k на j , i, k. 

Таким образом, в частности, отсюда вытекает, что связность Нейфельда 
совпадает со связностью автокомпозиции, 
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Однако известно, что Последняя является связностью келера гиперболе 
ческого типа, следовательно, мы приходим к результату, который до сих пор 
не был отмечен: 

Связность Нейфельда для прямых и их поляр является келеровой связ
ностью. 

Из уравнений (3.4)—(3.5), свертывая соответственно на sa и на ta, получим 

Перебрасывая индексы, имеем 

sa ЬГ bh tc + ta Ь? b-[ sc = - t a sa 0{ 7 , 

или 

bf%bjyate+tase) = -flstt9iT. 

Учитывая (2.2)—(2.3), имеем bTb^Oac= - Ь , или # г _ = - 9 . _ . 

С другой стороны, многообразия dxl = 0 и dxl = 0 каждое является изо
тропным для метрики Нейфельда, так что gtj = 0 и g__ = 0. Следовательно, 
матрица тензора Нейфельда имеет вид 

0 g -0 
ч 

S-4 
0 

и 
и только знаком отличается от матрицы (2.6) метрики пространства автокрм-
позиции. 
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G = G

�1 � G0 � G1 (¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ª á â¥«ìë¥  «£¥¡àë �¨ G äã¤ ¬¥â «ìëå £àã¯¯ G
¯ à ¡®«¨ç¥áª¨å ¯à®áâà áâ¢ ¤®¯ãáª îâ à §«®¦¥¨¥ ¢ ¯àï¬ãî áã¬¬ã G = G

�k � � � � � G
�1 �

G0 � G1 � � � � � Gk, ¯à¨ç¥¬ ¯àï¬ ï áã¬¬  G0 � G1 � � � � � Gk ï¢«ï¥âáï ª á â¥«ì®©  «£¥¡à®©
�¨ ¯ à ¡®«¨ç¥áª®© ¯®¤£àã¯¯ë H £àã¯¯ë G,   ¯àï¬ãî áã¬¬ã G

�k � � � � � G
�1 ¬®¦® à áá¬ -

âà¨¢ âì ª ª ª á â¥«ì®¥ ¬®£®®¡à §¨¥ ¯ à ¡®«¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢  G=H á¬. [5]). � ¬¥â¨¬,
çâ® ¢ á«ãç ¥ k = 1 ª á â¥«ì®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® G

�1 ®¡« ¤ ¥â áâàãªâãà®© ©®à¤ ®¢®©  «£¥-
¡àë, ¢ á«ãç ¥ ¬®£®®¡à §¨©, à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå ¢ [1], íâ® ©®à¤ ®¢ë  «£¥¡àë ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç-
ëå ¨ á¨¬¬¥âà¨çëå ª¢ ¤à âëå ¢¥é¥áâ¢¥ëå ¬ âà¨æ n-£® ¯®àï¤ª ,   ¢ á«ãç ¥ ¬®£®®¡à §¨©,
à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå ¢ [2], íâ® ©®à¤ ®¢ë  «£¥¡àë ª®á®íà¬¨â®¢ëå ¨ íà¬¨â®¢®-á¨¬¬¥âà¨çëå ª¢ -
¤à âëå ª®¬¯«¥ªáëå ¬ âà¨æ n-£® ¯®àï¤ª . � «®£¨ç ï â¥®à¨ï ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®áâà®¥  ¤«ï
¬®£®®¡à §¨ï ¯«®áª¨å ®¡à §ãîé¨å ¬ ªá¨¬ «ì®© à §¬¥à®áâ¨ íà¬¨â®¢®© ª¢ ¤à¨ª¨ ª¢ â¥à¨-
®®£® ¯à®¥ªâ¨¢®£® ¯à®áâà áâ¢  H P 2n�1 ¨ ¤«ï ¬®£®®¡à §¨ï ã«ì-¯«®áª®áâ¥© ¬ ªá¨¬ «ì®©
à §¬¥à®áâ¨ íà¬¨â®¢  «¨¥©®£® ª®¬¯«¥ªá  â®£® ¦¥ ¯à®áâà áâ¢ . � á«ãç ¥ íâ¨å ¬®£®®¡à -
§¨© ©®à¤ ®¢ë  «£¥¡àë á®áâ®ïâ ¨§ á®®â¢¥âáâ¢¥® ª®á®íà¬¨â®¢ëå ¨ íà¬¨â®¢®-á¨¬¬¥âà¨çëå
ª¢ ¤à âëå ª¢ â¥à¨®ëå ¬ âà¨æ n-£® ¯®àï¤ª .

�¨ää¥à¥æ¨ «ì ï £¥®¬¥âà¨ï ¯ à ¡®«¨ç¥áª¨å ¯à®áâà áâ¢ ãª § ®£® â¨¯  à áá¬ âà¨¢ -
« áì �.�.�ª¨¢¨á®¬ ¨ �.�. �®«ì¤¡¥à£®¬ ¢ [6] (¯à®¥ªâ¨¢®¥ ¯à®áâà áâ¢®) ¨ [7] (ª®ä®à¬®¥ ¨
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¯á¥¢¤®ª®ä®à¬ë¥ ¯à®áâà áâ¢  ¨ £à áá¬ ®¢ë ¬®£®®¡à §¨ï). � ¬¥â¨¬, çâ® ¤«ï ª®ä®à¬-
®£® ¨ ¯á¥¢¤®ª®ä®à¬ëå ¯à®áâà áâ¢ á®®â¢¥âáâ¢¥ë¥ ©®à¤ ®¢ë  «£¥¡àë ¡ë«¨  ©¤¥ë
�.�.�®«®ª®«ìæ¥¢®© [8].
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