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Ââåäåíèå

Ïðè èññëåäîâàíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé çíà÷èòåëüíàÿ
÷àñòü ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå óïðîùàþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé.
Ãðóïïîâîé àíàëèç ïðåäîñòàâëÿåò íåêîòîðûå àëãîðèòìû, îáëåã÷à-
þùèå ýòó çàäà÷ó. Ïåðâûé øàã àëãîðèòìà çàêëþ÷àåòñÿ â âû÷èñëå-
íèè òàê íàçûâàåìîé ãðóïïû ñèììåòðèé äàííîãî óðàâíåíèÿ. Ãðó-
áî ãîâîðÿ, ñèììåòðèÿ � ýòî çàìåíà ïåðåìåííûõ, íå ìåíÿþùàÿ âè-
äà óðàâíåíèÿ. ×åì áîëüøå óðàâíåíèå èìååò ñèììåòðèé, òåì ëåã÷å
îíî ðåøàåòñÿ. Ïóñòü, íàïðèìåð, äàíî îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå ïîðÿäêà k. Åñëè ðàçìåðíîñòü ãðóïïû ñèììåòðèé
ðàâíà r, à ñàìà ãðóïïà ðàçðåøèìà, òî ïîðÿäîê ìîæíî ïîíèçèòü
äî k − r. Èíîãäà ðàçìåðíîñòü ãðóïïû ìîæåò ðàâíÿòüñÿ ïîðÿäêó
óðàâíåíèÿ èëè äàæå ïðåâîñõîäèòü åãî; â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî íàéòè
ÿâíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ.

Òî÷íî òàê æå ïðè èçó÷åíèè óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
çíàíèå ãðóïïû ñèììåòðèé ïîçâîëÿåò ðåäóöèðîâàòü ýòî óðàâíåíèå
ê óðàâíåíèþ ñ ìåíüøèì ÷èñëîì íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ (ìîæåò
áûòü, äàæå ê îáûêíîâåííîìó); ïðàâäà, ïðè ýòîì ìû ïîëó÷àåì íå
âñå ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, à òîëüêî ðåøåíèÿ, èíâàðèàíò-
íûå îòíîñèòåëüíî ãðóïïû. Çàìåòèì, ÷òî â ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæå-
íèÿõ î÷åíü ÷àñòî îáùåå ðåøåíèå è íå òðåáóåòñÿ, à èùåòñÿ ðåøåíèå
íåêîòîðîé êðàåâîé çàäà÷è. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà êðàåâûå óñëîâèÿ
èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî êàêîé-òî ïîäãðóïïû ñèììåòðèé, åñòå-
ñòâåííî èñêàòü è ðåøåíèå â èíâàðèàíòíîì îòíîñèòåëüíî ýòîé ïîä-
ãðóïïû âèäå.

Ïðåäëàãàåìîå ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ïåðâîíà÷àëüíîãî îçíà-
êîìëåíèÿ ñ ïðåäìåòîì. Ãðóïïîâîé àíàëèç � ñëèøêîì ðàçâåòâ-
ëåííàÿ äèñöèïëèíà, è ïîýòîìó îãðîìíîå ÷èñëî âîïðîñîâ è ïðè-
ëîæåíèé îñòàëèñü ñîâåðøåííî íåîñâåùåííûìè, íàïðèìåð, òåîðèÿ
ðàçìåðíîñòåé (Π-òåîðåìà), âàðèàöèîííûå ñèììåòðèè è òåîðåìà
Í�åòåð, ãðóïïîâàÿ êëàññèôèêàöèÿ óðàâíåíèé, ðàçäåëåíèå ïåðåìåí-
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íûõ, ïðîáëåìà ýêâèâàëåíòíîñòè è òàê äàëåå. Äîêàçàòåëüñòâà íåêî-
òîðûõ óòâåðæäåíèé îòñóòñòâóþò èëè çàìåíåíû ïñåâäîäîêàçàòåëü-
ñòâàìè. Â îñíîâíîì ýòî êàñàåòñÿ óòâåðæäåíèé, îñíîâàííûõ íà òåî-
ðèè ãðóïï è àëãåáð Ëè, âûõîäÿùèõ çà ðàìêè èçëàãàåìîãî êóðñà.

Ðàçäåëû 1 è 2 ïîñâÿùåíû êëàññè÷åñêîìó ãðóïïîâîìó àíàëèçó.
Ñíà÷àëà ìû ïîäðîáíî èçó÷èì ñëó÷àé îáûêíîâåííûõ óðàâíåíèé, à
ïîòîì ïåðåíåñåì ðàçâèòóþ òåõíèêó íà ñëó÷àé óðàâíåíèé â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ. Òàêîå ðàçäåëåíèå íå îáÿçàòåëüíî è äåëàåòñÿ
òîëüêî äëÿ îáëåã÷åíèÿ âîñïðèÿòèÿ. Òàêæå äëÿ ïðîñòîòû èçëîæå-
íèå âåäåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî äëÿ ñêàëÿðíîãî ñëó÷àÿ, òî åñòü ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé íå ðàññìàòðèâàþòñÿ. Â ðàçäåëå 3 äàåòñÿ ïîíÿòèå îá
îáîáùåííûõ, èëè âûñøèõ, ñèììåòðèÿõ.

Ãðóïïîâîé ïîäõîä ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì áûë ðàç-
ðàáîòàí â ïðîøëîì âåêå âåëèêèì íîðâåæñêèì ìàòåìàòèêîì Ñî-
ôóñîì Ëè (1842 � 1899). Î åãî æèçíè è òâîð÷åñòâå ìîæíî ïðî-
÷èòàòü â îòëè÷íîé êíèãå [1]. Ãðóïïû è àëãåáðû Ëè, ââåäåííûå
äëÿ öåëåé ãðóïïîâîãî àíàëèçà, âïîñëåäñòâèè ïîä âëèÿíèåì ðà-
áîò ñàìîãî Ëè è åãî ïîñëåäîâàòåëåé íàøëè ñòîëüêî ïðèëîæåíèé
â ìàòåìàòèêå, ÷òî èõ ïåðâîíà÷àëüíîå ïðåäíàçíà÷åíèå ñëåãêà ïîä-
çàáûëîñü. Âîçðîæäåíèå èíòåðåñà ê ãðóïïîâîìó àíàëèçó íà÷àëîñü
â ñåðåäèíå íàøåãî âåêà â ñâÿçè ñ âîçðîñøèìè çàïðîñàìè ñî ñòî-
ðîíû ôèçèêè (ñì., íàïð., [2]). Ñîâðåìåííîå èçëîæåíèå òåîðèè è
äàëüíåéøèå ïðèëîæåíèÿ ìîæíî íàéòè â [3] � [6], ñì. òàêæå [7] �
[11]. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå òåîðèè ãðóïï è àëãåáð Ëè ñì., íàïð., â
[12] � [15]. Î âûñøèõ ñèììåòðèÿõ è ñîëèòîííûõ óðàâíåíèÿõ ñì.,
íàïð., â [5], [16] � [20].

1. Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ

Âûøå ãîâîðèëîñü, ÷òî ñèììåòðèÿ � ýòî çàìåíà ïåðåìåííûõ, íå
ìåíÿþùàÿ âèäà óðàâíåíèÿ. ßñíî, ÷òî ïðåæäå ÷åì äâèãàòüñÿ äàëü-
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øå, ñëåäóåò óòî÷íèòü, ÷òî ïîíèìàåòñÿ ïîä òåðìèíîì �çàìåíà ïåðå-
ìåííûõ� âîîáùå, è íàó÷èòüñÿ ýòè çàìåíû îñóùåñòâëÿòü. Â íàøåì
êóðñå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òîëüêî òàê íàçûâàåìûå òî÷å÷íûå è
êîíòàêòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ñóùåñòâóþò è äðóãèå òèïû çàìåí,
íàïðèìåð äèôôåðåíöèàëüíûå ïîäñòàíîâêè è ïðåîáðàçîâàíèÿ Áýê-
ëóíäà, íî îíè ïðèìåíèìû íå ê ëþáîìó óðàâíåíèþ è èõ ñëèøêîì
ìàëî, ÷òîáû îíè ïðåäñòàâëÿëè èíòåðåñ äëÿ ãðóïïîâîãî àíàëèçà
(ñì. òåì íå ìåíåå [7]).

1.1. Òî÷å÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ðàññìîòðèì îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå k-ãî ïî-
ðÿäêà, çàïèñàííîå â ïåðåìåííûõ x̃, ũ:

F̃ (x̃, ũ, ũ1, . . . , ũk) = 0, F̃ũk 6= 0. (1.1)

Çäåñü èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ: ũj = djũ/dx̃j è F̃ũk = ∂F̃ /∂ũk.

Îïðåäåëåíèå 1. Òî÷å÷íûì ïðåîáðàçîâàíèåì íàçûâàåòñÿ ïðîèç-
âîëüíàÿ íåâûðîæäåííàÿ çàìåíà

x̃ = P (x, u), ũ = Q(x, u), det
∂(P,Q)

∂(x, u)
6= 0. (1.2)

×òîáû ïåðåïèñàòü óðàâíåíèå (1.1) â íîâûõ ïåðåìåííûõ x, u,

íàì íóæíî ñíà÷àëà íàéòè âûðàæåíèÿ äëÿ ũ1, . . . , ũk, èëè, êàê ãî-
âîðÿò, ïîñòðîèòü äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.2) ïðîäîëæåíèå k-ãî ïî-
ðÿäêà. Ñ÷èòàÿ u ôóíêöèåé îò x, à ũ � ôóíêöèåé îò x̃, çàïèøåì
òîæäåñòâî

ũ(P (x, u(x))) = Q(x, u(x)).

Äèôôåðåíöèðóÿ åãî ïî x, ïîëó÷àåì

(Px + Puu1)ũ1 = Qx +Quu1,

îòêóäà íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ ũ1:

ũ1 = Q1(x, u, u1) =
Qx +Quu1
Px + Puu1

. (1.3)
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Çàìåòèì, ÷òî Px è Pu íå îáðàùàþòñÿ îäíîâðåìåííî â íîëü â ñèëó
íåâûðîæäåííîñòè çàìåíû. Ñ÷èòàÿ ũ1 ôóíêöèåé îò x̃ = P (x, u) è
äèôôåðåíöèðóÿ ïî x ôîðìóëó (1.3), ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ũ2:

ũ2 = Q2(x, u, u1, u2) =
Q1
x +Q1

uu1 +Q1
u1
u2

Px + Puu1
.

Ôîðìóëó äëÿ ïðîèçâîäíîé ëþáîãî ïîðÿäêà óäîáíî çàïèñàòü ïðè
ïîìîùè îïåðàòîðà ïîëíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

Dx =
d

dx
=

∂

∂x
+ u1

∂

∂u
+ u2

∂

∂u1
+ . . .+ uj+1

∂

∂uj
+ . . . . (1.4)

Òåîðåìà 1. Ïðîäîëæåíèå k-ãî ïîðÿäêà ïðåîáðàçîâàíèé (1.2) çà-
äàåòñÿ ôîðìóëàìè

ũj = Qj(x, u, . . . , uj) =

 1

Dx(P )
Dx

j (Q), j = 1, . . . , k. (1.5)

Èíûìè ñëîâàìè, ïðè òî÷å÷íîì ïðåîáðàçîâàíèè îïåðàòîð ïîë-
íîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðåîáðàçóåòñÿ ïî ïðàâèëó

Dx̃ =
1

Dx(P )
Dx. (1.6)

Ïðèìåð 1. Ñàìîå ïðîñòîå òî÷å÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå � ýòî ñäâèã

x̃ = x+ a, ũ = u+ b.

Èç ôîðìóëû (1.5) íåìåäëåííî ïîëó÷àåì ũj = uj, j ≥ 1.

Ïðèìåð 2. Äðóãîé ïðîñòîé ïðèìåð � ðàñòÿæåíèå

x̃ = ax, ũ = bu.

Èç ôîðìóëû (1.5) èìååì ũj = a−jbuj, j ≥ 1.

Äëÿ áîëåå ñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ÿâíî âûïèñàòü ïðîäîëæå-
íèå ñêîëü óãîäíî âûñîêîãî ïîðÿäêà óäàåòñÿ íå âñåãäà, íî ýòîãî è
íå òðåáóåòñÿ, òàê êàê äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ çàìåíû â óðàâíåíèè (1.1)
íàì íóæíî âû÷èñëèòü ëèøü ïåðâûå k ïðîèçâîäíûõ ũ1, . . . , ũk.
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Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Áåññåëÿ

ũ2 +
ũ1
x̃

+ (1− ν2

x̃2
)ũ = 0 (1.7)

è ïðîäåëàåì â íåì çàìåíó

x̃ = axb, ũ = xcu.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (1.5), ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿåì

ũ1 =
1

abxb−1
Dx(x

cu) =
xc−b

ab
(cu+ xu1),

ũ2 =
xc−2b

a2b2
(c(c− b)u+ (2c− b+ 1)xu1 + x2u2).

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ â óðàâíåíèå (1.7) ïîëó÷àåì ïîñëå
ñîêðàùåíèé óðàâíåíèå Ëîììåëÿ

u2 + (2c+ 1)
u1
x

+

(abxb−1)2 +
c2 − ν2b2

x2

u = 0.

Çàäà÷à 1. Ïðîäåëàòü ïðåîáðàçîâàíèå ãîäîãðàôà x̃ = u, ũ = x â
óðàâíåíèè ũ3 = 3

2ũ
2
2/ũ1 + f(x̃)ũ1.

1.2. Êîíòàêòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Îïðåäåëåíèå 2. Êîíòàêòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì íàçûâàåòñÿ çà-
ìåíà âèäà

x̃ = P (x, u, u1), ũ = Q(x, u, u1), ũ1 = Q1(x, u, u1), (1.8)

ãäå ôóíêöèè P,Q,Q1 óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

Qu1 = Q1Pu1, Qx +Quu1 = Q1(Px + Puu1) (1.9)

è óñëîâèþ íåâûðîæäåííîñòè det ∂(P,Q,Q
1)

∂(x,u,u1)
6= 0.
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Îãðàíè÷åíèå (1.9) âîçíèêàåò èç òðåáîâàíèÿ ñîõðàíåíèÿ ôîð-
ìóëû u1 = du

dx â íîâûõ ïåðåìåííûõ. Äåéñòâèòåëüíî, èç ðàâåíñòâà
ũ1 = dũ

dx̃ èìååì (êàê è â ñëó÷àå òî÷å÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé) Q1 =
Dx(Q)
Dx(P )

è, òàê êàê ôóíêöèè P,Q,Q1 íå çàâèñÿò îò u2, òî, ïðèðàâíè-

âàÿ 0 êîýôôèöèåíò ïðè u2 â ðàâåíñòâå Q1(Px + Puu1 + Pu1u2) =
Qx +Quu1 +Qu1u2, ïîëó÷àåì (1.9).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè Qu1 = 0, òî Pu1 = 0, è íàîáîðîò, ïðè÷åì
âòîðàÿ ôîðìóëà (1.9) ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé (1.3). Òàêèì îáðà-
çîì, â ýòîì ñëó÷àå êîíòàêòíîå ïðåîáðàçîâàíèå åñòü ïðîñòî ïåðâîå
ïðîäîëæåíèå òî÷å÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.2). Â ñëó÷àå ñîáñòâåí-
íî êîíòàêòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, èñêëþ÷àÿ Q1 èç (1.9), íàõîäèì,
÷òî P è Q ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûìè ðåøåíèÿìè
óðàâíåíèÿ

Rx +Ruu1 + ϕRu1 = 0,

ãäå ϕ(x, u, u1) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ.
Ïðîäîëæåíèå êîíòàêòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ íà ñòàðøèå ïðîèç-

âîäíûå äàåòñÿ â òî÷íîñòè òîé æå ôîðìóëîé (1.5), ÷òî è â ñëó÷àå
òî÷å÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ïðèìåð 4. Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå

x̃ = x+ au1, ũ = u+
a

2
u21, ũ1 = u1. (1.10)

Íåâûðîæäåííîñòü î÷åâèäíà, óñëîâèå êîíòàêòíîñòè ëåãêî ïðîâå-
ðÿåòñÿ:

Qu1 = au1 = Q1Pu1, Qx +Quu1 = u1 = Q1(Px + Puu1).

Ïðèìåíÿÿ îïåðàòîð Dx̃ = 1
1+au2

Dx, ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì ïðî-
äîëæåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ

ũ2 =
u2

1 + au2
, ũ3 =

u3
(1 + au2)3

, ũ4 =
u4 + a(u2u4 − 3u23)

(1 + au2)5
, . . .
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Çàäà÷à 2. Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì êîíòàêòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà

x̃ = u1, ũ = xu1 − u, ũ1 = x. (1.11)

Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî êîíòàêòíîå ïðåîáðàçîâàíèå, è
íàéäèòå äëÿ íåãî íåñêîëüêî ïåðâûõ ïðîäîëæåíèé.

1.3. Îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé

Ãðóïïîé Ëè íàçûâàåòñÿ ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, íà êîòîðîì ââåäå-
íà ñòðóêòóðà ãðóïïû, ïðè÷åì ãðóïïîâîå óìíîæåíèå è âçÿòèå îá-
ðàòíîãî ýëåìåíòà äîëæíû áûòü ãëàäêèìè îòîáðàæåíèÿìè. Î÷åíü
÷àñòî ãðóïïû Ëè ðåàëèçóþòñÿ êàê ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé. Íà-
ïðèìåð, âñå âðàùåíèÿ 3-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà îáðàçóþò ãðóïïó
Ëè. Äëÿ öåëåé ãðóïïîâîãî àíàëèçà äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü òîëü-
êî ïðåîáðàçîâàíèÿ, áëèçêèå ê òîæäåñòâåííîìó, ÷òî ïðèâîäèò ê
ïîíÿòèþ ëîêàëüíûõ ãðóïï Ëè, íåñêîëüêî îáîáùàþùèõ îáû÷íûå
ãðóïïû Ëè. Íàèáîëåå âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ëîêàëüíîé îäíî-
ïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé.

Ïóñòü G åñòü ñåìåéñòâî ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé Ta : M → M,

ãäå M íåêîòîðîå n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, èëè, äëÿ ïðîñòîòû, îá-
ëàñòü â Rn, à ïàðàìåòð a ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó èíòåðâàëó ∆ =
(−A,A) ∈ R.

Îïðåäåëåíèå 3. G íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíîé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé
ãðóïïîé Ëè, åñëè

1. Äëÿ âñåõ a ∈ ∆ îòîáðàæåíèå Ta íåâûðîæäåííî;

2. T0 = id è íàîáîðîò: åñëè Ta = id äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ ∆, òî
a = 0;

3. TaTb = Ta+b äëÿ âñåõ a è b òàêèõ, ÷òî âñå òðè ïðåîáðàçîâà-
íèÿ îïðåäåëåíû.
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Ïðèìåð 5. Ïóñòü M � îêðóæíîñòü, Ta � ïîâîðîò íà óãîë a,
−π < a < π. Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ïîâîðîòîâ îáðàçóåò ëîêàëü-
íóþ îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó Ëè.

Ïðèìåð 6. Ïðåîáðàçîâàíèÿ èç ïðèìåðà 4 îáðàçóþò (ãëîáàëüíóþ)
îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó Ëè îòîáðàæåíèé èç R3 â R3. Ïðåîá-
ðàçîâàíèå Ëåæàíäðà (1.11) äàåò ïðèìåð äèñêðåòíîé ãðóïïû (åãî
êâàäðàò � òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå), íî îäíîïàðàìåòðè÷å-
ñêîé ãðóïïû íå îáðàçóåò, ïîñêîëüêó íå ñîäåðæèò ïàðàìåòðà. Ñäâè-
ãè è ðàñòÿæåíèÿ èç ïðèìåðîâ 1, 2 òàêæå îáðàçóþò ãðóïïû Ëè
ïðåîáðàçîâàíèé èç R2 â R2, íî óæå ðàçìåðíîñòè 2. Çàìåòèì, ÷òî
åñëè ñâÿçàòü êàê-íèáóäü ïàðàìåòðû a è b â ýòèõ ïðèìåðàõ (íàïðè-
ìåð, ïîëîæèâ a = b), òî ïðèìåð 1 äàñò íàì îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ
ãðóïïó Ëè, à ïðèìåð 2 � íåò. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå íóæíî åùå äî-
ïîëíèòåëüíî ñäåëàòü çàìåíó ïàðàìåòðà a → ea. Òàêèì îáðàçîì,
îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ãðóïïû ñäâèãîâ è ðàñòÿæåíèé èìåþò ñîîò-
âåòñòâåííî âèä

x̃ = x+ aα; ũ = u+ aβ;

x̃ = eaαx; ũ = eaβu.

Íà ïðàêòèêå îêàçûâàåòñÿ óäîáíåå ðàáîòàòü íå ñ ñàìîé ãðóïïîé
Ëè, à ñ åå àëãåáðîé Ëè. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïåðåõîä îò ãðóï-
ïû ê àëãåáðå çàêëþ÷àåòñÿ â ëèíåàðèçàöèè ãðóïïîâûõ îïåðàöèé,
÷òî ñóùåñòâåííî îáëåã÷àåò âû÷èñëåíèÿ. Â ñëó÷àå îäíîïàðàìåòðè-
÷åñêèõ ãðóïï ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü G ëîêàëüíàÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóï-
ïà Ëè, äåéñòâóþùàÿ íà ìíîãîîáðàçèè M, è â íåêîòîðûõ ëîêàëü-
íûõ êîîðäèíàòàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ta èç G çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

ξ̃j = F j(a, ξ1, . . . , ξn), j = 1, . . . , n. (1.12)

Èíôèíèòåçèìàëüíûì îïåðàòîðîì ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ âåêòîð-
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íîå ïîëå íà M

X = f 1∂ξ1 + . . .+ fn∂ξn, f j(ξ1, . . . , ξn) =

∂F j

∂a

∣∣∣∣
a=0

. (1.13)

Âìåñòî òåðìèíà �èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð ãðóïïû� èñ-
ïîëüçóåòñÿ òàêæå òåðìèí �ãåíåðàòîð ãðóïïû�.

Òåîðåìà 2. (Ëè) Ãðóïïà G îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî
ñâîåìó èíôèíèòåçèìàëüíîìó îïåðàòîðó êàê ðåøåíèå çàäà÷è Êî-
øè

dF 1

da = f 1(F 1, . . . , F n), . . . , dFn

da = fn(F 1, . . . , F n),
F 1(0) = ξ1, . . . , F n(0) = ξn.

(1.14)

1.4. Ãðóïïû, äîïóñêàåìûå óðàâíåíèåì

Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìîìåíòà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî G åñòü ëîêàëüíàÿ
îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Ëè êîíòàêòíûõ (èëè, â ÷àñòíîì ñëó-
÷àå, òî÷å÷íûõ) ïðåîáðàçîâàíèé:

x̃ = P (a, x, u, u1); ũ = Q(a, x, u, u1); ũ1 = Q1(a, x, u, u1).
(1.15)

Îïðåäåëåíèå 5. Ãîâîðÿò, ÷òî óðàâíåíèå

F (x, u, u1, . . . , uk) = 0 (1.16)

èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ãðóïïû G (èëè äîïóñêàåò ãðóïïó
G), åñëè âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ta èç G ïåðåâîäÿò ðåøåíèÿ ýòîãî
óðàâíåíèÿ â ðåøåíèÿ.

Î÷åâèäíî, ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìóëèðîâêà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òî óðàâíåíèå, ïåðåïèñàííîå â íîâûõ ïåðåìåííûõ, äîëæíî èìåòü
òîò æå âèä, ÷òî è ïðåæäå: F (x̃, ũ, ũ1, . . . , ũk) = 0.
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Ïðèìåð 7. Óðàâíåíèå âèäà F (u, xu1, x
2u2, . . . , x

kuk) = 0 èíâàðè-
àíòíî îòíîñèòåëüíî ðàñòÿæåíèé x̃ = eax, ũ = u. Äåéñòâèòåëüíî,
ïðè òàêîé çàìåíå ũj = e−ajuj, òàê ÷òî x̃jũj = xjuj è óðàâíåíèå
íå ìåíÿåòñÿ. Òî÷íî òàê æå óðàâíåíèå F (ux , u1, xu2, . . . , x

k−1uk) = 0
äîïóñêàåò ãðóïïó ðàñòÿæåíèé x̃ = eax, ũ = eau. Óðàâíåíèÿ, íå
ñîäåðæàùèå ÿâíî x è u, èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ èç
ïðèìåðà 1, êàê ïîêàçûâàþò ïðèâåäåííûå òàì ôîðìóëû ïðîäîë-
æåíèÿ.

Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ïðè ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèÿõ óäîáíî
ðàáîòàòü íå ñ ñàìîé ãðóïïîé, à åå èíôèíèòåçèìàëüíûì îïåðàòî-
ðîì. Äëÿ íåãî ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå

X1 = p∂x + q∂u + q1∂u1, (1.17)

ãäå p = Pa|a=0, q = Qa|a=0, q
1 = Q1

a|a=0.

Çàìåòèì, ÷òî òðåáîâàíèå êîíòàêòíîñòè (1.9) íàêëàäûâàåò íà
êîýôôèöèåíòû p, q, q1 îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ. Äåéñòâèòåëü-
íî, äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâà (1.9) è ïîëàãàÿ a = 0, ïîëó÷àåì

qu1 = u1pu1; (1.18)

qx + u1qu = q1 + u1(px + u1pu). (1.19)

Îòñþäà ìû âèäèì, ÷òî q1 îäíîçíà÷íî âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç p, q è
ïîýòîìó âìåñòî çàïèñè (1.17) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñîêðàùåííóþ
çàïèñü

X0 = p∂x + q∂u. (1.20)

Íà ñàìîì äåëå íàñ, êîíå÷íî, èíòåðåñóåò íå òî, êàê ìîæíî ñîêðà-
òèòü çàïèñü îïåðàòîðà X1, à íàîáîðîò, êàê íàéòè åãî ïðîäîëæåíèå
íà ïåðåìåííûå u2, u3, . . . . Ïîä k-ì ïðîäîëæåíèåì Xk îïåðàòîðà
X1 ïîíèìàåòñÿ èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð Gk k-ãî ïðîäîëæå-
íèÿ ãðóïïû G. Ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, òàê êàê ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî îïåðàöèÿ ïðîäîëæåíèÿ ñîõðàíÿåò ñòðóê-
òóðó ãðóïïû.
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Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáîãî k ïðîäîëæåíèÿ k-ãî ïîðÿäêà ïðåîáðàçî-
âàíèé (1.15) îáðàçóþò ëîêàëüíóþ îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó
Ëè Gk ïðåîáðàçîâàíèé èç Rk+2 â Rk+2.

Äëÿ ïðîñòîòû ìû áóäåì òàêæå ðàññìàòðèâàòü áåñêîíå÷íûå ïðî-
äîëæåíèÿ G∞ è X = X∞, ïîëàãàÿ

x̃ = P (a, x, u, u1); ũ = Q(a, x, u, u1), . . . ;

ũj = Qj(a, x, u, u1, . . . , uj), . . . ;

X = p∂x + q∂u + q1∂u1 + . . .+ qj∂uj + . . . ,

ðàçóìååòñÿ, ÿâíî âûïèñûâàÿ âñåãäà ðîâíî ñòîëüêî ÷ëåíîâ, ñêîëüêî
íóæíî â äàííîé çàäà÷å. Êðîìå òîãî, äëÿ åäèíîîáðàçèÿ ôîðìóë
èíîãäà âûãîäíî îáîçíà÷àòü Q = Q0, q = q0.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ X ìîæíî ïîñòðîèòü ïðîäîëæå-
íèå G∞ è çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåì 4. Åñòü è áîëåå
êîðîòêèé ïóòü. Ôóíêöèè Qj îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóððåíòíî ïî ôîð-
ìóëå

QjDx(P ) = Dx(Q
j−1), j = 1, 2, . . . .

Äèôôåðåíöèðóÿ åå ïî a, ïîëó÷èì

dQj

da
Dx(P ) +QjDx(

dP

da
) = Dx(

dQj−1

da
).

Ïîëàãàÿ a = 0 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî P |a=0 = x, Qj|a=0 = uj, ïîëó÷àåì
ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ X̄

qj = Dx(q
j−1)− ujDx(p), j = 1, 2, . . . . (1.21)

Çàäà÷à 3. Âû÷èñëèòå íåñêîëüêî êîýôôèöèåíòîâ äëÿ ãåíåðàòî-
ðîâ ãðóïï èç ïðèìåðà 6.

Çàäà÷à 4. Ïðèäóìàéòå êàêóþ-íèáóäü îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóï-
ïó Ëè êîíòàêòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è âû÷èñëèòå íåñêîëüêî êîýô-
ôèöèåíòîâ åå èíôèíèòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà.

14



Èíôèíèòåçèìàëüíûé êðèòåðèé èíâàðèàíòíîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå X äîëæíî êàñàòüñÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿ
F = 0, âûäåëÿåìîãî óðàâíåíèåì (1.16) â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåí-
íûõ x, u, u1, . . . , uk.

Òåîðåìà 4. Óðàâíåíèå (1.16) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ãðóï-
ïû G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

X(F )|F=0 = 0. (1.22)

Ðàâåíñòâî (1.22), ðàññìàòðèâàåìîå êàê óðàâíåíèå íà âåêòîðíîå
ïîëå X, íàçûâàåòñÿ îïðåäåëÿþùèì óðàâíåíèåì ãðóïïû, äîïóñêàå-
ìîé óðàâíåíèåì (1.16), à åãî ðåøåíèÿ � êëàññè÷åñêèìè ñèììåòðè-
ÿìè. Êîãäà õîòÿò âûðàçèòüñÿ áîëåå òî÷íî, ãîâîðÿò òàêæå î òî÷å÷-
íûõ èëè êîíòàêòíûõ ñèììåòðèÿõ. Ìíîæåñòâî âñåõ êëàññè÷åñêèõ
ñèììåòðèé îáîçíà÷àåòñÿ Sym1(F ), òî÷å÷íûõ � Sym0(F ).

Çàäà÷à 5. Ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå u3 − u32(xu1 − 2u) = 0 äîïóñ-
êàåò ãðóïïó èç ïðèìåðà 4.

1.5. Àëãåáðà ñèììåòðèé

Â ýòîì ðàçäåëå ìû èçó÷èì íåêîòîðûå îáùèå ñâîéñòâà ðåøåíèé
îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå
(1.22) � ëèíåéíîå, ïîýòîìó ñèììåòðèè ìîæíî ñêëàäûâàòü è óìíî-
æàòü íà ÷èñëî, òî åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ñèììåòðèé äàííîãî óðàâ-
íåíèÿ îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.

×òîáû âûÿñíèòü, êàê óñòðîåíû èíôèíèòåçèìàëüíûå îïåðàòî-
ðû, íåìíîãî ïðåîáðàçóåì ôîðìóëó (1.21). Îáîçíà÷èì ω = u1p− q0
è ïîêàæåì, ÷òî

qj = uj+1p−Dj
x(ω). (1.23)

Äëÿ j = 0 ðàâåíñòâî î÷åâèäíî. Ïóñòü îíî äîêàçàíî äëÿ j − 1,
òîãäà qj = Dx(uj − Dj−1

x (ω)) − ujDx(p) = uj+1p − Dj
x(ω) è øàã

èíäóêöèè îáîñíîâàí.
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Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ (1.18) ñëåäóåò óñëîâèå
ωu1 = p. Ñîáèðàÿ âñå âìåñòå, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 5. Áåñêîíå÷íîå ïðîäîëæåíèå èíôèíèòåçèìàëüíîãî îïå-
ðàòîðà äëÿ ïðîèçâîëüíîé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû êîíòàêò-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé èìååò âèä

Xω = ωu1Dx −
∞∑
j=0

Dj
x(ω)∂uj , (1.24)

ãäå ω ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îò x, u, u1, ïðè÷åì òî÷å÷íûå ãðóïïû
õàðàêòåðèçóþòñÿ óñëîâèåì ωu1u1 = 0.

Âåëè÷èíó ω íàçûâàþò õàðàêòåðèñòèêîé âåêòîðíîãî ïîëÿ Xω.
Âåêòîðíîå ïîëå

∑∞
j=0D

j
x(ω)∂uj íàçûâàþò ýâîëþöèîííûì äèôôå-

ðåíöèðîâàíèåì. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü åãî ∇ω. Ñàìè îïåðàòîðû
(1.24) áóäåì íàçûâàòü êîíòàêòíûìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè, à â
òîì ñëó÷àå, êîãäà ω ëèíåéíà ïî u1 � òî÷å÷íûìè âåêòîðíûìè
ïîëÿìè. Ìíîæåñòâî âñåõ êîíòàêòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé îáîçíà÷à-
åòñÿ K3, òî÷å÷íûõ � K2.

Çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî îïåðàòîðîâ (1.24) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òî ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé çàìêíóòî îòíîñèòåëü-
íî îïåðàöèè êîììóòèðîâàíèÿ, òî åñòü K3 îáðàçóåò àëãåáðó Ëè.
Òî æå ñàìîå îòíîñèòñÿ ê ýâîëþöèîííûì äèôôåðåíöèðîâàíèÿì. Â
ïðèíöèïå, ýòîò ôàêò ìîæíî ëåãêî äîêàçàòü, åñëè ó÷åñòü, ÷òî êîì-
ìóòàòîðó äâóõ îïåðàòîðîâ (1.24) ñîîòâåòñòâóåò ãðóïïîâîé êîììó-
òàòîð ñîîòâåòñòâóþùèõ èì êîíòàêòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Îäíàêî
èñïîëüçóåìûé íàìè óðîâåíü çíàêîìñòâà ñ òåîðèåé ãðóïï Ëè íå
ïîçâîëÿåò âñòàòü íà ýòîò ïóòü (ñâÿçü ìåæäó ãðóïïàìè è àëãåáðà-
ìè Ëè ó íàñ óñòàíîâëåíà òîëüêî â îäíîïàðàìåòðè÷åñêîì ñëó÷àå).
Ê ñ÷àñòüþ, ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî òîæå äîñòàòî÷íî ïðîñòîå.

Òåîðåìà 6. Ïðè ëþáûõ f, g âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

[∇f , Dx] = 0; (1.25)
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[∇f ,∇g] = ∇[f,g]; (1.26)

[Xf , Xg] = −X[f,g], (1.27)

ãäå ñêîáêà [f, g] îïðåäåëåíà ïî ôîðìóëå

[f, g] = ∇f(g)−∇g(f). (1.28)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû (1.25) âûòåêàåò èç
ñîîòíîøåíèé

[∇f , Dx](x) = ∇f(1)−Dx(0) = 0;

[∇f , Dx](uj) = ∇f(uj+1)−Dx(D
j
x(f)) = 0.

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåì

[∇f ,∇g](x) = 0; [∇f ,∇g](uj) = ∇f(D
j
x(g))−∇g(D

j
x(f))

è ñ ó÷åòîì (1.25) èìååì

[∇f ,∇g](uj) = Dj
x(∇f(g)−∇g(f)) = Dj

x([f, g]),

îòêóäà ñëåäóåò (1.26).
Ïîëüçóÿñü äîêàçàííûìè ñâîéñòâàìè è ÿâíûì âûðàæåíèåì

[f, g] = fgu +Dx(f)gu1 − gfu −Dx(g)fu1

äëÿ ñêîáêè (1.28), ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî

[Xf , Xg] = hDx +∇[f,g],

ãäå

h = Xf(gu1)−Xg(fu1) = fu1Dx(gu1)− gu1Dx(fu1)−
−fguu1 −Dx(f)gu1u1 + gfuu1 +Dx(g)fu1u1,

è äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàåòñÿ ëèøü ïðîâåðèòü, ÷òî
h = −∂u1([f, g]). Ýòî ñîâñåì ïðîñòî, åñëè ó÷åñòü ñîîòíîøåíèå
∂u1Dx = Dx∂u1 + ∂u.
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Çàìåòèì, ÷òî îïåðàöèÿ (1.28) ïðåâðàùàåò ìíîæåñòâî F3 âñåõ
ôóíêöèé îò x, u, u1 â àëãåáðó Ëè. Ýòî ñëåäóåò èç ñâîéñòâà (1.26),
êîòîðîå, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ýâî-
ëþöèîííûõ äèôôåðåíöèðîâàíèé åñòü àëãåáðà Ëè, à ñ äðóãîé -
óñòàíàâëèâàåò èçîìîðôèçì ýòîé àëãåáðû ñ F3. Èç ñâîéñòâà (1.27)
ñëåäóåò, ÷òî K3 òàêæå èçîìîðôíà F3. Äàëåå, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî
ñêîáêà äâóõ ôóíêöèé, ëèíåéíûõ ïî u1, ñíîâà åñòü ôóíêöèÿ ëèíåé-
íàÿ, òî åñòü K2 ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé â K3. È íàêîíåö, çàìåòèì,
÷òî ôîðìóëà (1.27) îñòàåòñÿ âåðíîé, åñëè çàìåíèòü îïåðàòîðû X
íà ïðîäîëæåíèÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Ýòî ñëåäóåò èç ôîð-
ìóëû

[Xk, Y k] = [X0, Y 0]k.

Ñëåäñòâèå 1. Ìíîæåñòâî âñåõ êëàññè÷åñêèõ ñèììåòðèé
Sym1(F ) óðàâíåíèÿ (1.16) îáðàçóåò àëãåáðó Ëè. Ìíîæåñòâî âñåõ
òî÷å÷íûõ ñèììåòðèé Sym0(F ) åñòü ïîäàëãåáðà â Sym1(F ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî, ÷òî êîììóòàòîð äâóõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
(1.22) ñíîâà åñòü ðåøåíèå � î÷åâèäíî. À òî, ÷òî îïåðàöèÿ êîììó-
òèðîâàíèÿ ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî êîíòàêòíîñòè èëè òî÷å÷íîñòè, ìû
òîëüêî ÷òî ïîêàçàëè.

1.6. Âû÷èñëåíèå àëãåáðû ñèììåòðèé

Ðåøåíèå îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì øàãîì â àë-
ãîðèòìå ãðóïïîâîãî àíàëèçà (÷òî äåëàòü äàëüøå ñ íàéäåííûìè
ðåøåíèÿìè, ìû óâèäèì èç ñëåäóþùèõ ðàçäåëîâ). Âîçíèêàåò âî-
ïðîñ, íàñêîëüêî ýôôåêòèâíî ýòî ìîæíî ñäåëàòü, è îêàçûâàåòñÿ,
÷òî îòâåò çàâèñèò îò ïîðÿäêà óðàâíåíèÿ (1.16). Äëÿ óðàâíåíèé
ïåðâîãî ïîðÿäêà ïðîöåäóðà íåýôôåêòèâíà, à äëÿ âòîðîãî � ýô-
ôåêòèâíà, åñëè îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî òî÷å÷íûìè ñèììåòðèÿìè. Ñ
óðàâíåíèÿìè ñòàðøèõ ïîðÿäêîâ ïðîáëåì íå âîçíèêàåò.

18



Óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

u1 = F (x, u) (1.29)

îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå èìååò âèä pFx + qFu − q1 = 0. Ñ ó÷åòîì
ôîðìóë (1.18),(1.19) ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü åãî â âèäå

qx + (qu − px)F − puF 2 = pFx + qFu, (1.30)

ïðè÷åì àðãóìåíò u1 â ôóíêöèÿõ p, q ñëåäóåò çàìåíèòü íà F , è,
êðîìå òîãî, ýòè ôóíêöèè ñâÿçàíû åùå ñîîòíîøåíèåì qu1 = u1pu1.
Óðàâíåíèå (1.30) èìååò îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ðåøåíèé, äàæå åñëè
îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî òî÷å÷íûìè ãðóïïàìè. Äåéñòâèòåëüíî, âçÿâ â
êà÷åñòâå p ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ îò x, u, ìû âèäèì, ÷òî q îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà âèäà qx+Fqu = Fuq+ϕ(x, u). Êàê èçâåñòíî,
ðåøåíèå òàêîãî óðàâíåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ âñïîìîãàòåëüíîé
ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ óðàâíåíèé

dx

1
=
du

F
=

dq

Fuq + ϕ
,

ïðè÷åì ïåðâîå ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî du
dx = F, òî åñòü èñõîäíîìó

óðàâíåíèþ! Èòàê, óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà äîïóñêàåò ìíîæå-
ñòâî ñèììåòðèé, íî èõ íàõîæäåíèå � çàäà÷à ñòîëü æå òðóäíàÿ,
êàê è ðåøåíèå ñàìîãî óðàâíåíèÿ.

Çàìå÷àíèå 1. Îäíî ðåøåíèå îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ (1.30) âñå
æå ìîæíî óêàçàòü: q = pF, ãäå p(x, u)- ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ.
Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ω = u1p − q = 0 íà óðàâíåíèè (1.29),
òî èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð X̄ ñîâïàäàåò ñ pDx è óðàâíåíèå
(1.22) óäîâëåòâîðÿåòñÿ òðèâèàëüíûì îáðàçîì. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ãðóïïà Ëè åñòü ãðóïïà ñäâèãîâ âäîëü èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ èñ-
õîäíîãî óðàâíåíèÿ. Êàê ìû óâèäèì äàëåå, îò ýòîãî òðèâèàëüíîãî
ðåøåíèÿ ìàëî ïîëüçû, è ìû íå áóäåì ïðèíèìàòü åãî â ðàñ÷åò.
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Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü äâà âûâîäà: îäèí � ìàëîóòåøèòåëüíûé,
âòîðîé � ìíîãîîáåùàþùèé. Âî-ïåðâûõ, ïî âèäèìîìó íåò íèêà-
êîãî ñèñòåìàòè÷åñêîãî ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ ñèììåòðèé äëÿ óðàâ-
íåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Âî-âòîðûõ, åñëè äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ
íàì ïîñ÷àñòëèâèòñÿ âñå æå óãàäàòü èç êàêèõ-ëèáî ñîîáðàæåíèé
êàêóþ-íèáóäü ñèììåòðèþ, òî, ïî âèäèìîìó ìû ñìîæåì ïðîèíòå-
ãðèðîâàòü ýòî óðàâíåíèå. Â ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî ìû óáåäèìñÿ â
ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

Óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà. Äëÿ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà

u2 = F (x, u, u1) (1.31)

îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå èìååò âèä

pFx + qFu + q1Fu1 − q2 = 0. (1.32)

Êîýôôèöèåíòû q1, q2 íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëå (1.21):

q1 = Dx(q)− u1Dx(p); q2 = D2
x(q)− u1D2

x(p)− 2u2Dx(p),

ïðè÷åì ïðîèçâîäíûå u2 èñêëþ÷àþòñÿ â ñèëó óðàâíåíèÿ (1.31).
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé p, q ìû èìååì ñèñòåìó
èç äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ: óðàâíåíèÿ
ïåðâîãî ïîðÿäêà (1.18) è óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà (1.32). (Âïðî-
÷åì, ýòó ñèñòåìó ìîæíî çàìåíèòü îäíèì óðàâíåíèåì íà ôóíêöèþ
ω, ñì. ñëåäóþùèé ïóíêò.) Êàê è â ñëó÷àå óðàâíåíèé ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà, ýòà ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé, íî îáùåãî
ìåòîäà äëÿ èõ íàõîæäåíèÿ íå ñóùåñòâóåò.

Êàðòèíà ìåíÿåòñÿ, åñëè ìû îãðàíè÷èìñÿ ïîèñêîì òî÷å÷íûõ
ñèììåòðèé, òî åñòü áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû p, q çàâè-
ñÿò òîëüêî îò x, u. Âû÷èñëÿÿ q1, q2 è ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëó (1.32),
ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

qxx + (2qxu − pxx)u1 + (quu − 2pxu)u
2
1 − puuu31 = (qx + (qu−

−px)u1 − puu21)Fu1 + qFu + pFx + (2px − qu + 3puu1)F. (1.33)
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Êàê âèäèì, îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå ñîäåðæèò �ëèøíþþ áóê-
âó� u1 è ïðåâðàòèëîñü â ïåðåîïðåäåëåííóþ ñèñòåìó, ðåøåíèå êî-
òîðîé, êàê ïðàâèëî, ëåãêî íàõîäèòñÿ. Íàïðèìåð, åñëè ïðîèçâîä-
íàÿ u1 âõîäèò â óðàâíåíèå (1.31) ïîëèíîìèàëüíî (÷òî î÷åíü ÷àñòî
âñòðå÷àåòñÿ íà ïðàêòèêå), òî ìû äîëæíû ñîáðàòü îòäåëüíî âñå
÷ëåíû îäèíàêîâîé ñòåïåíè ïî u1 è ïðèðàâíÿòü èõ 0. Â äàëüíåé-
øåì ïîä âû÷èñëåíèåì àëãåáðû ñèììåòðèé äëÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî
ïîðÿäêà ìû áóäåì ïîíèìàòü èìåííî íàõîæäåíèå òî÷å÷íûõ ñèì-
ìåòðèé. Âïðî÷åì, åñëè óäàåòñÿ íàéòè êàêóþ-íèáóäü êîíòàêòíóþ
ñèììåòðèþ, òî åé íå ñëåäóåò ïðåíåáðåãàòü, òàê êàê äëÿ ïîñëåäó-
þùåãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ îíà ñòîëü æå ïîëåçíà, êàê è
òî÷å÷íàÿ.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ïðîöåäóðó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.33) íà ïðî-
ñòåéøåì ïðèìåðå.

Ïðèìåð 8. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå u2 = 0. Î÷åâèäíî, â ýòîì ñëó-
÷àå îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå (1.33) ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå

qxx = 0; 2qxu = pxx; quu = 2pxu; puu = 0.

Çàìåòèì, ÷òî îíà ñîäåðæèò â ñåáå èñõîäíîå óðàâíåíèå, ÷òî îáúÿñ-
íÿåòñÿ åãî ëèíåéíîñòüþ. Ýòîò ïðèìåð, ìîæåò áûòü, ïîêàçûâàåò,
÷òî ïîñòðîèòü òåîðèþ èíòåãðèðîâàíèÿ îáûêíîâåííûõ óðàâíåíèé,
îñíîâàííóþ èñêëþ÷èòåëüíî íà ãðóïïîâîì àíàëèçå, íåâîçìîæíî.
Òåì íå ìåíåå â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ
äëÿ ñèììåòðèé íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ îáû÷íî ïðîùå, ÷åì îíî
ñàìî.

Äèôôåðåíöèðóÿ âòîðîå óðàâíåíèå ïî x, à òðåòüå - ïî u, ïîëó-
÷àåì pxxx = quuu = 0, òàê ÷òî ôóíêöèè p, q èìåþò âèä

p = (a2x
2 + a1x+ a0)u+ b2x

2 + b1x+ b0;

q = (c2u
2 + c1u+ c0)x+ d2u

2 + d1u+ d0.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ îïÿòü âî âòîðîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ,
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Ñòðóêòóðíàÿ òàáëèöà

X1 X2 X3 X4 Y1 Y2 Y3 Y4
X1 0 X1 0 2X2 + Y2 0 0 Y1 X3

X2 0 −X3 X4 0 0 Y3 0
X3 0 Y4 −X1 −X3 Y2 −X2 0
X4 0 −Y3 0 0 0
Y1 0 Y1 0 2Y2 +X2

Y2 0 −Y3 Y4
Y3 0 X4

Y4 0

óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

a2 = c2 = 0; b2 = c1; d2 = a1.

Èòàê, íàèáîëåå îáùèé âèä òî÷å÷íûõ ñèììåòðèé äëÿ íàøåãî óðàâ-
íåíèÿ èìååò âèä

X0 = ((a1x+a0)u+c1x
2+b1x+b0)∂x+((c1u+c0)x+a1u

2+d1u+d0)∂u,

òî åñòü òî÷å÷íûå ñèììåòðèè îáðàçóþò 8-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Â
êà÷åñòâå áàçèñà ìîæíî âûáðàòü âåêòîðíûå ïîëÿ

X1 = ∂x; X2 = x∂x; X3 = u∂x; X4 = x2∂x + xu∂u;

Y1 = ∂u; Y2 = u∂u; Y3 = x∂u; Y4 = xu∂x + u2∂u.

Âû÷èñëÿÿ èõ êîììóòàòîðû, ïîëó÷àåì ñòðóêòóðíóþ òàáëèöó äëÿ
àëãåáðû Ëè ñèììåòðèé (ñì. òàáë.).

Ñîîòâåòñòâóþùóþ ãðóïïó Ëè ìîæíî ëåãêî íàéòè, ðåøàÿ óðàâ-
íåíèå Ëè (1.14) äëÿ êàæäîãî èç íàéäåííûõ èíôèíèòåçèìàëüíûõ
îïåðàòîðîâ. Òàê, îïåðàòîðàìX1 èX2 îòâå÷àþò óæå çíàêîìûå íàì
ïðåîáðàçîâàíèÿ ñäâèãà è ðàñòÿæåíèÿ ïåðåìåííîé x :

x̃ = x+ a; ũ = u; x̃ = eax; ũ = u.

Îïåðàòîðó X3 ñîîòâåòñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ

x̃ = x+ au; ũ = u
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è îïåðàòîðó X4 � ïðåîáðàçîâàíèå

x̃ =
x

1− ax
; ũ =

u

1− ax
.

Êîìáèíèðóÿ ýòè è àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå îïåðàòîðàì Yj, ìîæíî ïîñòðîèòü ãðóïïó ïðîåêòèâíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè (x, u) :

x̃ =
ax+ bu+ c

αx+ βu+ γ
; ũ =

dx+ eu+ f

αx+ βu+ γ
.

Ôàêòè÷åñêè ìû ïîêàçàëè, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ïðÿìûõ (òî åñòü
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ u2 = 0) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ýòîé ãðóï-
ïû.

Óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà âûøå, ÷åì 2. Òàê êàê Dx(F )|F=0 = 0, òî èç
ôîðìóëû (1.24) ñëåäóåò, ÷òî èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð X =
ωu1Dx−∇ω â îïðåäåëÿþùåì óðàâíåíèè (1.22) ìîæíî çàìåíèòü íà
ýâîëþöèîííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ∇ω. Ïîñëå ýòîãî ñàìî îïðåäå-
ëÿþùåå óðàâíåíèå ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

F∗(ω)|F=0 = 0,

ãäå F∗ îáîçíà÷àåò îïåðàòîð ëèíåàðèçàöèè

F∗ = FukD
k
x + . . .+ Fu1Dx + Fu.

×òîáû ñðàçó ó÷åñòü äèôôåðåíöèàëüíûå ñëåäñòâèÿ óðàâíåíèÿ (1.16),
ðàçðåøèì åãî îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé uk =
= f(x, u, . . . , uk−1) è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Dx åñòü îïåðàòîð ïîëíîé
ïðîèçâîäíîé â ñèëó óðàâíåíèÿ Dx = ∂x+u1∂u+ . . .+f∂uk−1

. Òîãäà
îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

(Dk
x − f∗)(ω) = 0, (1.34)

íàèáîëåå óäîáíûé äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ ñèììåòðèé. Ïî-
ñëå òîãî êàê õàðàêòåðèñòèêà ω íàéäåíà, êîýôôèöèåíòû p, q è îïå-
ðàòîð X âîññòàíàâëèâàþòñÿ ïî ôîðìóëàì p = ωu1; q = u1p − ω;
X = pDx −∇ω.
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Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå (1.34) åñòü íå ÷òî èíîå, êàê
óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè ux...x,τ = uτ,x...x ïàðû óðàâíåíèé uk = f è
uτ = ω.

Òàê êàê ω çàâèñèò òîëüêî îò x, u, u1, òî â óðàâíåíèè (1.34) ïðî-
èñõîäèò ðàñùåïëåíèå ïî ïåðåìåííûì u2, . . . , uk−1. Èññëåäîâàíèå
âîçíèêàþùåé ïðè ýòîì ïåðåîïðåäåëåííîé ñèñòåìû íà ôóíêöèþ
ω ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî óòîìèòåëüíûì, íî îáû÷íî íå âûçûâà-
åò ïðèíöèïèàëüíûõ òðóäíîñòåé. Íåîöåíèìóþ ïîìîùü â ýòîì äåëå
ïðåäîñòàâëÿþò ÿçûêè ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé. Ñóùåñòâóþò äàæå
ïàêåòû ïðîãðàìì, ïîçâîëÿþùèå íàõîäèòü ñèììåòðèè ñîâåðøåííî
àâòîìàòè÷åñêè, íî â ïðèâîäèìîì íèæå âû÷èñëåíèè ìû îáõîäèìñÿ
òîëüêî ñòàíäàðòíûìè ñðåäñòâàìè ÿçûêà REDUCE [21].

Ïðèìåð 9. Âû÷èñëèì àëãåáðó ñèììåòðèé óðàâíåíèÿ u3+6uu1 =
0. Â ïðèâîäèìûõ íèæå ñòðî÷êàõ ïðîãðàììû îïðåäåëÿåòñÿ îïåðà-
òîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ñèëó óðàâíåíèÿ è âû÷èñëÿåòñÿ âûðà-
æåíèå z = (D3

x + 6uDx + 6u1)(ω), êîòîðîå äîëæíî çàíóëèòüñÿ.

depend w,x,u,u1;

operator d;

for all f let d(f)= df(f,x) + u1*df(f,u)

+ u2*df(f,u1) - 6*u*u1*df(f,u2);

z:= d(d(d(w))) + 6*u*d(w) + 6*u1*w;

coeff(z,u2,z2);

z23; z22;

Ïîñëåäíèå äâå êîìàíäû âûäàþò êîýôôèöèåíòû ïðè u32 è u
2
2 â ýòîì

âûðàæåíèè:

df(w,u1,3)

3*(df(w,u,u1,2)*u1 + df(w,u,u1) + df(w,x,u1,2)),

òî åñòü ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

ωu1u1u1 = 0, ωuu1u1u1 + ωuu1 + ωxu1u1 = 0.
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Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî ω èìååò âèä

ω = a(x)u21 + (b(x)− 2a′(x)u)u1 + c(x, u).

Äîïèøåì ýòó èíôîðìàöèþ â ïðîãðàììó è çàïóñòèì åå åùå ðàç:

depend a,x; depend b,x; depend c,x,u;

w:= a*u1^2 + (b-2*df(a,x)*u)*u1 +c;

coeff(z,u1,z1);

df(z21,u1); z13;

Ïðè ýòîì âûâîäÿòñÿ êîýôôèöèåíòû ïðè u2u1 è u
3
1 :

3*( - 4*df(a,x,2) + df(c,u,2) - 12*a*u)

df(c,u,3) - 6*a

Ïðèðàâíÿâ èõ íóëþ, ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî a = cuu = 0. Äîïîëíèì
ïðîãðàììó ýòèìè äàííûìè è îïÿòü ïðîãîíèì åå:

a:=0; depend p,x; depend q,x; c:=p*u+q;

z21; z11;

Çàíóëÿÿ êîýôôèöèåíòû ïðè u2 è u1, à èìåííî

3*(df(b,x,2) + df(p,x)), df(b,x,3) -

- 12*df(b,x)*u + 3*df(p,x,2) + 6*p*u + 6*q,

ìû íàõîäèì, ÷òî b = b1x + b0, p = 2b1 è q = 0, ãäå b0, b1 � ïðîèç-
âîëüíûå êîíñòàíòû. Åùå îäíà ïðîãîíêà óáåæäàåò, ÷òî ïðè ýòîì
âûðàæåíèå z îáðàùàåòñÿ â íîëü. Èòàê, íàéäåíî âñåãî äâà ðåøå-
íèÿ îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ (1.34): ω0 = u1; ω1 = xu1 + 2u.
Ñîîòâåòñòâóþùèå èì âåêòîðíûå ïîëÿ èìåþò âèä

X0 = ∂x, X1 = x∂x − 2u∂u

è îòâå÷àþò ãðóïïå ñäâèãîâ è ðàñòÿæåíèé.
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1.7. Ïðèëîæåíèÿ ê óðàâíåíèÿì ïåðâîãî ïîðÿäêà

Äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà (1.29) çíàíèå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû ñèììåòðèé ïîç-
âîëÿåò ñâåñòè ýòî óðàâíåíèå ê óðàâíåíèþ â ïîëíûõ äèôôåðåíöè-
àëàõ

Mdx+Ndu = 0, Mu = Nx

è, òàêèì îáðàçîì, ïðîèíòåãðèðîâàòü åãî â êâàäðàòóðàõ.

Òåîðåìà 7. (Ëè) Óðàâíåíèå (1.29) äîïóñêàåò ãðóïïó G ñ ãåíå-
ðàòîðîì X = p∂x + q∂u + q1∂u1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 1/ω,
ãäå ω(x, u) = (u1p − q)|u1=F , ñëóæèò äëÿ íåãî èíòåãðèðóþùèì
ìíîæèòåëåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëÿþùåå óðàâ-
íåíèå (1.22) ñâîäèòñÿ â äàííîì ñëó÷àå ê ðàâåíñòâó

ωFu − ωuF − ωx = 0 ⇔
(

1

ω

)
x

+

(
F

ω

)
u

= 0,

òàê ÷òî óðàâíåíèå 1
ωdu−

F
ωdx = 0 ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì â ïîëíûõ

äèôôåðåíöèàëàõ.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ, îáû÷íî èçó÷àå-

ìûå â íà÷àëå êóðñà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
1) Óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè u1 = f(x)g(u)

äîïóñêàåò ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé

x̃ = F−1(F (x) + a); ũ = u, ãäå F (x) =
∫
fdx.

Ýòî íåòðóäíî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî. Èìååì F (x̃) = F (x) +
a ⇒ f(x̃)Dx(x̃) = f(x), ñëåäîâàòåëüíî, ũ1 = Dx(ũ)/Dx(x̃) =
u1f(x̃)/f(x) = f(x̃)g(ũ).Èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð èìååò âèä

X1 =
1

f
∂x +

f ′

f 2
u1∂u1,
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è òàê êàê ω = (u1/f(x)) = g(u), â ñèëó óðàâíåíèÿ, òî èíòåãðèðó-
þùèé ìíîæèòåëü ðàâåí 1/g(u).

2) Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå u1 = F (ux) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî
ãðóïïû ðàñòÿæåíèé x̃ = eax; ũ = eau ñ ãåíåðàòîðîì X0 = x∂x +
u∂u. Èìååì ω = xF − u è óðàâíåíèå â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ

du

xF − u
− Fdx

xF − u
= 0.

3) Ëèíåéíîå óðàâíåíèå u1 = A(x)u + B(x) èíâàðèàíòíî îò-
íîñèòåëüíî ãðóïïû x̃ = x; ũ = u + av, ãäå v− ðåøåíèå îäíî-
ðîäíîãî óðàâíåíèÿ v1 = Av. Èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð ðàâåí
X0 = v∂u, è èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü ðàâåí 1/v.

Â êà÷åñòâå áîëåå ñîäåðæàòåëüíîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì óðàâíå-
íèå (1.29), ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü åñòü ïðîèçâîëüíîå íåíóëåâîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ Õîïôà 2Fx+FFu = 0. Ýòî óðàâíåíèå äîïóñêàåò ãðóïïó
èç ïðèìåðà 4. Äåéñòâèòåëüíî, èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð ýòîé
ãðóïïû åñòü X1 = u1∂x + u21

2 ∂u è

X1(u1 − F )|u1=F = (u1Fx +
u21
2
Fu)|u1=F =

1

2
F (2Fx + FFu) = 0.

Èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü ðàâåí 1/F 2.

1.8. Äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû

Äëÿ óðàâíåíèé ïîðÿäêà âûøå ïåðâîãî íàëè÷èå ñèììåòðèé ïîç-
âîëÿåò ïîíèæàòü ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ. Óäîáíåå âñåãî ýòî äåëàòü
ïðè ïîìîùè ïåðåõîäà îò ïåðåìåííûõ x, u ê íåêîòîðûì íîâûì ïå-
ðåìåííûì � òàê íàçûâàåìûì äèôôåðåíöèàëüíûì èíâàðèàíòàì
ãðóïïû ñèììåòðèé. Âîîáùå, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ãðóïïû Ëè G ïðå-
îáðàçîâàíèé íåêîòîðîãî ìíîãîîáðàçèÿM ôóíêöèÿ h(y) îò ëîêàëü-
íûõ êîîðäèíàò íà M íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòîì ãðóïïû G (èëè G-
èíâàðèàíòíîé ôóíêöèåé), åñëè h(T (y)) = h(y) äëÿ âñåõ T ∈ G.

Ýêâèâàëåíòíîå èíôèíèòåçèìàëüíîå îïðåäåëåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â
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òîì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè h âäîëü âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé èç
àëãåáðû Ëè g, ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïå G, äîëæíà ðàâíÿòüñÿ íó-
ëþ:

∀X ∈ g X(h) = 0.

Íàñ èíòåðåñóåò ñëó÷àé, êîãäà M � ýòî ïðîñòðàíñòâî ïåðåìåííûõ
x, u, u1, . . . , uk, à G åñòü k-å ïðîäîëæåíèå ãðóïïû êîíòàêòíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó îïðå-
äåëåíèþ.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü g ⊂ K3−íåêîòîðàÿ ïîäàëãåáðà Ëè êîí-
òàêòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé. Ôóíêöèÿ h(x, u, u1, . . . , uk) íàçûâà-
åòñÿ åå äèôôåðåíöèàëüíûì èíâàðèàíòîì k-ãî ïîðÿäêà, åñëè
X(h) = 0 äëÿ âñåõ X èç g.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî íàõîæäåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ
èíâàðèàíòîâ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ

pshx + qshu + q1shu1 + . . .+ qkshuk = 0, s = 1, . . . , r,

ãäå r � ðàçìåðíîñòü àëãåáðû g è âåêòîðíûå ïîëÿ Xs = ps∂x +
qs∂u+q1s∂u1+. . . îáðàçóþò åå áàçèñ. Î÷åâèäíî, ïðîèçâîëüíàÿ ôóíê-
öèÿ îò äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ åñòü äèôôåðåíöèàëüíûé
èíâàðèàíò, ïîýòîìó íàì íóæíî íàéòè íå îáùåå ðåøåíèå, à íàáîð
ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé, ïî âîçìîæíîñòè ïîëíûé.
Èíà÷å çàäà÷ó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êàê íàõîæäåíèå îáùèõ ïåð-
âûõ èíòåãðàëîâ äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé

dx

ps
=
du

qs
=
du1
q1

= . . . =
duk
qk
, s = 1, . . . , r. (1.35)

ßñíî, ÷òî äëÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ãðóïï ÷èñëî Nk ôóíêöèî-
íàëüíî íåçàâèñèìûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ïîðÿäêà íå
âûøå k ðàâíî k+1. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò èíâàðèàíòû íóëåâîãî
ïîðÿäêà, êîòîðûõ ìîæåò è íå áûòü, òî åñòü N0 ≤ 1. Óâåëè÷åíèå
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ðàçìåðíîñòè àëãåáðû íà 1 ìîæåò óìåíüøèòü Nk íà 1, à ìîæåò è
íå óìåíüøèòü. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ àëãåáðû ðàçìåðíîñòè r èìååì

N0 ≤ 1, k + 2− r ≤ Nk ≤ k + 1. (1.36)

Òåîðåìà 8. Ïóñòü h1, h2−äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû ïîðÿä-
êà k àëãåáðû g. Òîãäà ôóíêöèÿ

h =
dh1
dh2

=
Dx(h1)

Dx(h2)
(1.37)

åñòü äèôôåðåíöèàëüíûé èíâàðèàíò ïîðÿäêà k + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî âåêòîðíûå ïîëÿ èç g èìåþò
âèä X = pDx−∇ω, ãäå p = ωu1. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî (1.25), èìååì
(j = 1, 2)

XDx(hj) = pD2
x(hj)−∇ωDx(hj) =

= Dx(pDx(hj)−∇ω(hj))−Dx(p)Dx(hj) = −Dx(p)Dx(hj),

îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò X(h) = 0.

Çàìåòèì, ÷òî èç îöåíêè (1.36) ñëåäóåò, ÷òî âñå äèôôåðåíöèàëü-
íûå èíâàðèàíòû ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû èç íåñêîëüêèõ èíâàðèàí-
òîâ íèçøèõ ïîðÿäêîâ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè r = 1 èìååì

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ãðóïï âñå ôóíêöèîíàëü-
íî íåçàâèñèìûå äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû èìåþò âèä

y, v, v1 =
dv

dy
, v2 =

d2v

dy2
, . . . , vk =

dkv

dyk
, . . . , (1.38)

ãäå y, v � íåçàâèñèìûå èíâàðèàíòû ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòîâ èëëþñòðèðóþòñÿ
â ñëåäóþùèõ òðåõ ïðèìåðàõ.
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Ïðèìåð 10. Â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ðåøàòü ñèñòåìó (1.35)
â ëîá. Íàéäåì äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû ãðóïïû ðàñòÿæå-
íèé èç ïðèìåðà 2. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðà Ëè äâóìåðíà è èìååò
áàçèñ

x∂x − u1∂u1 − 2u2∂u2 − . . .− kuk∂uk − . . . ,
u∂u + u1∂u1 + u2∂u2 + . . .+ uk∂uk + . . . ,

òàê ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ èìåþò âèä

−dx
x

=
du1
u1

=
du2
2u2

= . . . =
duk
kuk

= . . . ;

du

u
=
du1
u1

=
du2
u2

= . . . =
duk
uk

= . . .

Ïåðâûå èíòåãðàëû êàæäîé ñèñòåìû ëåãêî íàõîäÿòñÿ. Äëÿ ïåðâîé
èìååì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ

u, xu1, x
2u2, . . . , x

kuk, . . .

è äëÿ âòîðîé
x, u1/u, u2/u, . . . , uk/u, . . .

Îòìåòèì, ÷òî ýòè èíâàðèàíòû íå ñîâïàäàþò ñ èíâàðèàíòàìè, ïî-
ñòðîåííûìè ïî ôîðìóëå (1.38), íî ýêâèâàëåíòíû èì. Äèôôåðåí-
öèàëüíûå èíâàðèàíòû âñåé àëãåáðû Ëè � ýòî òàêèå ôóíêöèè, êî-
òîðûå ìîæíî îäíîâðåìåííî çàïèñàòü êàê ôóíêöèè îò èíâàðèàíòîâ
èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Î÷åâèäíî, ýòî ôóíêöèè

xu1/u, x
2u2/u, . . . , x

kuk/u, . . .

Ïðèìåð 11. Â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ âûãîäíî ñèñòåìó (1.35)
ðåøàòü ïîñëåäîâàòåëüíî. Íà ïåðâîì øàãå íàõîäèì èíâàðèàíòû
y, v, v1, . . . äëÿ îäíîãî èç âåêòîðíûõ ïîëåé Xs, ñêàæåì, X1. Ïî-
ñêîëüêó èíâàðèàíòû âñåé àëãåáðû äîëæíû áûòü ôóíêöèÿìè îò
y, v, v1, . . . , òî ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü îñòàâøèåñÿ âåêòîðíûå ïîëÿ
â ýòèõ ïåðåìåííûõ è òåì ñàìûì ïîíèçèòü ïîðÿäîê ñèñòåìû (1.35).
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïåðåïèñûâàíèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ X2 äîñòàòî÷íî
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âû÷èñëèòü âåëè÷èíû p̄2 = X2(y); q̄2 = X2(v); q̄i2 = X2(vi). Íàé-
äåì ýòèì ñïîñîáîì äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû 3-ãî ïîðÿäêà
ïðîåêòèâíîé ãðóïïû ïðÿìîé

x̃ =
ax+ b

cx+ d
; ũ = u; ad− bc 6= 0.

Àëãåáðà Ëè ïîðîæäåíà âåêòîðíûìè ïîëÿìè

X0
1 = ∂x, X0

2 = x∂x, X0
3 = x2∂x

ñ êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè

[X1, X2] = X1; [X3, X2] = −X3; [X1, X3] = 2X2.

(Ýòà àëãåáðà èçîìîðôíà àëãåáðå sl2 âñåõ ìàòðèö ðàçìåðà 2× 2 ñ
íóëåâûì ñëåäîì.) Ïðîäîëæåíèÿ âåêòîðíûõ ïîëåé èìåþò âèä

X3
1 = ∂x; X3

2 = x∂x − u1∂u1 − 2u2∂u2 − 3u3∂u3;

X3
3 = x2∂x − 2xu1∂u1 − (4xu2 + 2u1)∂u2 − 6(xu3 + u2)∂u3.

Î÷åâèäíî, èíâàðèàíòû ïåðâîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ � ýòî u, u1, u2, u3,
òàê ÷òî ïåðåïèñûàíèå X2 â íîâûõ ïåðåìåííûõ ñâîäèòñÿ ïðîñòî ê
îòáðàñûâàíèþ ÷ëåíà x∂x, è ìû ïîëó÷àåì âåêòîðíîå ïîëå

X̄2 = u1∂u1 + 2u2∂u2 + 3u3∂u3.

Åãî èíâàðèàíòû ðàâíû u, v = u2/u
2
1; v1 = u3/u

3
1. Ïåðåïèøåì X3 â

ýòèõ ïåðåìåííûõ. Èìååì

X3
3(u) = 0; X3

3(v) = − 2

u1
; X3

3(v1) = −6
u2
u31

è, ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðíîå ïîëå ïðèíèìàåò âèä

X̄3 = − 2

u1
(∂v + 3v∂v1).

Î÷åâèäíî, îíî èìååò èíâàðèàíòû u è v1− 3
2v

2, è îêîí÷àòåëüíî ìû
ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèè

u,
u3
u31
− 3u22

u41
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-
x

6
u

ϕ

u(x)

r

ϕ

r

ñîñòàâëÿþò ïîëíûé íàáîð ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ èíâàðèàí-
òîâ òðåòüåãî ïîðÿäêà äëÿ ïðîåêòèâíîé ãðóïïû. Ïîñòðîåíèå ñòàð-
øèõ èíâàðèàíòîâ ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ïî ôîðìóëå (1.37). Çàìå-
òèì, ÷òî â ýòîì ïðèìåðå N0 = N1 = N2 = 1, N3 = 2, N4 = 3, . . . ,
òî åñòü ðåàëèçóåòñÿ íèæíÿÿ èç îöåíîê (1.36).

Ïðèìåð 12. Èíîãäà èíâàðèàíòû ìîæíî íàéòè èç ãåîìåòðè÷åñêèõ
ñîîáðàæåíèé. Ðàññìîòðèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó âðàùå-
íèé ïëîñêîñòè (x, u) x̃

ũ

 =

 cos a − sin a
sin a cos a

 x
u

 .
Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ãðóïïà äîïóñêàåò ñëåäóþùèå èíâàðèàíòû (ñì.
ðèñ.): ðàäèóñ r =

√
x2 + u2, óãîë

ϕ = arctg u1 − arcsin
u√

u2 + x2
= arctg u1 − arctg

u

x

ìåæäó ðàäèóñ-âåêòîðîì è êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó u = u(x) è êðè-
âèçíó ýòîãî ãðàôèêà, êîòîðàÿ, êàê èçâåñòíî èç àíàëèòè÷åñêîé ãåî-
ìåòðèè, çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

κ =
u2

(1 + u21)
3/2
.

Ñðàâíèì ýòè èíâàðèàíòû ñ íàéäåííûìè ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì.
Èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð ãðóïïû âðàùåíèé åñòü

X = −u∂x + x∂u + (1 + u21)∂u1 + 3u1u2∂u2 + (4u1u3 + 3u22)∂u3 + . . . ,
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ñëåäîâàòåëüíî, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ èíâàðèàíòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò âèä

−dx
u

=
du

x
=

du1
1 + u21

.

Ñíà÷àëà èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà íàõîäèì ïåðâûé èíòåãðàë x2 + u2,
ñîâïàäàþùèé ñ r2. Ïîñëå ýòîãî âòîðîå ðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä

du√
r2 − u2

=
du1

1 + u21

è èíòåãðèðîâàíèå ïðèâîäèò ê ïåðâîìó èíòåãðàëó ϕ. Äëÿ óäîáñòâà
ìîæíî ïåðåéòè ê èíâàðèàíòó

v = tgϕ =
xu1 − u
x+ uu1

.

Äàëüíåéøåå ïîñòðîåíèå èíâàðèàíòîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñîãëàñíî
Ñëåäñòâèþ 10. Íàïðèìåð, èíâàðèàíò âòîðîãî ïîðÿäêà ðàâåí

v1 =
dv

dr
=

√
x2 + u2

(x+ uu1)3
((x2 + u2)u2 − (1 + u21)(xu1 − u)).

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îí ñâÿçàí ñ êðèâèçíîé κ ñîîòíîøåíèåì

κ =
v1

(1 + v2)3/2
+

v

r(1 + v2)1/2
.

1.9. Ïîíèæåíèå ïîðÿäêà óðàâíåíèÿ

Òåîðåìà 9. Ïóñòü h1, . . . , hm ïîëíûé íàáîð ôóíêöèîíàëüíî íåçà-
âèñèìûõ èíâàðèàíòîâ ïîðÿäêà k àëãåáðû g. Òîãäà óðàâíåíèå (1.16)
èìååò g ñâîåé àëãåáðîé ñèììåòðèé, åñëè è òîëüêî åñëè îíî ìî-
æåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

F̃ (h1, . . . , hm) = 0. (1.39)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óðàâíåíèå (1.16) îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ ãè-
ïåðïîâåðõíîñòü M â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ x, u, u1, . . . , uk. Èç
òîãî, ÷òî âåêòîðíûå ïîëÿ g êàñàþòñÿM, ñëåäóåò, ÷òîM ñîñòîèò èç
îáùèõ ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ h1 = c1, . . . , hm = cm äèôôåðåíöèàëü-
íûõ èíâàðèàíòîâ. Ñäåëàåì êàêóþ-íèáóäü íåâûðîæäåííóþ çàìåíó
ïåðåìåííûõ (x, u, u1, . . . , uk) 7→ (h1, . . . , hm, ξm+1, . . . , ξk+2), òîãäà
ïîâåðõíîñòü M áóäåò çàäàâàòüñÿ óðàâíåíèåì âèäà F̄ (h, ξ) = 0.
Ïðîåêòèðóÿ M âäîëü îñåé ξ, ïîëó÷èì íåêîòîðóþ ãèïåðïîâåðõ-
íîñòü âèäà (1.39) â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ h1, . . . , hm.

Äëÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñëó÷àÿ èç Òåîðåìû 9 è Ñëåäñòâèÿ
2 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè óðàâíåíèå (1.16) äîïóñêàåò îäíîïàðàìåòðè-
÷åñêóþ ãðóïïó G, òî îíî ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå óðàâíåíèÿ
(k − 1)-ãî ïîðÿäêà

F̃ (y, v, v1, . . . , vk−1) = 0, (1.40)

ãäå y, v, vj = djv
dyj - äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû ãðóïïû G.

Èòàê, ïåðåõîä ê äèôôåðåíöèàëüíûì èíâàðèàíòàì îäíîïàðà-
ìåòðè÷åñêîé ãðóïïû ïîçâîëÿåò ïîíèæàòü ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ íà 1.
Îäíàêî ýòà çàìåíà ïåðåìåííûõ íåîáðàòèìà, è ïîýòîìó âîçíèêàåò
âîïðîñ: ñìîæåì ëè ìû âîññòàíîâèòü ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ
(1.16), ïîñëå òîãî êàê íàéäåì ðåøåíèå ðåäóöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ
(1.40)? Îòâåò ïîëîæèòåëüíûé. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü v = f(y) �
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.40), òîãäà, ÷òîáû íàéòè çàâèñèìîñòü u îò x,
ìû äîëæíû ðåøèòü âñïîìîãàòåëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà

v(x, u, u1) = f(y(x, u, u1)).

Íî ýòî óðàâíåíèå ñîäåðæèò òîëüêî èíâàðèàíòû y, v è ñëåäîâàòåëü-
íî äîïóñêàåò G â êà÷åñòâå ãðóïïû ñèììåòðèé. À îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî îíî ìîæåò áûòü ðåøåíî ìåòîäîì èíòåãðèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ
èç ðàçäåëà 2.7.
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Ïðèìåð 13. Ïðîäîëæàÿ òåìó ðàçäåëà 1.7, ðàññìîòðèì ñòàíäàðò-
íûå ìåòîäû ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà, èçó÷àåìûå â óíèâåðñèòåòñêîì
êóðñå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

1) Åñëè â óðàâíåíèå íå âõîäèò ÿâíî íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ u, òî
åñòü îíî èìååò âèä F (x, u1, . . . , uk) = 0, òî ïîíèæåíèå ïîðÿäêà äî-
ñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ïîäñòàíîâêè v = u1. Ýòà î÷åâèäíàÿ ïîäñòàíîâêà
åñòü ñëåäñòâèå èíâàðèàíòíîñòè óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ãðóïïû
ñäâèãîâ u→ u+ a.

2) Åñëè óðàâíåíèå íå ñîäåðæèò íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé, òî
åñòü èìååò âèä F (u, u1, . . . , uk) = 0, òî ïîðÿäîê ìîæíî ïîíèçèòü,
ïðèíÿâ çà íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ y = u è çàâèñèìóþ ïåðå-
ìåííóþ v = u1. Î÷åâèäíî, ýòî åñòü èíâàðèàíòû ãðóïïû ñäâèãîâ
x → x + a. Ïðè ýòîì åñëè íàéäåíî ðåøåíèå v = f(y) ðåäóöèðî-
âàííîãî óðàâíåíèÿ, òî, ÷òîáû íàéòè ðåøåíèå èñõîäíîãî, ñëåäóåò
ðåøèòü âñïîìîãàòåëüíîå óðàâíåíèå u1 = f(u) ñ ðàçäåëåííûìè ïå-
ðåìåííûìè.

3) Ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ ïîíèæàåòñÿ, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ îáîáùåí-
íî-îäíîðîäíûì, òî åñòü íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå x íà λnx è uj íà
λm−jnuj. Èíâàðèàíòàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà äàííîé ãðóïïû ðàñòÿæå-
íèé ÿâëÿþòñÿ y = un/xm è v = xu1/u.

4) Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì îáîáùåííî-îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ÿâ-
ëÿþòñÿ ëèíåéíûå îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôè-
öèåíòàìè, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ðàñòÿæåíèÿ u → λu. Èí-
âàðèàíòàìè (ýêâèâàëåíòíûìè óêàçàííûì âûøå) ñëóæàò x è w =
u1/u. Â ÷àñòíîñòè, ýòà çàìåíà ñâîäèò óðàâíåíèå u2 = a(x)u1+b(x)
ê óðàâíåíèþ Ðèêêàòè w1 = aw + b− w2.

Äëÿ r-ïàðàìåòðè÷åñêèõ ãðóïï ñèììåòðèé ñèòóàöèÿ ñòàíîâèòñÿ
ñëîæíåå. Ïåðâàÿ òðóäíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èíâàðèàíòû hi
èç Òåîðåìû 9 ìîãóò óæå íå èìåòü òàêîé ïðîñòîé ñòðóêòóðû (1.38),
êàê äëÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñëó÷àÿ. Ïðîùå âñåãî ðåäóêöèÿ îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ íèæíÿÿ èç îöåíîê (1.36). Ïðè
k = r ìû èìååì Nr = 2 ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ èíâàðèàíòà
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y è v ïîðÿäêà r, à âñå îñòàëüíûå äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû
ïî-ïðåæíåìó âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (1.38), òàê ÷òî óðàâíåíèå
(1.16) ïðèíèìàåò âèä F̃ (y, v, v1, . . . , vk−r) = 0.

Âòîðàÿ, áîëåå ñóùåñòâåííàÿ, òðóäíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ïî ðåøåíèÿì
ðåäóöèðîâàííîãî ìîæåò îêàçàòüñÿ íåäîñòàòî÷íî êâàäðàòóð. Ýòî
çàâèñèò îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ àëãåáðà Ëè ñèììåòðèé ðàçðåøèìîé, èëè
íåò (ñì. íàïð. [5]). Â ÷àñòíîñòè, ÷òîáû ïîëíîñòüþ ðåøèòü â êâàä-
ðàòóðàõ óðàâíåíèå (1.16) k-ãî ïîðÿäêà, äîñòàòî÷íî çíàòü ðàçðå-
øèìóþ k-ìåðíóþ àëãåáðó ñèììåòðèé ýòîãî óðàâíåíèÿ.

2. Óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

2.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü òåïåðü ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ðàâíî m. Ïðîáå-
æèìñÿ ïî îñíîâíûì ïîíÿòèÿì èç ïðåäûäóùåé ãëàâû è ïîñìîòðèì,
÷òî â íèõ íàäî ïîäïðàâèòü äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ. Äëÿ ýòîãî ïðèäåò-
ñÿ ââåñòè ìóëüòèèíäåêñíóþ çàïèñü: äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñìåøàííîé
ïðîèçâîäíîé s1-ãî ïîðÿäêà ïî x1, . . . , sm-ãî ïîðÿäêà ïî xm, áóäåì
èñïîëüçîâàòü ìóëüòèèíäåêñ σ = (s1, . . . , sm). Ïîðÿäêîì ìóëüòè-
èíäåêñà íàçûâàåòñÿ ÷èñëî |σ| = s1 + . . .+sm. Òàêàÿ çàïèñü óäîáíà
â îñíîâíîì â òåîðåòè÷åñêèõ âûêëàäêàõ. Íà ïðàêòèêå, êàê ïðàâè-
ëî, ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ ïðîèçâîäíûìè íå î÷åíü âûñîêîãî ïî-
ðÿäêà, è â ýòèõ ñëó÷àÿõ èíîãäà âûãîäíåå ïèñàòü ÷òî-íèáóäü òèïà
ui, uij, uiij èëè äàæå ux, uxy, uxxy. Ìû áóäåì ïåðåõîäèòü îò îäíîé
ôîðìû çàïèñè ê äðóãîé áåç ïðåäóïðåæäåíèÿ.

Òî÷å÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Îïðåäåëåíèå òî÷å÷íîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ îñòàåòñÿ â òî÷íîñòè òåì æå, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî òåïåðü x åñòü
âåêòîð (x1, . . . , xm) è ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèÿ P ÿâëÿåòñÿ âåê-
òîðíîçíà÷íîé: P = (P1, . . . , Pm). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè ýòîì è
ôîðìóëû (1.5) äëÿ ïðîäîëæåíèÿ îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè, åñëè
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ñ÷èòàòü, ÷òî Dx åñòü âåêòîð Dx = (Dx1, . . . , Dxm), è j íå ÷èñëî, à
ìóëüòèèíäåêñ j = (j1, . . . , jm). Ðàçóìååòñÿ, ôîðìóëó äëÿ ïîëíîãî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ òîæå íàäî ïîäïðàâèòü:

Dxi = ∂xi +
∑
σ
uσ,i∂uσ .

Ôîðìóëû äëÿ ïðîäîëæåíèé ũσ = Qσ, ãäå ôóíêöèè Qσ çàâèñÿò îò
x1, . . . , xm, u è âñåõ uα òàêèõ, ÷òî |α| ≤ |σ|, âû÷èñëÿþòñÿ ðåêóð-
ðåíòíî èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé∑

j

Dxi(Pj)Q
σ,j = Dxi(Q

σ), i = 1, . . . ,m, (2.1)

ãäå ÷åðåç σ, j îáîçíà÷åí ìóëüòèèíäåêñ (s1, . . . , sj + 1, . . . , sm). Ïðè
ýòîì ïðèõîäèòñÿ îáðàùàòü ìàòðèöó Dx(P ) ðàçìåðà m×m ñ ýëå-
ìåíòîì

Dxi(Pj) =
∂Pj
∂xi

+
∂Pj
∂u

ui

íà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà, ÷òî ïðèâîäèò ê ôîðìóëå
(1.6), â êîòîðîé Dx è Dx̃ ÿâëÿþòñÿ âåêòîðàìè-ñòîëáöàìè,

Çàäà÷à 7. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà Dx(P ) îáðàòèìà.

Ïðèìåð 14. Â êóðñå ÓÌÔ äëÿ ïðèâåäåíèÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âè-
äó ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè
ïåðåìåííûìè

a(x, y)uxx + 2b(x, y)uxy + c(x, y)uyy + f = 0

èñïîëüçóþòñÿ òî÷å÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà

x̃ = ϕ(x, y); ỹ = ψ(x, y); ũ = u.

Ñâÿçü ìåæäó ïðîèçâîäíûìè äàåòñÿ ôîðìóëîé Dx

Dy

 =

 ϕx ψx
ϕy ψy

 Dx̃

Dỹ

 .
Çàìåòèì, ÷òî â ýòîé çàäà÷å íóæíà èìåííî ýòà ôîðìóëà, à íå îá-
ðàòíàÿ ê íåé (1.6).
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Çàäà÷à 8. Ïîêàçàòü, ÷òî çàìåíà

t̃ =
4

t2
, x̃ = −2

x

t
, ũ =

t2u

4
+
xt

24

ñâÿçûâàåò öèëèíäðè÷åñêîå

ũt̃ = ũx̃x̃x̃ + 6ũũx̃ −
ũ

2t̃
(2.2)

è îáû÷íîå óðàâíåíèå Êîðòåâåãà � äå Âðèçà (KdV)

ut = uxxx + 6uux. (2.3)

Êîíòàêòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Àíàëîãè÷íî îáîáùàåòñÿ ïîíÿòèå
êîíòàêòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Îíî çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè

x̃i = Pi, ũ = Q, ũi = Qi, i = 1, . . . ,m, (2.4)

ãäå ôóíêöèè Pi, Q,Q
i çàâèñÿò îò x1, . . . , xm, u, u1, . . . , um è óäîâëå-

òâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

Dxi(Q) =
m∑
s=1

QsDxi(Ps)

èëè, áîëåå ïîäðîáíî,

Quj =
m∑
s=1

QsPs,uj , Qxi +Quui =
m∑
s=1

Qs(Ps,xi + Ps,uui). (2.5)

Ïðèìåð 15. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà

x̃i = ui; ũ =
∑
xiui − u; ũi = xi.

Ïðèìåð 16. Ïðåîáðàçîâàíèå èç ïðèìåðà 4 òàêæå äîïóñêàåò ìíî-
ãîìåðíîå îáîáùåíèå:

x̃i = xi; ũ =
a

2

∑
u2i ; ũi = tui.
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Îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé. Ñàìî ýòî ïîíÿòèå
â îáîáùåíèè íå íóæäàåòñÿ. Åäèíñòâåííîå, ÷òî íàì íóæíî, � íà-
ó÷èòüñÿ âû÷èñëÿòü ïðîäîëæåíèÿ èíôèíèòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ (2.4) îáðàçóþò îäíîïàðàìåò-
ðè÷åñêóþ ãðóïïó, òî åñòü ôóíêöèè Pi, Q,Q

i çàâèñÿò îò ãðóïïîâîãî
ïàðàìåòðà a. Ñàì èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð èìååò âèä

X1 = p1∂x1 + . . .+ pm∂xm + q∂u + q1∂u1 + . . .+ qm∂um,

ãäå pi = (dPi/da)|a=0 è òàê äàëåå. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîäîëæåííîãî
îïåðàòîðà

X = p1∂x1 + . . .+ pm∂xm +
∑
σ
qσ∂uσ (2.6)

äèôôåðåíöèðóåì ôîðìóëó (2.1) è ïîëàãàåì a = 0. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåì

qσ,i = Dxi(q
σ)−

∑
j

Dxi(pj)uσ,j. (2.7)

Â îòëè÷èå îò ôîðìóëû (2.1) ýòà ôîðìóëà � ÿâíàÿ! Çäåñü åùå íà-
ãëÿäíåé, ÷åì â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, âèäíî ïðåèìóùåñòâî èíôèíè-
òåçèìàëüíîãî ïîäõîäà.

Çàäà÷à 9. Íàéòè íåñêîëüêî ïðîäîëæåíèé ãåíåðàòîðà ãðóïïû èç
ïðèìåðà 16.

Ìîæíî äîêàçàòü òàêæå àíàëîãè òåîðåì 5 è 6. Äëÿ ýòîãî ïðåæäå
âñåãî ñëåäóåò äîêàçàòü ïî èíäóêöèè àíàëîã ôîðìóëû (1.23):

qσ =
∑
j

uσ,jpj −Dσ
x(ω), (2.8)

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

ω =
∑
j

ujpj − q, Dσ
x = Dσ1

x1
· . . . ·Dσm

xm
.

Èíäóêöèÿ âåäåòñÿ ïî ïîðÿäêó ìóëüòèèíäåêñà |σ|. Èç ôîðìóëû
(2.5) ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèÿ

qui =
∑
j

ujpj,ui (2.9)

è äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
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Òåîðåìà 10. Áåñêîíå÷íîå ïðîäîëæåíèå èíôèíèòåçèìàëüíîãî
îïåðàòîðà äëÿ ïðîèçâîëüíîé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû êîí-
òàêòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (2.4) èìååò âèä

Xω =
∑
j

ωujDxj −∇ω, (2.10)

ãäå ýâîëþöèîííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ∇ω çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

∇ω =
∑
σ
Dσ(ω)∂uσ ,

à õàðàêòåðèñòèêà ω åñòü ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îò xi, u, ui, ïðè-
÷åì òî÷å÷íûå ãðóïïû õàðàêòåðèçóþòñÿ óñëîâèåì ωuiuj = 0.

Òåîðåìà 6 âîîáùå íå íóæäàåòñÿ â ìîäèôèêàöèÿõ è äîêàçûâà-
åòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ.

Çàäà÷à 10. Ïðîäåëàéòå àêêóðàòíîå äîêàçàòåëüñòâî ñôîðìóëèðî-
âàííûõ òåîðåì.

Àëãåáðà ñèììåòðèé óðàâíåíèÿ. Ýòî ïîíÿòèå òàêæå íå ïðåòåðïå-
âàåò èçìåíåíèé. Îñíîâíîå âî âñåé òåîðèè îïðåäåëÿþùåå óðàâíå-
íèå (1.22) ãîäèòñÿ íà âñå ñëó÷àè æèçíè.

Ðåçþìå. Èòàê, ìû âèäèì, ÷òî âñå áàçîâûå îïðåäåëåíèÿ è ïîíÿ-
òèÿ ëèáî ñîâñåì íå ìåíÿþòñÿ, ëèáî ìåíÿþòñÿ ñîâåðøåííî åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì. Èç ñëåäóþùåãî ðàçäåëà ìû óâèäèì, ÷òî è ñà-
ìà ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ àëãåáðû ñèììåòðèé, ïî ñóùåñòâó, íå ñî-
äåðæèò íè÷åãî íîâîãî. Ðàçëè÷èÿ íà÷èíàþòñÿ ïîçæå, ïðè ïåðåõîäå
ê èñïîëüçîâàíèþ ñèììåòðèé. Â ñëó÷àå îáûêíîâåííûõ óðàâíåíèé
ñèììåòðèè ïîçâîëÿþò ïîíèæàòü ïîðÿäîê, à â ñëó÷àå óðàâíåíèé
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ èõ ïîìîùüþ ìîæíî óìåíüøèòü ÷èñëî
íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ. Ïðàâäà, ïðè ýòîì ìû íàõîäèì òîëüêî
÷àñòíûå ðåøåíèÿ.
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2.2. Âû÷èñëåíèå àëãåáðû ñèììåòðèé

Ïðè ïðàêòè÷åñêîì âû÷èñëåíèè àëãåáðû ñèììåòðèé óäîáíåå ïîëü-
çîâàòüñÿ ïðåäñòàâëåíèåì îïåðàòîðà (2.6) â âèäå (2.10). Äåéñòâè-
òåëüíî, ïðè ýòîì ìû ñëåäèì âñåãî ëèøü çà îäíîé ôóíêöèåé ω âìå-
ñòî m+1 ôóíêöèé p1, . . . , pm, q. Êðîìå òîãî, ïðè ðåøåíèè îïðåäå-
ëÿþùåãî óðàâíåíèÿ (1.22) ñëàãàåìûìè ωusDxs ìîæíî ïðåíåáðå÷ü,
òàê êàê Dxs(F )|F=0 ≡ 0. Èòàê, âñå, ÷òî íàì íóæíî, � ýòî íàéòè
ôóíêöèþ ω(x1, . . . , xm, u, u1, . . . , um) òàêóþ, ÷òî

∇ω(F )|F=0 = 0. (2.11)

Ïîñëå ýòîãî ïðè æåëàíèè ìîæíî âîññòàíîâèòü îïåðàòîð X0 ïî
ÿâíûì ôîðìóëàì

pi = ωui; q =
∑
j

ujpj − ω.

Ðàçóìååòñÿ, ïðèìåíåíèå ïðîãðàìì ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé ñóùå-
ñòâåííî îáëåã÷àåò òðóä è â ñëó÷àå óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ.

Ïðèìåð 17. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè

ut = uxx. (2.12)

Óðàâíåíèå íà èñêîìóþ ôóíêöèþ ω, çàâèñÿùóþ îò t, x, u, ux, ut,
èìååò âèä

Dt(ω) = D2
x(ω),

ïðè÷åì ìû äîëæíû ïîìíèòü, ÷òî �ñèäèì� íà óðàâíåíèè, òî åñòü
ut = uxx;uxt = uxxx;utt = uxxxx è òàê äàëåå. Â äàííîì ïðèìåðå,
êàê è âîîáùå â ñëó÷àå ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé, òî åñòü óðàâíå-
íèé âèäà

ut = f(t, x2, . . . , xm, u, ux2, . . . , uxm, . . .),

óäîáíî ñîâñåì èçáàâèòüñÿ îò ïðîèçâîäíûõ ïî t, çàìåíÿÿ èõ â ñèëó
óðàâíåíèÿ. Ïðè ýòîì åñëè m = 2, òî äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïî x = x2
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ìîæíî èñïîëüçîâàòü òå æå óäîáíûå îáîçíà÷åíèÿ uj = ∂jx(u), ÷òî
è â ñëó÷àå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Èòàê, ïîëîæèì a(t, x, u, u1, u2) = ω(t, x, u, u1, ut) è ðàñïèøåì
îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå:

at + auu2 + au1u3 + au2u4 = Dx(ax + auu1 + au1u2 + au2u3). (2.13)

Ôóíêöèÿ a çàâèñèò îò u è ïðîèçâîäíûõ u1, u2, à â óðàâíåíèè (2.13)
ñîäåðæàòñÿ òàêæå u3 è u4, òî åñòü ïî íèì ïðîèñõîäèò ðàñùåïëå-
íèå. Ñàìàÿ ñòàðøàÿ áóêâà � u4, íî âèäíî, ÷òî íà ñàìîì äåëå êî-
ýôôèöèåíòû ïðè íåé ñîêðàùàþòñÿ. Äàëüøå, ïðèðàâíèâàÿ íóëþ
êîýôôèöèåíòû ïðè u23 è u3, ïîëó÷àåì ïåðâûå ðåçóëüòàòû:

au2u2 = 0; au1 = axu2 + auu2u1 + au1u2u2 + au1 +Dx(au2).

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ èìååì a = αu2+b, ãäå ôóíêöèè α è b ìîãóò
çàâèñåòü îò t, x, u, u1 è òîãäà âòîðîå óðàâíåíèå ïåðåïèñûâàåòñÿ â
âèäå Dx(α) = 0. Èòàê,

a = α(t)u2 + b(t, x, u, u1)

è ïîäñòàíîâêà ýòîé ôîðìóëû â (2.13) äàåò

αtu2 + bt + buu2 = Dx(bx + buu1) +Dx(bu1)u2. (2.14)

Çäåñü ïðîèñõîäèò ðàñùåïëåíèå ïî u2. Ïðèðàâíèâàÿ íóëþ êîýôôè-
öèåíòû ïðè u22 è u2, óòî÷íÿåì âèä ôóíêöèè b :

bu1u1 = 0; αt = 2(bxu1 + buu1u1).

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ èìååì b = βu1 + c, ãäå β è c ìîãóò çàâèñåòü
óæå òîëüêî îò t, x, u, òîãäà âòîðîå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä αt =
2Dx(β). Ñëåäîâàòåëüíî,

b = (
αt
2
x+ γ(t))u1 + c(t, x, u).

Ïîäñòàíîâêà â (2.14) äàåò íàì ôîðìóëó

(
αtt
2
x+ γt)u1 + ct = Dx(cx) +Dx(cu)u1,

42



â êîòîðîé ïðîèñõîäèò ðàñùåïëåíèå ïî u1. Ïðèðàâíèâàÿ 0 êîýôôè-
öèåíòû ïðè u21, u1, à òàêæå ñâîáîäíûé ÷ëåí, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ

cuu = 0;
αtt
2
x+ γt = 2cxu; ct = cxx.

Ïîëàãàÿ c = δu + d, ãäå δ è d çàâèñÿò îò t, x, ïåðåïèñûâàåì ýòè
óðàâíåíèÿ â âèäå

αtt
2
x+ γt = 2δx; δt = δxx; dt = dxx.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ èìååì

δ =
αtt
8
x2 +

γt
2
x+ ε(t),

è ïîäñòàíîâêà âî âòîðîå äàåò

αttt = 0; γtt = 0; ε =
αt
4

+ const .

Èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò òîëüêî, ÷òî d � ïðîèçâîëüíîå ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ (2.12). Áîëüøå íèêàêèõ óðàâíåíèé íå îñòàëîñü.

Íà÷íåì ñîáèðàòü âñå âìåñòå. Çàìåíÿÿ u2 íà ut, èìååì

ω = αut + b = αut + (
αt
2
x+ γ)ux + c = αut + (

αt
2
x+ γ)ux +

+ δu+ d = αut + (
αt
2
x+ γ)ux + (

αtt
8
x2 +

γt
2
x+ ε)u+ d,

ãäå α = 4C1t
2 +2C2t+C3; γ = 2C4t+C5; ε = 2C1t+C6; dt =

dxx. Çàíóëÿÿ ïî î÷åðåäè âñå êîýôôèöèåíòû, êðîìå îäíîãî, ïîëó-
÷àåì, ÷òî îáùåå ðåøåíèå ω åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñëåäóþùèõ
÷àñòíûõ ðåøåíèé:

ω1 = 4t2ut + 4txux + (x2 + 2t)u; ω2 = 2tut + xux; ω3 = ut;

ω4 = 2tux + xu; ω5 = ux; ω6 = u; ωd = d.

Çàìåòèì, ÷òî âñå ýòè ðåøåíèÿ ëèíåéíû ïî ïðîèçâîäíûì, òî åñòü
ñîáñòâåííî êîíòàêòíûõ ñèììåòðèé íå íàøëîñü. Ëåãêî âû÷èñëèòü
ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòîðû X0 :

X1 = 4t2∂t + 4tx∂x − (x2 + 2t)u∂u; X2 = 2t∂t + x∂x; X3 = ∂t;

X4 = 2t∂x − xu∂u; X5 = ∂x; X6 = u∂u; Xd = d∂u.
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Àëãåáðà ñèììåòðèé â äàííîì ïðèìåðå áåñêîíå÷íîìåðíà èç-çà íà-
ëè÷èÿ ñèììåòðèé âèäà Xd, ãäå d � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Áåñêîíå÷íîìåðíîñòü àëãåáðû ñèììåòðèé
õàðàêòåðíà äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è îòðàæàåò ïðîñòî ïðèíöèï
ëèíåéíîé ñóïåðïîçèöèè. Äåéñòâèòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùåå ãðóïïî-
âîå ïðåîáðàçîâàíèå çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè x̃ = x; t̃ = t; ũ = u+ ad.

Çàäà÷à 11. Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèÿ (1.14), íàéäèòå ãðóïïîâûå ïðå-
îáðàçîâàíèÿ äëÿ îñòàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé. Ïîñòðîéòå êîììó-
òàöèîííóþ òàáëèöó, êàê â ïðèìåðå 8.

Ïðèìåð 18. Âíîâü ðàññìîòðèì óðàâíåíèå KdV (2.3). Áóäåì ïðè-
äåðæèâàòüñÿ òåõ æå îáîçíà÷åíèé, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, è
ïîëîæèì a(t, x, u, u1, u3) = ω(t, x, u, ux, ut). Îïðåäåëÿþùåå óðàâ-
íåíèå íà ôóíêöèþ a èìååò âèä

Dt(a) = D3
x(a) + 6uDx(a) + 6u1a.

Ðàñïèñàâ åãî, ïîëó÷èì, ïîñëå íåêîòîðûõ ñîêðàùåíèé, óðàâíåíèå

at + auu3 + au1(u4 + 6u21) + au3(u6 + 24u1u3 + 18u22) =

= D2
x(ax + auu1 + au1u2 + au3u4) + 6uax + 6u1a. (2.15)

Âû÷èñëÿÿ êîýôôèöèåíò ïðè u5, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå Dx(au3) =
0, îòêóäà ñëåäóåò

a = α(t)u3 + b(t, x, u, u1).

Ïîäñòàâëÿÿ â (2.15), ïîëó÷àåì

αtu3 + bt + buu3 + bu1(u4 + 6u21) + 18α(u1u3 + u22) =

= D2
x(bx + buu1 + bu1u2) + 6ubx + 6u1b. (2.16)

Êîýôôèöèåíò ïðè u3 äàåò óðàâíåíèå

αt + 18αu1 = 3(bxu1 + buu1u1 + bu1u1u2),
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êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàñùåïëÿåòñÿ ïî u2. Ïîëàãàÿ ñíà÷àëà
b = βu1 + c, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ αt = 3βx; 6α = βu, èç êîòîðûõ
ñëåäóåò, ÷òî b èìååò âèä

b = (6αu+
αt
3
x+ γ(t))u1 + c(t, x, u).

Ïîäñòàíîâêà â (2.16) äàåò

(4αtu+
αtt
3
x+ γt)u1 + ct =

= D2
x(cx) +D2

x(cu)u1 + 2Dx(cu)u2 + 6ucx + 6u1c. (2.17)

Êîýôôèöèåíò ïðè u2 äàåò Dx(cu) = 0, îòêóäà c = δ(t)u + d(t, x),
è ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (2.17), èìååì

(4αtu+
αtt
3
x+ γt)u1 + δtu+ dt = dxxx + 6udx + 6u1(δu+ d).

Ïðèðàâíèâàÿ íóëþ êîýôôèöèåíòû ïðè uu1, u1 è u, ïîëó÷àåì ñè-
ñòåìó óðàâíåíèé

δ =
2

3
αt; δt = 6dx; 6d =

αtt
3
x+ γt; dt = dxxx

êîòîðàÿ ëåãêî ðåøàåòñÿ:

α = 3C1t+ C2; γ = 6C3t+ C4; δ = 2C1; d = C3.

Îñòàëîñü ñîáðàòü âñå âîåäèíî. Èìååì

a = αu3 + (6αu+
αt
3
x+ γ)u1 + δu+ d,

èëè, âîçâðàùàÿñü ê ω,

ω = αut + (
αt
3
x+ γ)u1 + δu+ d =

= (3C1t+ C2)ut + (C1x+ 6C3t+ C4)ux + 2C1u+ C3.

Â ýòîì ïðèìåðå, êàê è â ïðåäûäóùåì, âñå ñèììåòðèè òî÷å÷íûå.
Àëãåáðà ñèììåòðèé 4-ìåðíà, â êà÷åñòâå áàçèñà ìîæíî ïðèíÿòü
âåêòîðíûå ïîëÿ (âûïèñàíû X0)

X1 = 3t∂t + x∂x − 2u∂u; X2 = ∂t; X3 = 6t∂x − ∂u; X4 = ∂x
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ñî ñëåäóþùèìè êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè:

X1 X2 X3 X4

X1 0 −3X2 2X3 −X4

X2 0 6X4 0
X3 0 0
X4 0

Ëåãêî íàéòè è ñîîòâåòñòâóþùèå ãðóïïîâûå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

X1 : t̃ = e3at; x̃ = eax; ũ = e−2au; (ðàñòÿæåíèå);
X2 : t̃ = t+ a; x̃ = x; ũ = u; (ñäâèã ïî t);
X3 : t̃ = t; x̃ = x+ 6at; ũ = u− a; (ïðåîáðàçîâàíèå

Ãàëèëåÿ);
X4 : t̃ = t; x̃ = x+ a; ũ = u (ñäâèã ïî x).

2.3. Èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ

Óíèâåðñàëüíûé ïóòü ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñíà÷àëà íàéòè îáùåå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, à çàòåì óòî÷íèòü åãî âèä, ïîäñòàâèâ â ãðàíè÷-
íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Íåäîñòàòêîì ýòîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ òî,
÷òî íàõîæäåíèå îáùåãî ðåøåíèÿ ÷àñòî ÿâëÿåòñÿ î÷åíü òðóäíîé, à
èíîãäà è íåðàçðåøèìîé çàäà÷åé. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îêàçûâà-
åòñÿ äîñòàòî÷íûì èñêàòü ðåøåíèå â êàêîé-òî ÷àñòíîé ôîðìå. Ýòî
ïðîèñõîäèò, êîãäà êðàåâûå óñëîâèÿ èìåþò ñïåöèàëüíûé âèä.

Ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ òèïîâ âñòðå÷àþòñÿ íàñòîëüêî ÷àñòî, ÷òî èì
ïðèñâàèâàþòñÿ îñîáûå íàçâàíèÿ: ñòàöèîíàðíûå, 2- èëè 1-ìåðíûå,
ðàäèàëüíî- èëè àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷åñêèå, àâòîìîäåëüíûå, ðå-
øåíèÿ òèïà áåãóùåé âîëíû è òàê äàëåå. Óïîòðåáëÿþòñÿ è áî-
ëåå ñïåöèôè÷åñêèå (òî åñòü ïðèìåíèìûå ê îòäåëüíûì óðàâíåíèÿì
èëè òèïàì óðàâíåíèé) íàçâàíèÿ, íàïðèìåð, öèëèíäðè÷åñêàÿ âîë-
íà, ïëîñêàÿ âîëíà, ñîëèòîí. Âñå ýòè ðåøåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè îáùåãî ïîíÿòèÿ èíâàðèàíòíîãî ðåøå-
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íèÿ. Ïðåæäå ÷åì äàâàòü îáùåå îïðåäåëåíèå, ðàññìîòðèì ïðîñòîé
ïðèìåð.

Ïðèìåð 19. (Ñôåðè÷åñêàÿ âîëíà) Äàíî âîëíîâîå óðàâíåíèå

utt = uxx + uyy + uzz (2.18)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè u|t=0 = ϕ(r);ut|t=0 = ψ(r), çàâèñÿùèìè
òîëüêî îò ðàäèóñà r =

√
x2 + y2 + z2. Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî ðåøå-

íèå áóäåò çàâèñåòü òîëüêî îò r â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè, ÷òî ïîç-
âîëÿåò îãðàíè÷èòüñÿ ïîèñêîì ðåøåíèé ÷àñòíîãî âèäà u = v(t, r).
×òîáû çàïèñàòü óðàâíåíèå íà ôóíêöèþ v, ìû äîëæíû âûðàçèòü
ïðîèçâîäíûå u ïî t, x, y, z ÷åðåç ïðîèçâîäíûå v ïî t, r. Íàïðèìåð,
èìååì rx = x/r, îòêóäà

ux =
x

r
vr; uxx =

1

r
− x2

r3

 vr +
x2

r2
vrr.

Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì

vtt =

3

r
− x2 + y2 + z2

r3

 vr +

x2 + y2 + z2

r2

 vrr =
2

r
vr + vrr.

(2.19)
Ââîäÿ îáîçíà÷åíèå w = rv, ñâîäèì íàøó çàäà÷ó ê îäíîìåðíîé
çàäà÷å íà ïîëóîñè:

wtt = wrr, r > 0;

w(0, r) = rϕ(r); wt(0, r) = rψ(r); w(t, 0) = 0.

Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, êàê â ôîðìóëå (2.19) ñîêðàòèëèñü âñå
�ëèøíèå� ïåðåìåííûå. Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè áû ýòîãî íå ïðîèçîøëî,
òî ïîäñòàíîâêà u = v(t, r) áûëà áû íåêîððåêòíîé. Èíà÷å ãîâîðÿ,
òðåáóåòñÿ íå òîëüêî, ÷òîáû êðàåâûå óñëîâèÿ áûëè ñïåöèàëüíîãî
âèäà, íî è ÷òîáû ñàìî óðàâíåíèå áûëî êàê-òî ñîãëàñîâàíî ñ èñêî-
ìûì âèäîì ðåøåíèÿ. Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå ýòî �èíòóèòèâíî
ÿñíî� èç ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà óðàâíåíèÿ.
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Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü G � íåêîòîðàÿ ãðóïïà òî÷å÷íûõ ñèì-
ìåòðèé óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ F (x, u, uσ) = 0. Ðåøå-
íèå u = f(x) íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ãðóïïû
G, èëè G-èíâàðèàíòíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ T :
(x, u) 7→ (x̃, ũ) èç ãðóïïû âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ũ = f(x̃).

Îáùèé âèä G-èíâàðèàíòíûõ ôóíêöèé çàäàåòñÿ íåÿâíîé ôîð-
ìóëîé

Φ(h1, . . . , hs) = 0, (2.20)

ãäå Φ � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, à hi(x1, . . . , xm, u), i = 1, . . . , s
� ïîëíûé íàáîð ôóíêöèîíàëüíî-íåçàâèñèìûõ èíâàðèàíòîâ íóëå-
âîãî ïîðÿäêà ãðóïïû G. ×èñëî s òàêèõ èíâàðèàíòîâ ðàâíî m +
1 − d, ãäå d � ðàçìåðíîñòü îðáèò ãðóïïû G. Äëÿ îäíîïàðàìåò-
ðè÷åñêèõ ãðóïï, î÷åâèäíî, d = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, s = m, íî
äëÿ r-ïàðàìåòðè÷åñêèõ ãðóïï ðàçìåðíîñòü îðáèò ìîæåò áûòü è
ìåíüøå r.

Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùèé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ G-èíâàðèàíò-
íûõ ðåøåíèé. Âûáèðàåì îäèí èç èíâàðèàíòîâ â êà÷åñòâå íîâîé
çàâèñèìîé ïåðåìåííîé v, à îñòàëüíûå ñ÷èòàåì íîâûìè íåçàâèñè-
ìûìè ïåðåìåííûìè y1, . . . , ys−1. Êîíå÷íî, çàìåíà (x, u) → (y, v)
âûðîæäåíà, íî â ñèëó òîãî, ÷òî ñàìî óðàâíåíèå äîïóñêàåò G â
êà÷åñòâå ãðóïïû ñèììåòðèé, åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü â íîâûõ ïå-
ðåìåííûõ. Òàêàÿ ïðîöåäóðà íàçûâàåòñÿ ðåäóêöèåé. (Íà ïðàêòèêå
áûâàåò óäîáíî äîïîëíèòü íàáîð ïåðåìåííûõ (y, v) êàêèìè-íèáóäü
�ëèøíèìè� ïåðåìåííûìè òàê, ÷òîáû çàìåíà ñòàëà íåâûðîæäåí-
íîé. Ïîñëå îñóùåñòâëåíèÿ çàìåíû ýòè ïåðåìåííûå ñîêðàòÿòñÿ.)
Ðåøàÿ ðåäóöèðîâàííîå óðàâíåíèå, ìû òåì ñàìûì óòî÷íÿåì âèä
ôóíêöèè Φ â (2.20).

Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó 19. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ôàêòè÷åñêè ìû
íàøëè ðåøåíèÿ, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî 3-ïàðàìåòðè÷åñêîé
ãðóïïû SO(3) âðàùåíèé 3-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà R3 :

t̃ = t; X̃ = AX; ũ = u,
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ãäå X = (x, y, z), A ∈ SO(3). Îðáèòû ýòîé ãðóïïû åñòü äâóìåð-
íûå ñôåðû, è ïîýòîìó ìû èìååì 3 = 5− 2 èíâàðèàíòà t, r, u.

Â òåîðèè èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé âîçíèêàþò äâà îñíîâíûõ âî-
ïðîñà. Îíè äîñòàòî÷íî ñëîæíû, è ìû òîëüêî çàôèêñèðóåì âíèìà-
íèå ÷èòàòåëÿ íà íèõ (ïî ýòîìó ïîâîäó ñì., íàïð., [5,6]).

1) Êëàññèôèêàöèÿ èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé. Îáû÷íî èùóòñÿ ðå-
øåíèÿ, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî íå âñåé ãðóïïû ñèììåòðèé G,
à òîëüêî îòíîñèòåëüíî êàêîé-òî ïîäãðóïïû G0 (íàïðèìåð, ìîæ-
íî ïîêàçàòü, ÷òî ïîëíàÿ ãðóïïà ñèììåòðèé óðàâíåíèÿ (2.18) 10-
ìåðíà). Ïðè ýòîì êàæäîé ïîäãðóïïå îòâå÷àþò ñâîè ðåøåíèÿ. Îä-
íàêî íå âñå îíè ðàçëè÷àþòñÿ ïî ñóùåñòâó, òàê êàê ðåøåíèÿ, ñî-
îòâåòñòâóþùèå ñîïðÿæåííûì ïîäãðóïïàì G0 è TG0T

−1, ïåðåâî-
äÿòñÿ äðóã â äðóãà ïðåîáðàçîâàíèåì T. (Íàïðèìåð, ìîæíî èñêàòü
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.18) â âèäå ïëîñêîé âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþ-
ùåéñÿ â íàïðàâëåíèè ~a ∈ R3. Ýòî åñòü ðåøåíèå, èíâàðèàíòíîå îò-
íîñèòåëüíî ñäâèãîâ â íàïðàâëåíèÿõ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ~a. Îäíà-
êî, ó÷èòûâàÿ âðàùåíèå, ìû ìîæåì îãðàíè÷èòüñÿ èçó÷åíèåì ïëîñ-
êèõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âäîëü îñè x.) Òàêèì îáðàçîì, âîç-
íèêàåò çàäà÷à êëàññèôèêàöèè ïîäãðóïï ãðóïïû G îòíîñèòåëüíî
ñîïðÿæåíèÿ.

2) Èññëåäîâàíèå ðåäóöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ. Äîïóñòèì, ìû
èùåì ðåøåíèÿ, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû G0. Ñïðà-
øèâàåòñÿ, ÷òî ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò ñ îñòàëüíûìè ñèììåòðèÿìè?
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÷àñòü èç íèõ ìîæåò ïåðåéòè â ñèììåòðèè ðåäó-
öèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ, à äðóãàÿ ÷àñòü ìîæåò ïðîïàñòü, ïðè÷åì
îòâåò çàâèñèò îò ñòðóêòóðû àëãåáðû ñèììåòðèé. Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, â ðåäóöèðîâàííîì óðàâíåíèè ìîãóò ïîÿâèòüñÿ äîïîëíèòåëü-
íûå ñèììåòðèè.

Äëÿ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè äîñòàòî÷-
íî 1-ïàðàìåòðè÷åñêîé ïîäãðóïïû ñèììåòðèé, ÷òîáû ðåäóöèðîâàòü
åãî ê îáûêíîâåííîìó óðàâíåíèþ. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå KdV (2.3),
ãðóïïà ñèììåòðèé êîòîðîãî áûëà âû÷èñëåíà â ïðèìåðå 18.
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Ïðèìåð 20. 1) Áåãóùèå âîëíû. Íàéäåì ðåøåíèÿ, èíâàðèàíò-
íûå îòíîñèòåëüíî ñèììåòðèè X = X2 + cX4 = ∂t+ c∂x. Î÷åâèäíî,
ýòî âåêòîðíîå ïîëå èìååò èíâàðèàíòû v = u è y = x− ct, òàê ÷òî
óðàâíåíèå äîïóñêàåò ðåäóêöèþ u(x, t) = v(x− ct). Íà ôóíêöèþ v
ïîëó÷àåì îáûêíîâåííîå óðàâíåíèå

v′′′ + 6vv′ + cv′ = 0,

êîòîðîå äîïóñêàåò äîñòàòî÷íî áîëüøóþ àëãåáðó ñèììåòðèé (êà-
êóþ?) è ïîýòîìó ëåãêî ðåøàåòñÿ. Èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì v′′+3v2+
cv + c1 = 0, çàòåì äîìíîæàåì íà v′ è âíîâü èíòåãðèðóåì:

(v′)2 + P (v) = 0; P (v) = 2v3 + cv2 + 2c1v + c2.

Òàêèì îáðàçîì, îáùèé âèä áåãóùåé âîëíû äëÿ óðàâíåíèÿ KdV
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè. Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé
ñëó÷àé, êîãäà ïîëèíîì P (v) èìååò êðàòíûé êîðåíü: ïóñòü

P (v) = 2(v − α)(v − β)2; α− β = γ; α + 2β = −c
2
.

Îáîçíà÷àÿ v = α− 1
2w

2, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

±2w′ = 4γ2 − w2,

êîòîðîå ëåãêî ðåøàåòñÿ: w = ∓2γ th(γ(y + ε)). Ñîîòâåòñòâóþùåå
ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ ñîëèòîíîì

u = −1

6
(c+ 4γ2) +

2γ2

ch2(γ(x− ct+ ε))
. (2.21)

2) Ãàëèëååâñêè-èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ. Ðàññìîòðèì êîìáèíàöèþ
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàëèëåÿ è ñäâèãà ïî t : X = X3+cX2 = 6t∂x−∂u+
c∂t. Â äàííîì ñëó÷àå èíâàðèàíòàìè ñëóæàò âåëè÷èíû v = u+at è
y = x− 3at2, ãäå a = 1/c, òàê ÷òî óðàâíåíèå äîïóñêàåò ðåäóêöèþ
u(x, t) = v(x − 3at2) − at. Íà ôóíêöèþ v ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
v′′′ + 6vv′ − a = 0, êîòîðîå ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü îäèí ðàç:

v′′ + 3v2 − ay + b = 0.
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Ýòî óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî òàê íàçûâàåìîìó ïåðâîìó óðàâíå-
íèþ Ïåíëåâå

w′′ = 6w2 + z,

êîòîðîå íå ðåøàåòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ (ìîæíî ïðîâå-
ðèòü, ÷òî îíî íå îáëàäàåò ñèììåòðèÿìè).

Ïðèìåð 21. Èíîãäà ïî èçâåñòíûì ñèììåòðèÿì óðàâíåíèÿ ìîæíî
ïîñòðîèòü è åãî îáùåå ðåøåíèå. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì
ìîäåëüíîå óðàâíåíèå ãàçîâîé äèíàìèêè � óðàâíåíèå Õîïôà

ut = uux.

Áóäåì çàïèñûâàòü ñèììåòðèè â ýâîëþöèîííîì âèäå. Ëåãêî ïðîâå-
ðèòü, ÷òî ëþáîå óðàâíåíèå âèäà ut1 = f(u)ux, ãäå f−ïðîèçâîëüíàÿ
äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðèåé óðàâíåíèÿ
Õîïôà. Êðîìå òîãî, èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ðàñòÿæåíèÿ íå-
çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ïðèâîäèò ê ñèììåòðèè ut2 = tut + xux.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñòàöèîíàðíóþ ÷àñòü ñèììåòðèè ∂t1 + ∂t2. Ïî-
ëó÷åííîå óðàâíåíèå (f(u)+tu+x)ux = 0, î÷åâèäíî, èìååò äâà òèïà
ðåøåíèé: u = const è f(u) + tu+x = 0. Ýòè ôîðìóëû äàþò îáùåå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Õîïôà, â ÷åì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ñðàâíèâ èõ ñ
îáùèì ðåøåíèåì F (u, tu + x) = 0, ïîëó÷åííûì ïî ñòàíäàðòíîìó
ìåòîäó õàðàêòåðèñòèê.

3. Âûñøèå ñèììåòðèè

3.1. Òåîðåìà Áýêëóíäà

Â çàêëþ÷åíèå íàøåãî çíàêîìñòâà ñ êëàññè÷åñêèì ãðóïïîâûì àíà-
ëèçîì çàäàäèìñÿ âîïðîñîì: à íåëüçÿ ëè îáîáùèòü ïîíÿòèå òî÷å÷-
íûõ è êîíòàêòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è òåì ñàìûì ââåñòè â èãðó
ñèììåòðèè áîëåå îáùåãî âèäà, ÷åì (1.24)? Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîò-
ðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé îäíîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé. Ñðàâíèâàÿ
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ôîðìóëû (1.2) è (1.8), ìîæíî ïðèéòè ê ïðåîáðàçîâàíèÿì âèäà

x̃ = P (x, u, u1, . . . , uk); ũ = Q(x, u, u1, . . . , uk);
ũ1 = Q1(x, u, u1, . . . , uk), . . . ; ũk = Qk(x, u, u1, . . . , uk),

(3.1)

ãäå ôóíêöèè P,Q,Q1, . . . , Qk ïîä÷èíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿì òèïà
(1.9). Òî÷íåå, îãðàíè÷åíèÿ íà ýòè ôóíêöèè âûâîäÿòñÿ èç �åñòå-
ñòâåííîãî� òðåáîâàíèÿ î ñîõðàíåíèè ñìûñëà îáîçíà÷åíèé uj êàê
ïðîèçâîäíûõ u ïî x, òî åñòü èç óñëîâèÿ ũj = djũ/dx̃j. Ïî íàó÷-
íîìó ýòî òðåáîâàíèå íàçûâàåòñÿ ñîõðàíåíèåì �êîíòàêòíîé ñòðóê-
òóðû� èëè �ðàñïðåäåëåíèÿ Êàðòàíà� â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ
x, u. Ðàñïðåäåëåíèå Êàðòàíà � ýòî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî C äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ñ áàçèñîì

dui − ui+1dx.

Çàìåíà (3.1) äîëæíà ïåðåâîäèòü C̃ â C, òî åñòü êàæäàÿ èç ôîðì
dũi−ũi+1dx̃ = dQi−Qi+1dP äîëæíà ïðåäñòàâëÿòüñÿ â âèäå ëèíåé-
íîé êîìáèíàöèè ôîðì èç C. Ïðåîáðàçîâàíèå (3.1), óäîâëåòâîðÿ-
þùåå ýòîìó óñëîâèþ, íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì
k-ãî ïîðÿäêà. Îêàçûâàåòñÿ, îäíàêî, ÷òî òàêîå îáîáùåíèå íè ê ÷å-
ìó íîâîìó íå ïðèâîäèò. Äîêàæåì ýòî äëÿ ñëó÷àÿ k = 2, òî åñòü
äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé âèäà

x̃ = P ; ũ = Q; ũ1 = Q1; ũ2 = Q2, (3.2)

ãäå âñå 4 ôóíêöèè çàâèñÿò îò ïåðåìåííûõ x, u, u1, u2.

Óòâåðæäåíèå 1. Ëþáîå íåâûðîæäåííîå êàñàòåëüíîå ïðåîáðàçî-
âàíèå âèäà (3.2) ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì êîíòàêòíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ âèäà (1.8).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äèôôåðåíöèðóÿ ïî x ðàâåíñòâà ũ(P ) = Q,
ũ1(P ) = Q1, ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèè P,Q,Q1, Q2 äîëæíû áûòü
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè (óïðàæíåíèå: âûâåäèòå èõ, ïîëüçóÿñü ïî-
íÿòèåì ðàñïðåäåëåíèÿ Êàðòàíà)

Q1Dx(P ) = Dx(Q); Q2Dx(P ) = Dx(Q
1)
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èëè, áîëåå ïîäðîáíî,

Q1Pu2 = Qu2; (3.3)

Q2Pu2 = Q1
u2

; (3.4)

Q1(Px + Puu1 + Pu1u2) = Qx +Quu1 +Qu1u2; (3.5)

Q2(Px + Puu1 + Pu1u2) = Q1
x +Q1

uu1 +Q1
u1
u2. (3.6)

Èç (3.3), (3.4) âèäèì, ÷òî åñëè õîòÿ áû îäíà èç ïðîèçâîäíûõ Pu2,
Qu2, Q

1
u2

òîæäåñòâåííî ðàâíà 0, òî è îáå äðóãèå òîæå; ïðè ýòîì
ìû ïîëó÷àåì, ÷òî (3.2) åñòü ïðîäîëæåíèå êîíòàêòíîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ.

Äîïóñòèì, ÷òî Pu2, Qu2, Q
1
u2
íå ðàâíû òîæäåñòâåííî íóëþ. Äèô-

ôåðåíöèðîâàíèå (3.3) ïî x äàåò

Qxu2 +Quu2u1 +Qu1u2u2 =

= (Q1
x +Q1

uu1 +Q1
u1
u2)Pu2 +Q1(Pxu2 + Puu2u1 + Pu1u2u2).

Çàìåíÿÿ ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè â ñèëó (3.6),(3.4), èìååì

(Qx +Quu1 +Qu1u2)u2 −Qu1 =

= Q1
u2

(Px + Puu1 + Pu1u2) +Q1(Px + Puu1 + Pu1u2)u2 −Q1Pu1.

Ñðàâíèâàÿ ñ ôîðìóëîé (3.5), ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

Qu1 = Q1Pu1. (3.7)

Ïåðåêðåñòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ñ (3.3) äàåò

Q1
u2
Pu1 = Q1

u1
Pu2, (3.8)

îòêóäà, ñ ó÷åòîì (3.4), èìååì

Q1
u1

= Q2Pu1.

Îïÿòü îñóùåñòâëÿÿ ïåðåêðåñòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå, íàõîäèì

Q2
u2
Pu1 = Q2

u1
Pu2. (3.9)
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Ñðàâíèâàÿ ôîðìóëû (3.3),(3.4),(3.7),(3.8) è (3.9), ïîëó÷àåì

Pu1
Pu2

=
Qu1

Qu2

=
Q1
u1

Q1
u2

=
Q2
u1

Q2
u2

,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.2) ðàâåí 0. Ïîëó-
÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ñèòóàöèÿ ñòàíîâèòñÿ åùå áåäíåå ïðè ïåðåõîäå îò ñêàëÿðíûõ
óðàâíåíèé ê ñèñòåìàì. Â îáùåì ñëó÷àå ñèñòåìû óðàâíåíèé â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ ïî m íåçàâèñèìûì ïåðåìåííûì x1, . . . , xm îò n
çàâèñèìûõ u1, . . . , un îïðåäåëåíèå êàñàòåëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ k-
ãî ïîðÿäêà ôîðìóëèðóåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, ñ òîé ëèøü
ðàçíèöåé, ÷òî òåïåðü ðàñïðåäåëåíèå Êàðòàíà íàòÿíóòî íà ôîðìû

dujσ − u
j
σ,1dx1 − . . .− ujσ,mdxm.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñìûñë òåðÿåò äàæå ïîíÿòèå êîí-
òàêòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Óáåäèìñÿ â ýòîì íà ïðîñòåéøåì ïðè-
ìåðå m = 1, n = 2. Îáîçíà÷èâ äëÿ êðàòêîñòè u1 = u, u2 = v,

ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå

x̃ = P ; ũ = Q; ṽ = R; ũ1 = Q1; ṽ1 = R1, (3.10)

ãäå âñå 5 ôóíêöèé çàâèñÿò îò ïåðåìåííûõ x, u, v, u1, v1.

Óòâåðæäåíèå 2. Ëþáîå íåâûðîæäåííîå êàñàòåëüíîå ïðåîáðàçî-
âàíèå âèäà (3.10) ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì òî÷å÷íîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, òî åñòü ôóíêöèè P,Q,R íå çàâèñÿò îò u1, v1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äèôôåðåíöèðóÿ ïî x ðàâåíñòâà ũ(P ) = Q,
ṽ(P ) = R, ïîëó÷àåì Q1Dx(P ) = Dx(Q), R1Dx(P ) = Dx(R), îòêó-
äà èìååì

Q1Pu1 = Qu1; Q1Pv1 = Qv1; (3.11)

R1Pu1 = Ru1; R1Pv1 = Rv1. (3.12)
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Ïåðåêðåñòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå äàåò

Q1
v1
Pu1 = Q1

u1
Pv1, R1

v1
Pu1 = R1

u1
Pv1. (3.13)

Èç (3.11) è (3.12) âèäèì, ÷òî Pu1, Qu1 è Ru1 îáðàùàþòñÿ â 0 îäíî-
âðåìåííî, òàê æå êàê è Pv1, Qv1, Rv1. Äîïóñòèì ñíà÷àëà, ÷òî õîòÿ
áû îäíà èç ýòèõ òðîåê, íàïðèìåð, ïåðâàÿ, íå ðàâíà òîæäåñòâåííî
íóëþ. Òîãäà èç (3.11) � (3.13) èìååì

Qv1 = Qu1

Pv1
Pu1

; Rv1 = Ru1

Pv1
Pu1

; Q1
v1

= Q1
u1

Pv1
Pu1

; R1
v1

= R1
u1

Pv1
Pu1

,

òî åñòü ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàâåí 0. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå-
÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Äîêàçàííûå óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ñëå-
äóþùåé îáùåé òåîðåìû. Äîêàçàòåëüñòâî òåõíè÷åñêè äîñòàòî÷íî
ñëîæíî, è ìû íå áóäåì åãî ïðèâîäèòü. (Èíôèíèòåçèìàëüíûé âà-
ðèàíò ñì. â [4].)

Òåîðåìà 11. (Áýêëóíä) Ïóñòü Φ åñòü íåâûðîæäåííîå êàñà-
òåëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå k-ãî ïîðÿäêà â ïðîñòðàíñòâå íåçàâèñè-
ìûõ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xm è çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ u1, . . . , un.
Òîãäà, åñëè n > 1, òî Φ åñòü ïðîäîëæåíèå òî÷å÷íîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, à åñëè n = 1 � êîíòàêòíîãî.

Êàê âèäèì, óâåëè÷åíèå ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, òî åñòü
ïåðåõîä îò îáûêíîâåííûõ óðàâíåíèé ê óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ, íå ñòîëü ãóáèòåëåí äëÿ êîíòàêòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé,
êàê ïåðåõîä îò ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ ê ñèñòåìå.

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè îò òðåáîâàíèÿ ñîõðàíåíèÿ êîíòàêòíîé ñòðóê-
òóðû îòêàçàòüñÿ, òî çàïàñ äîïóñòèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé, êîíå÷íî,
ìîæíî ðàñøèðèòü. Íàïðèìåð, ìû ìîæåì çàïèñàòü îáûêíîâåííîå
óðàâíåíèå (k+1)-ãî ïîðÿäêà uk+1 = F (x, u, . . . , uk) â âèäå ñèñòåìû

ux = u1, u1,x = u2, . . . , uk,x = F (x, u, . . . , uk) (3.14)
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è ðàññìîòðåòü ïðîèçâîëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå âèäà (3.1), âîñïðèíè-
ìàÿ åãî ïðîñòî êàê òî÷å÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ x, u, u1,
. . . , uk. Ðàçóìååòñÿ, äèàãîíàëüíàÿ ñòðóêòóðà ñèñòåìû (3.14) ïðè
ýòîì ïðåîáðàçîâàíèè, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçðóøèòñÿ. Êîíòàêòíûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî îíè ñîõðàíÿþò äèàãî-
íàëüíîñòü ñèñòåìû (3.14) äëÿ ëþáîãî óðàâíåíèÿ. Â òî æå âðåìÿ
äëÿ êàæäîãî îòäåëüíî âçÿòîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóþò ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, îáëàäàþùèå ýòèì ñâîéñòâîì, íî îòëè÷íûå îò êîíòàêòíûõ.
Òàêîâî, íàïðèìåð, ïðåîáðàçîâàíèå x̃ = x; ũ = Q; ũj = Dj

x(Q), ãäå
Q(x, u, u1, . . . , uk) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, à äèôôåðåíöèðîâà-
íèå ïðîèñõîäèò â ñèëó óðàâíåíèÿ, òî åñòü Dx = ∂x + u1∂u + . . . +
uk∂uk−1

+F∂uk. Ñðåäè òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîãóò âñòðåòèòüñÿ äà-
æå òàêèå, êîòîðûå íå ìåíÿþò óðàâíåíèå, òî åñòü ñâîåãî ðîäà ñèì-
ìåòðèè. Ïðèìåð: óðàâíåíèå uk+1 = u èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî
ïîòåíöèèðîâàíèÿ ũ = u1, êîòîðîå äëÿ óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îáðàòè-
ìûì ïðåîáðàçîâàíèåì (u = ũk). Îäíàêî äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ òàêèå òðþêè íå ïðîõîäÿò.

3.2. Âûñøèå ñèììåòðèè

Èç òåîðåìû Áýêëóíäà ñëåäóåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ãðóïï ïðåîá-
ðàçîâàíèé, îòëè÷íûõ îò êîíòàêòíûõ èëè òî÷å÷íûõ. Ýòî ïðåïÿò-
ñòâèå ìîæíî ïðåîäîëåâàòü ïî-ðàçíîìó. Ïóòü, íàìå÷åííûé â êîíöå
ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, çàêëþ÷àåòñÿ â îòêàçå îò òðåáîâàíèÿ êàñà-
òåëüíîñòè. Îòêàç îò îáðàòèìîñòè ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ ïðåîáðà-
çîâàíèé Áýêëóíäà (ñì. ïðèìåð â ðàçäåëå 4.3). Â ïîñëåäíåå âðåìÿ
íàèáîëåå øèðîêîå ðàçâèòèå ïîëó÷èë ïóòü, ïðåäëîæåííûé Ýììè
Í�åòåð (1918) è çàêëþ÷àþùèéñÿ â îòêàçå îò ïîíÿòèÿ ïðåîáðàçî-
âàíèÿ. Âûøå ìû óæå ìîãëè óáåäèòüñÿ, ÷òî ñ ñàìèìè ïðåîáðàçî-
âàíèÿìè âñå ðàâíî íåóäîáíî ðàáîòàòü, è íà ïðàêòèêå âìåñòî íèõ
âñåãäà ðàññìàòðèâàþò èíôèíèòåçèìàëüíûå îáðàçóþùèå, òî åñòü
ðàáîòàþò ñ àëãåáðîé Ëè âìåñòî ãðóïïû. Ïðè ýòîì, êàê âèäíî èç
ôîðìóëû (2.11), ïî ñóùåñòâó, äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ýâîëþöè-
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îííûå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

∇ω =
∑
σ
Dσ(ω)∂uσ . (3.15)

Îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ êëàññè÷åñêîé ñèììåòðèè ïðîèñõîäèò ïðè îò-
êàçå îò òðåáîâàíèÿ, ÷òîáû õàðàêòåðèñòèêà ω çàâèñåëà òîëüêî îò
x, u è ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Îïðåäåëåíèå 8. Âåêòîðíîå ïîëå (3.15) íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè-
åé k-ãî ïîðÿäêà óðàâíåíèÿ F = 0, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò îïðå-
äåëÿþùåìó óðàâíåíèþ ∇ω(F )|F=0 = 0 è ñòàðøèé ïîðÿäîê ïðîèç-
âîäíûõ, îò êîòîðûõ çàâèñèò ôóíêöèÿ ω, ðàâåí k. Ïðîñòðàíñòâî
âñåõ ñèììåòðèé ïîðÿäêà íå âûøå, ÷åì k, îáîçíà÷àåòñÿ Symk(F ).

Ìåíåå ôîðìàëüíî âûñøóþ ñèììåòðèþ ìîæíî îïðåäåëèòü êàê
ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå (äàëüíåéøåå îáîáùåíèå ìîæåò ñîñòîÿòü
â îòêàçå îò ýâîëþöèîííîñòè. . . )

uτ = ω, (3.16)

ñîâìåñòíîå ñ èñõîäíûì óðàâíåíèåì (ñð. ñ çàäà÷åé 6). Äåéñòâèòåëü-
íî, ∇ω åñòü äèôôåðåíöèðîâàíèå â ñèëó óðàâíåíèÿ (3.16). Âñïîìî-
ãàòåëüíàÿ íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ τ ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ãðóïïî-
âîãî ïàðàìåòðà a â êëàññè÷åñêèõ ñèììåòðèÿõ.

Âû÷èñëåíèå âûñøèõ ñèììåòðèé, ïî ñóùåñòâó, íè÷åì íå îòëè-
÷àåòñÿ îò âû÷èñëåíèÿ êëàññè÷åñêèõ. Åäèíñòâåííàÿ ñëîæíîñòü çà-
êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìû äîëæíû çàðàíåå çàôèêñèðîâàòü ïîðÿäîê
ïðîèçâîäíûõ, îò êîòîðûõ çàâèñèò ω.

Çàäà÷à 12. Íàéäèòå ñèììåòðèþ 5-ãî ïîðÿäêà äëÿ óðàâíåíèÿ KdV
(2.3).

Êàê ìû óâèäèì â äàëüíåéøåì, óðàâíåíèå KdV èìååò áåñêîíå÷-
íî ìíîãî ñèììåòðèé (âñå îíè íå÷åòíîãî ïîðÿäêà). Îäíàêî äîêàçà-
òåëüñòâî ýòîãî ôàêòà âåñüìà íåòðèâèàëüíî. Äëÿ ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé ñèòóàöèÿ çíà÷èòåëüíî ïðîùå. Ëþáîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ

57



ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè L0(u) = 0 èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî
ñèììåòðèé âèäà uτ = L(u).

Ïðèìåð 22. Óðàâíåíèå uxy = 0 äîïóñêàåò âûñøóþ ñèììåòðèþ
uτ = ω = Dn

x(u).Äåéñòâèòåëüíî,∇ω(uxy) = DxDy(ω) = Dn
x(uxy) =

0 â ñèëó óðàâíåíèÿ.

Ïðèìåð 23. Ðàññìîòðèì ïðîïîòåíöèèðîâàííîå óðàâíåíèå Áþð-
ãåðñà

vt = v2 + v21. (3.17)

Íåòðóäíî íàéòè åãî ñèììåòðèè 3-ãî è 4-ãî ïîðÿäêîâ:

vt3 = v3 + 3v1v2 + v31; vt4 = v4 + 4v1v3 + 3v22 + 6v21v2 + v41.

Âîçíèêàåò âîïðîñ, ñóùåñòâóþò ëè ñèììåòðèè áîëåå âûñîêèõ ïî-
ðÿäêîâ? Äëÿ óðàâíåíèÿ (3.17) îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ î÷åíü ïðî-
ñòî. Äåéñòâèòåëüíî, òî÷å÷íàÿ çàìåíà v = lnw ïåðåâîäèò åãî â
ëèíåéíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè wt = w2, êîòîðîå îáëàäàåò
âûñøèìè ñèììåòðèÿìè wtn = wn. Îáðàòíàÿ çàìåíà ïîêàçûâàåò,
÷òî äëÿ ëþáîãî n ñóùåñòâóåò ñèììåòðèÿ n-ãî ïîðÿäêà

vtn = e−vDn
x(ev) = Yn(v1, v2, . . . , vn).

Î÷åâèäíî, ýòè ñèììåòðèè ìîæíî íàõîäèòü ïî ðåêóððåíòíîé ôîð-
ìóëå

Yn+1 = L(Yn) = (Dx + v1)(Yn).

Îïåðàòîð L, îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì ïåðåâîäèòü ñèììåòðèè â ñèì-
ìåòðèè, íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì ðåêóðñèè. Â äàííîì ïðèìåðå ýòî
äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, íî, âîîáùå ãîâîðÿ, îí ìîæåò áûòü è
ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûì, òî åñòü ñîäåðæàòü âûðàæåíèÿ ñ D−1x .

Îáû÷íîå óðàâíåíèå Áþðãåðñà

ut = u2 + 2uu1 (3.18)

ïîëó÷àåòñÿ èç (3.17) ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ v1 = u. Îíî ñâÿ-
çàíî ñ óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè ïîäñòàíîâêîé Êîóëà-Õîïôà
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u = w1/w. Î÷åâèäíî, ñèììåòðèè (3.17) ïåðåõîäÿò ïðè äèôôåðåí-
öèðîâàíèè â ñèììåòðèè (3.18), íàïðèìåð

ut3 = u3 + 3uu2 + 3u21 + 3u2u1.

Ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ ïðèíèìàåò âèä

utn+1
= L(utn); L = Dx + u+ u1D

−1
x . (3.19)

Çàìå÷àíèå 3. Â êîìáèíàòîðèêå ïîëèíîìû Yn îò ïåðåìåííûõ vi
íàçûâàþòñÿ ïîëèíîìàìè Áåëëà. Èìååì

1 +
∞∑
1

Yn
λn

n!
= 1 +

∞∑
1

Dn
x(ev)

ev
λn

n!
= ev(x+λ)−v(x).

Ðàçëàãàÿ v(x+ λ) â ðÿä Òåéëîðà, ïîëó÷àåì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíê-
öèþ äëÿ Yn :

1 +
∞∑
1

Yn
λn

n!
= exp(

∞∑
1

vn
λn

n!
).

3.3. Èíòåãðèðóåìûå óðàâíåíèÿ

Íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ, êàê ïðàâèëî, íå èìåþò âûñøèõ ñèììåò-
ðèé, è ïîýòîìó ýòî ïîíÿòèå äîëãîå âðåìÿ íå íàõîäèëî ïðèëîæå-
íèé. Èíòåðåñ ê âûñøèì ñèììåòðèÿì ïîäñêî÷èë çà ïîñëåäíèå 30
ëåò â ñâÿçè ñ îòêðûòèåì î÷åíü âàæíîãî è èíòåðåñíîãî, õîòÿ è èñ-
êëþ÷èòåëüíîãî, êëàññà íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé � òàê íàçûâàåìûõ
ñîëèòîííûõ èëè èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé. Óðàâíåíèÿ Áþðãåð-
ñà è KdV, ðàññìîòðåííûå âûøå, ÿâëÿþòñÿ èíòåãðèðóåìûìè. Êðî-
ìå íèõ, õàðàêòåðíûìè ïðåäñòàâèòåëÿìè ýòîãî êëàññà ñëóæàò óæå
óïîìèíàâøååñÿ óðàâíåíèå KdV, íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèí-
ãåðà

−iut = uxx + 2|u|2u, u ∈ C,

óðàâíåíèå Ëàíäàó-Ëèôøèöà

ut = [u, uxx + Ju], u ∈ R3, 〈u, u〉 = 1, J = diag(J1, J2, J3),
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óðàâíåíèå ñèíóñ-Ãîðäîíà

uxy = sinu,

óðàâíåíèå Êàäîìöåâà-Ïåòâèàøâèëè

Dx(ut − 6uux + uxxx) = ±3uyy.

Êðîìå óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, â ýòîò êëàññ âõîäÿò è
óðàâíåíèÿ äðóãèõ òèïîâ. Íàïðèìåð, öåïî÷êà Âîëüòåððà

un,x = un(un+1 − un−1), n ∈ Z

è öåïî÷êà Òîäû

qn,xx = eqn+1−qn − eqn−qn−1, n ∈ Z

ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûìè óðàâíåíèÿìè. Ïî ñâî-
èì ñâîéñòâàì öåïî÷êè íàïîìèíàþò îäíîâðåìåííî è óðàâíåíèÿ â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, è ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ óðàâíåíèé. Åñòü
äàæå ÷èñòî ðàçíîñòíûå ïðèìåðû � òàê íàçûâàåìûå èíòåãðèðóå-
ìûå îòîáðàæåíèÿ. Íàïðèìåð, îäèí èç äèñêðåòíûõ àíàëîãîâ óðàâ-
íåíèÿ Ëàíäàó-Ëèôøèöà èìååò âèä

un+1 = 2
〈Jun, un−1〉
〈Jun, Jun〉

Jun − un−1,

ãäå, êàê è â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå, J = diag(J1, J2, J3), un ∈ R3,

〈un, un〉 = 1.

Çàäà÷à 13. Çàïðîãðàììèðóéòå óêàçàííîå îòîáðàæåíèå è ïîíà-
áëþäàéòå çà åãî èòåðàöèÿìè.

Âñåãî èçâåñòíî, äîëæíî áûòü, îêîëî òûñÿ÷è èíòåãðèðóåìûõ
óðàâíåíèé è ñîâðåìåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîñòîÿííî óâåëè÷èâàþò
ýòî ÷èñëî. Ðàçóìååòñÿ, óðàâíåíèÿ, ñâÿçàííûå êîíòàêòíûì ïðåîá-
ðàçîâàíèåì, íàïðèìåð óðàâíåíèÿ (2.2) è (2.3), ñ÷èòàþòñÿ çà îäíî.
Âïðî÷åì, ñïèñîê óðàâíåíèé ìîæíî çíà÷èòåëüíî óìåíüøèòü ïðè
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ïîìîùè äèôôåðåíöèàëüíûõ ïîäñòàíîâîê � íåîáðàòèìûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé, ïðîñòåéøèì ïðåäñòàâèòåëåì êîòîðûõ ñëóæèò ïîäñòà-
íîâêà Êîóëà-Õîïôà èç ïðèìåðà 23.

Íåêîòîðûå èç èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé áûëè èçâåñòíû î÷åíü
äàâíî. Íàïðèìåð, óðàâíåíèå KdV áûëî âûâåäåíî â 1895 ã. äëÿ
îïèñàíèÿ âîëí íà ìåëêîé âîäå. Ñàìà âîëíà âèäà (2.21) áûëà ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíî îòêðûòà åùå ðàíüøå, â 1834 ã. Íàáëþäàâøèé åå â
óçêîì êàíàëå Äæîí Ñêîòò Ðàññåë íàçâàë åå great solitary wave of
translation, îòêóäà ïîòîì è ïðîèçîøëî ñëîâî ñîëèòîí . Óðàâíåíèå
ñèíóñ-Ãîðäîíà òàêæå âîçíèêëî â ïðîøëîì âåêå èç äèôôåðåíöè-
àëüíîé ãåîìåòðèè, öåïî÷êà Âîëüòåððà áûëà ââåäåíà â 20-õ ãîäàõ.
Îäíàêî áîëüøèíñòâî çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ ýòèõ óðàâíåíèé îñòà-
âàëèñü íåèçâåñòíûìè äî ïîñëåäíåãî âðåìåíè. Íà÷àëîì ñîâðåìåí-
íîé ñîëèòîííîé íàóêè ïðèíÿòî ñ÷èòàòü 1967 ã., êîãäà óðàâíåíèå
KdV áûëî ïðîèíòåãðèðîâàíî ïðè ïîìîùè îáðàòíîé çàäà÷è ðàññå-
ÿíèÿ (ðàçâèòîé â 50-õ ãîäàõ â ðàìêàõ êâàíòîâîé ìåõàíèêè).

Õàðàêòåðíûìè ïðèçíàêàìè èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé ÿâëÿþò-
ñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà. Êàê ïðàâèëî, â òîì èëè èíîì âàðèàíòå
îíè åñòü ó êàæäîãî èíòåãðèðóåìîãî óðàâíåíèÿ.

1) Íàëè÷èå áåñêîíå÷íîìåðíîé àëãåáðû (èåðàðõèè) âûñøèõ ñèì-
ìåòðèé. Î÷åíü ÷àñòî ýòî ñâîéñòâî ïðèíèìàåòñÿ çà îïðåäåëåíèå èí-
òåãðèðóåìîãî óðàâíåíèÿ. Òàêîå îïðåäåëåíèå íàñòîëüêî ýôôåêòèâ-
íî, ÷òî ïîçâîëÿåò êëàññèôèöèðîâàòü èíòåãðèðóåìûå óðàâíåíèÿ è
îòâå÷àòü íà âîïðîñ, ÿâëÿåòñÿ ëè çàäàííîå óðàâíåíèå èíòåãðèðóå-
ìûì. Ýòîò âîïðîñ î÷åíü âàæåí, òàê êàê áëèçêèå ïî ôîðìå óðàâíå-
íèÿ ìîãóò îáëàäàòü ñîâåðøåííî ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè. Íàïðè-
ìåð, ñôåðè÷åñêîå óðàâíåíèå KdV ut = u3 + 6uu1 − u/t â îòëè÷èå
îò (2.2) íåèíòåãðèðóåìî. Â ðàçðàáîòêå ñèììåòðèéíîãî ïîäõîäà ê
èíòåãðèðóåìûì óðàâíåíèÿì ñëåäóåò îòìåòèòü çàñëóãè óôèìñêîé
øêîëû ïîä ðóêîâîäñòâîì Í.Õ. Èáðàãèìîâà è À.Á. Øàáàòà.

2) Áåñêîíå÷íàÿ ñåðèÿ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ. Ñâÿçè ìåæäó ñèì-
ìåòðèÿìè è çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ, òî åñòü ñîîòíîøåíèÿìè âèäà
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Div(p) = 0, âûïîëíÿþùèìèñÿ íà óðàâíåíèè, âåñüìà òåñíû è èìå-
þò ìíîæåñòâî ïðèëîæåíèé, íî ìû íå çàòðàãèâàåì çäåñü ýòó âàæ-
íóþ òåìó.

3) Áîãàòûé íàáîð òî÷íûõ ðåøåíèé. Ñîëèòîíîïîäîáíûìè ðåøå-
íèÿìè òèïà áåãóùåé âîëíû îáëàäàþò è î÷åíü ìíîãèå íåèíòåãðèðó-
åìûå óðàâíåíèÿ. Íàñòîÿùèå ñîëèòîíû îòëè÷àþòñÿ òåì, ÷òî ïîñëå
âçàèìîäåéñòâèÿ äðóã ñ äðóãîì îíè âîññòàíàâëèâàþò ñâîþ ôîðìó.
Ìíîãîñîëèòîííûìè ðåøåíèÿìè îáëàäàþò òîëüêî èíòåãðèðóåìûå
óðàâíåíèÿ.

Áîëåå ñïåöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè èëè, ñêîðåå, äàæå ìåõàíèçìà-
ìè, îáåñïå÷èâàþùèìè èíòåãðèðóåìîñòü, ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå:

4) Ïðåäñòàâëåíèå óðàâíåíèÿ â âèäå óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè âñïî-
ìîãàòåëüíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà èëè íó-
ëåâîé êðèâèçíû). Íàïðèìåð, ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî óðàâíåíèå KdV
(2.3) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì ñîâìåñòíîñòè óðàâíåíèé

ψxx = −(u+ λ)ψ; ψt = (2u− 4λ)ψx − uxψ

(ïåðâîå èç íèõ ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì ñòàöèîíàðíûì óðàâíåíèåì
Øðåäèíãåðà ñ ïîòåíöèàëîì −u, ÷òî è îáúÿñíÿåò óïîìèíàâøóþñÿ
âûøå ñâÿçü ñ êâàíòîâîé ìåõàíèêîé).

5) Îïåðàòîð ðåêóðñèè è ìàñòåð-ñèììåòðèè � ñïîñîáû ïîñòðî-
åíèÿ âûñøèõ ñèììåòðèé.

6) Áèãàìèëüòîíîâà ñòðóêòóðà � ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðà
ðåêóðñèè.

7) Àâòîïðåîáðàçîâàíèå Áýêëóíäà. Òàê íàçûâàåòñÿ íåîáðàòèìîå
â îáå ñòîðîíû ïðåîáðàçîâàíèå (îáû÷íî êîìïîçèöèÿ äâóõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ ïîäñòàíîâîê), ïåðåâîäÿùåå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ â ñåáÿ. Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêèõ ñèììåòðèé, ýòî
ïðåîáðàçîâàíèå íå ñîäåðæèò ãðóïïîâîãî ïàðàìåòðà, òî åñòü ïî
ñâîéñòâàì îíî áëèæå ê äèñêðåòíûì ñèììåòðèÿì. Íàèáîëåå èç-
âåñòíûì è ñòàðûì ïðèìåðîì (Áýêëóíä, 1882 ã.) ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðà-
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çîâàíèå
1

2
(ux + vx) = a sin

u− v
2

;
1

2
(uy − vy) =

1

a
sin

u+ v

2
.

Ïðîâåðüòå, ÷òî â ñèëó ýòèõ ñîîòíîøåíèé êàæäàÿ èç ïåðåìåííûõ
u è v óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ñèíóñ-Ãîðäîíà.

8) Ñâîéñòâî Ïåíëåâå. Èíòåãðèðóåìûå óðàâíåíèÿ îáëàäàþò çà-
ìå÷àòåëüíûìè ôîðìàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, à èõ ðå-
øåíèÿ îáëàäàþò çàìå÷àòåëüíûìè àíàëèòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, òà-
êèìè, êàê îòñóòñòâèå ïîäâèæíûõ ñóùåñòâåííî îñîáûõ òî÷åê â îá-
ùåì ðåøåíèè.

3.4. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ñîâìåñòèìûå ñ ñèììåòðèÿìè

Êàê ìû âèäåëè âûøå, ñèììåòðèè ïîçâîëÿþò ñòðîèòü ÷àñòíûå ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèÿ. Ïðè ýòîì èíòåãðèðóåìûå óðàâíåíèÿ âûäåëåíû
òåì, ÷òî äîïóñêàþò âåñüìà øèðîêèé êëàññ ÿâíûõ ðåøåíèé (ñî-
ëèòîííûõ è êîíå÷íîçîííûõ). Íî, êàê èçâåñòíî, èíîãäà â ïðèëî-
æåíèÿõ âàæíû ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå íåêîòîðûì äîïîëíè-
òåëüíûì óñëîâèÿì, íàïðèìåð, êðàåâûì óñëîâèÿì, çàäàííûì âäîëü
ïðÿìîé x = 0 íà ïëîñêîñòè x, t. Íà âîïðîñ î òîì, ìîæåò ëè ðåøå-
íèå, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî çàäàííîé ñèììåòðèè, óäîâëåòâî-
ðÿòü çàäàííîìó êðàåâîìó óñëîâèþ, äðóãèìè ñëîâàìè, ÿâëÿþòñÿ
ëè ñèììåòðèÿ è êðàåâîå óñëîâèå ñîâìåñòèìûìè äðóã ñ äðóãîì,
ìîæíî îòâåòèòü ýôôåêòèâíî, íå íàõîäÿ ñàìîãî ýòîãî ðåøåíèÿ ÿâ-
íî. Ñóùåñòâóþò êðàåâûå óñëîâèÿ, ñîâìåñòèìûå ñ áåñêîíå÷íîìåð-
íîé ïîäàëãåáðîé ñèììåòðèé. Ìû íàçûâàåì òàêèå êðàåâûå óñëîâèÿ
ñîâìåñòèìûìè ñ èíòåãðèðóåìîñòüþ.

Ðàññìîòðèì èíòåãðèðóåìîå óðàâíåíèå ýâîëþöèîííîãî òèïà

ut = f(u, u1, u2, . . . , un), (3.20)

ãäå u = u(x, t)−èñêîìàÿ ôóíêöèÿ, à íèæíèé èíäåêñ îáîçíà÷àåò
ïîðÿäîê ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî x: ui = ∂iu

∂xi . Ñîîòíîøåíèå âèäà

p(u, u1, u2, . . . , uk, t)|x=0 = 0, (3.21)
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íàëîæåííîå â òî÷êå x = 0, áóäåì íàçûâàòü ãðàíè÷íûì (êðàåâûì)
óñëîâèåì â òî÷êå x = 0. Çäåñü p = (p1, p2, . . . , ps) � s-ìåðíûé âåê-
òîð, s < n, òî åñòü ãðàíè÷íîå óñëîâèå ñîñòîèò èç s ñêàëÿðíûõ ðà-
âåíñòâ. Ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó (3.20), (3.21) (èíîãäà ïðîñòî ãðàíè÷íîå
óñëîâèå (3.21)) áóäåì íàçûâàòü ñîâìåñòèìîé ñ ñèììåòðèåé óðàâ-
íåíèÿ (3.20)

uτ = g(u, u1, . . . , um), (3.22)

åñëè äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà íà÷àëüíûõ äàííûõ óðàâíå-
íèÿ (3.20) è (3.22) èìåþò ñîâìåñòíîå ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå
ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (3.21). Ñòðîãî ãîâîðÿ, ìû èìååì â âèäó ñëå-
äóþùåå. Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ñîîòíîøåíèå (3.21) ïî ïåðåìåííîé
τ, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

k∑
i=0

∂p

∂ui
(ui)τ = 0, (3.23)

ãäå ïðîèçâîäíûå ïî τ ñëåäóåò çàìåíèòü â ñèëó óðàâíåíèÿ (3.22).

Îïðåäåëåíèå 9. Ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à (3.20), (3.21) íàçûâàåòñÿ
ñîâìåñòèìîé ñ ñèììåòðèåé (3.22), åñëè ñîîòíîøåíèå (3.23) âû-
ïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî â ñèëó (3.21) è åãî äèôôåðåíöèàëüíûõ
ñëåäñòâèé, ïîëó÷àþùèõñÿ ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ïî ïåðåìåí-
íîé t â ñèëó ñàìîãî óðàâíåíèÿ (3.20).

Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ñîîòíîøåíèå (3.21) èìååò ìåñòî ëèøü
â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå x = 0, òî åãî íåëüçÿ äèôôåðåíöèðîâàòü
ïî ïåðåìåííîé x!

Ïðèìåð 24. Ïîÿñíèì îïðåäåëåíèå íà ïðèìåðå ãðàíè÷íîãî óñëî-
âèÿ âèäà

u1 = f(u)|x=0 (3.24)

äëÿ óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà (3.18), ñîâìåñòèìîãî ñ åãî ñèììåòðèåé
÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà (ñì. ïðèìåð 23)

uτ = u4 + 4uu3 + 10u1u2 + 6u2u2 + 12uu21 + 4u3u1. (3.25)
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Ïðîäèôôåðåíöèðóåì (3.24) ïî t â ñèëó óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà è âû-
ðàçèì â ïîëó÷åííîì ñîîòíîøåíèè ïåðåìåííóþ u3 ÷åðåç u è u2:

u3 = f ′(u)(u2 + 2uf(u))− 2uu2 − 2f(u)2 = f1(u, u2).

Àíàëîãè÷íî, äèôôåðåíöèðîâàíèå ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïî t ïîç-
âîëÿåò èñêëþ÷èòü ïðîèçâîäíóþ ïÿòîãî ïîðÿäêà: u5 = f2(u, u2, u4).
Äèôôåðåíöèðóÿ çàòåì (3.24) ïî τ â ñèëó ñèììåòðèè (3.25), ïðè-
õîäèì ê ðàâåíñòâó u1,τ = fuG, ãäå ÷åðåç G îáîçíà÷åíà ïðàâàÿ
÷àñòü ñèììåòðèè (3.25). Èñêëþ÷èì òåïåðü ïðîèçâîäíûå ïî τ â
ñèëó (3.25), à ïåðåìåííûå u1, u3, u5 � â ñèëó (3.24) è åãî äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ ñëåäñòâèé. Ïîëó÷èâøååñÿ ðàâåíñòâî äîëæíî, ñî-
ãëàñíî îïðåäåëåíèþ, âûïîëíÿòüñÿ òîæäåñòâåííî ïî ïåðåìåííûì
u, u2, u4. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îíî èìååò âèä fuu = −2, òî åñòü
f = −u2+C1u+C2. Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî ýòî ãðàíè÷íîå óñëîâèå
ñîâìåñòèìî ñî âñåìè îäíîðîäíûìè ñèììåòðèÿìè ÷åòíîãî ïîðÿä-
êà óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà. Áîëåå òîãî, åñëè ãðàíè÷íîå óñëîâèå (3.24)
ñîâìåñòèìî õîòÿ áû ñ îäíîé âûñøåé ñèììåòðèåé, òî îíî èìååò âèä
u1 = −u2 + C1u+ C2.

Îïðåäåëåíèå 10. Ãðàíè÷íîå óñëîâèå (3.21) áóäåì íàçûâàòü ñîâ-
ìåñòèìûì ñî ñâîéñòâîì èíòåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèÿ (3.20), åñ-
ëè çàäà÷à (3.20), (3.21) ñîâìåñòèìà ñ ñèììåòðèåé óðàâíåíèÿ
(3.20) ñêîëü óãîäíî âûñîêîãî ïîðÿäêà.

Äëÿ ïîèñêà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ñîâìåñòèìûõ ñ ñèììåòðèÿìè,
óäîáíî ïåðåéòè ê íîâîìó íàáîðó äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, ñî-
ñòîÿùåìó èç âåêòîðà v = (u, u1, u2, . . . , un−1) è åãî ïðîèçâîäíûõ
ïî t: vt, vtt, . . . . ßñíî, ÷òî ïðîèçâîäíûå u âûñîêîãî ïîðÿäêà ïî ïå-
ðåìåííîé x, òî åñòü ui äëÿ i ≥ n, à òàêæå óæå èõ ïðîèçâîäíûå
ïî t ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç íîâûå äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå â ñè-
ëó óðàâíåíèÿ (3.20). Çäåñü n− ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ (3.20). Ïîýòîìó
êàê ñèììåòðèþ (3.22), òàê è ãðàíè÷íîå óñëîâèå (3.21) ìîæíî ïå-
ðåïèñàòü â òåðìèíàõ íîâûõ äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ:

vτ = G(v, vt, vtt, . . . , vtt...t); (3.26)
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p(v, vt, vtt, . . . , vtt...t, t) = 0. (3.27)

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì ýòîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ è èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü ïðè èññëåäîâàíèè ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé. Ôàêòè÷åñêè îíî ñëóæèò êðèòåðèåì ñîâìåñòèìî-
ñòè ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ñ ñèììåòðèåé.

Òåîðåìà 12. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à (3.20), (3.21)
áûëà ñîâìåñòèìà ñ ñèììåòðèåé (3.22), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñâÿçü (3.27) áûëà ñîãëàñîâàíà ñ äè-
íàìèêîé ïî τ â ñèëó ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.26), òî åñòü ÷òîáû
âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå

Dτ(p)|p=0 = 0. (3.28)

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìû âíîâü ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Áþðãåðñà
(3.18), êîòîðîå äîïóñêàåò îïåðàòîð ðåêóðñèè

L = Dx + u+ u1D
−1
x .

Ïðîñòåéøàÿ ñèììåòðèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ uτ = u1, ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ ñäâèãó ïî x, â íîâûõ äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ èìååò âèä

uτ = u1;
u1,τ = ut − 2uu1.

(3.29)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé íå äîïóñêàåò ñâÿ-
çåé âèäà p(u, u1) = 0. Äåéñòâèòåëüíî, äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî
p = 0 ïî τ, íàõîäèì

∂p

∂u
u1 +

∂p

∂u1
(ut − 2uu1) = 0,

îòêóäà â ñèëó íåçàâèñèìîñòè ïåðåìåííûõ ut è u1 ñëåäóåò, ÷òî

∂p

∂u1
=
∂p

∂u
= 0,

èíà÷å ãîâîðÿ, ôóíêöèÿ p òðèâèàëüíà p = const è íå îïðåäåëÿ-
åò íèêàêîé ñâÿçè ìåæäó ïåðåìåííûìè u, u1. Àíàëîãè÷íî ìîæíî
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óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîòîêè uτi = Li(ut) äëÿ íå÷åòíûõ i íå äîïóñêàþò
ñâÿçåé âèäà p(u, u1) = 0.

Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî ñèììåòðèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ÷åòíûì
i, äîïóñêàþò òàêèå ñâÿçè.

Òåîðåìà 13. Ãðàíè÷íîå óñëîâèå c(u1+u
2)+c1u+c2|x=0 = 0 ñîâìå-

ñòèìî ñ ëþáîé ñèììåòðèåé âèäà uτ = P (L2)(ut), ãäå P−ïîëèíîì
ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óðàâíåíèå ∂τσ = σ(u, u1, . . . um) áóäåò ñèì-
ìåòðèåé óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà (3.18) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
σ óäîâëåòâîðÿåò ëèíåàðèçîâàííîìó óðàâíåíèþ Áþðãåðñà, òî åñòü
óðàâíåíèþ, ïîëó÷åííîìó èç (3.18) âçÿòèåì ïðîèçâîäíîé Ôðåøå

∂tσ = (D2
x + 2uDx + 2u1)(σ). (3.30)

Â êà÷åñòâå íîâûõ äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ âûáåðåì u, u1, ut,

u1t, . . . . Äëÿ òîãî ÷òîáû ïåðåïèñàòü îïåðàòîð ðåêóðñèè â òåðìè-
íàõ íîâûõ äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, íåîáõîäèìî âûðàçèòü îïå-
ðàòîð D−1x ÷åðåç ∂t. Ñ ýòîé öåëüþ ïåðåïèøåì (3.30) â âèäå ∂tσ =
Dx(Dx + 2u)σ. Äîìíîæàÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ñëåâà íà (∂tDx)

−1, íà-
õîäèì èñêîìîå ïðåäñòàâëåíèå

D−1x = ∂−1t (Dx + 2u),

âûðàæàþùåå äåéñòâèå îïåðàòîðà ∂t íà ñèììåòðèÿõ óðàâíåíèÿ Áþð-
ãåðñà. Ïîýòîìó ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà uτi+1

= L(uτi) ïðèíèìàåò
âèä

uτi+1
= (u+ 2w∂−1t u)uτi + (1 + w∂−1t )wτi.

Äèôôåðåíöèðóÿ åãî ïî x è çàìåíÿÿ âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ â ñèëó
óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà wx = u2 = ut − 2uw, íàõîäèì

wτi+1
= [∂t + 2(ut − 2uw)∂−1t u]uτi + [−u+ (ut − 2uw)∂−1t ]wτi,

ãäå w = u1. Â ðåçóëüòàòå îïåðàòîð ðåêóðñèè çàïèñûâàåòñÿ â íîâûõ
ïåðåìåííûõ êàê ìàòðè÷íûé ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

R =

(
u+ 2w∂−1t u 1 + w∂−1t

∂t + 2(ut − 2uw)∂−1t u (ut − 2uw)∂−1t − u

)
. (3.31)
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Óäîáíî ñäåëàòü òî÷å÷íóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ w = h − u2 è ïðè-
âåñòè ýòîò îïåðàòîð ê áîëåå ïðîñòîìó âèäó

R =

(−u 1 + (h− u2)∂−1t
∂t ut∂

−1
t + u

)
. (3.32)

Êâàäðàò îïåðàòîðà ðåêóðñèè èìååò òðåóãîëüíóþ ìàòðè÷íóþ ñòðóê-
òóðó, à êîýôôèöèåíò ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè îïåðàòîðà ∂t ðàâåí åäè-
íèöå:

R2 =

(
∂t + h ut∂

−1
t

0 ∂t + h+ ht∂
−1
t

)
. (3.33)

Âîçüìåì ñèììåòðèþ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà uτ = L2(ut) :

uτ = uxxxx + 4uxxxu+ 10uxxux + 12u2xu+ 6uxxu
2 + 4uxu

3,

èëè â íîâûõ ïåðåìåííûõ(
u

h

)
τ

= R2
(
u

h

)
t

, (3.34)

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì ìíîãîïîëåâûì îáîáùåíèåì óðàâíå-
íèÿ Áþðãåðñà [20]

uτ = utt + 2hut;
hτ = htt + 2hht.

(3.35)

Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîå èç ðàâåíñòâ u = const, h = const ñîãëàñîâà-
íî ñ äèíàìèêîé ïî τ â ñèëó óðàâíåíèÿ (3.35). Ïîëàãàÿ, ÷òî ñâÿçü
p(u, h) = 0, îòëè÷íàÿ îò u = const, ñîâìåñòèìà ñ ñèñòåìîé óðàâ-
íåíèé (3.35), ðàçðåøèì åãî îòíîñèòåëüíî h, òî åñòü ïðåäñòàâèì â
âèäå h = f(u). Äèôôåðåíöèðóÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ïî τ,
íàéäåì hτ = fuuτ èëè, çàìåíÿÿ ïðîèçâîäíûå ïî τ â ñèëó ñèñòåìû
(3.35), ïîëó÷èì

fuuu
2
t + fuutt + 2ffuut = fu(utt + 2fut).

Îòñþäà ÿñíî, ÷òî fuu = 0. Èòàê, ëþáàÿ ñâÿçü âèäà p(u, h) = 0,
ñîâìåñòèìàÿ ñ ñèñòåìîé (3.35), èìååò âèä ëèáî u = const, ëèáî
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h = c1u + c2, òî åñòü ux = −u2 + c1u + c2. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî
ýòà ñâÿçü ñîâìåñòèìà ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì âûñøèõ ñèììåòðèé.

Èòàê, ãðàíè÷íîå óñëîâèå, ðàññìàòðèâàåìîå â òåîðåìå, ñîîòâåò-
ñòâóåò ñâÿçè ëèáî âèäà h = c1u + c2, ëèáî u = const . Åå ìîæíî
òàêæå ïåðåïèñàòü â îäíîé èç ñëåäóþùèõ ôîðì: h = const; u =
c3h+ c4. Ñäåëàåì ëèíåéíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ u = p− c3h− c4,
è òîãäà íàøà ñâÿçü ïðèìåò îäíó èç ôîðì: p = 0; h = const .
Ïîñòðîèì âûñøèå ñèììåòðèè óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà íà îñíîâå ðå-
êóððåíòíîé ôîðìóëû(

p
h

)
τn+1

=

(
∂t + h pt∂

−1
t

0 ∂t + h+ ht∂
−1
t

) (
p
h

)
τn

, (3.36)

ãäå τ0 = t. Îòñþäà ëåãêî ìîæíî ïîëó÷èòü ïî èíäóêöèè, ÷òî äëÿ
ëþáîãî n pτn|p=0 = 0, à òàêæå äëÿ ëþáîãî n hτn|h=const = 0. Èíà÷å
ãîâîðÿ, âñå ñèììåòðèè, îïðåäåëåííûå ôîðìóëîé (3.36), ñîâìåñòè-
ìû ñ íàøèì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì.

Çàìå÷àíèå 4. Ïðè íàëîæåíèè ñâÿçè h = c1u+c2 ñèñòåìà óðàâíå-
íèé (3.35) ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå Áþðãåðñà uτ = utt+2(c1u+c2)ut.

Óðàâíåíèå Áþðãåðñà äîïóñêàåò áîãàòóþ àëãåáðó êëàññè÷åñêèõ
ñèììåòðèé, ïîýòîìó êëàññ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ñîâìåñòèìûõ ñ ýòèì
óðàâíåíèåì, â äåéñòâèòåëüíîñòè øèðå ðàññìîòðåííîãî âûøå.

Çàäà÷à 14. Ïðîâåðèòü, ÷òî ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à

ut = uxxx + 6uux; uxx − cu2|x=0 = 0 (3.37)

äëÿ óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà-äå Ôðèçà ñîâìåñòíà ñ êëàññè÷åñêîé ñèì-
ìåòðèåé ýòîãî óðàâíåíèÿ, îòâå÷àþùåé ðàñòÿæåíèþ:

uτ = 3tut + xux + 2u.

Îòâåòû

1. u3 = 3
2u

2
2/u1 − f(u)u31.
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2. ũ2 = 1/u2; ũ3 = −u3/u32; ũ4 = (3u23 − u2u4)/u52, . . .
3. X0 = u1∂x + u21

2 ∂u; X
0 = α∂x + β∂u; X

0 = αx∂x + βu∂u.
11.

X1 X2 X3 X4 X5 X6 Xd

X1 0 −2X1 2X6 − 4X2 0 −2X4 0 Xa

X2 0 −2X3 X4 −X5 0 Xb

X3 0 2X5 0 0 Xdt

X4 0 X6 0 Xc

X5 0 0 Xdx

X6 0 −Xd

Xd 0

ãäå a = 4t2dt + 4txdx + (x2 + 2t)d; b = 2tdt + xdx; c = 2tdx + xd.
Ãðóïïîâûå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

X1 : t̃ = t
1−4at ; x̃ = x

1−4at ; ũ = u
√

1− 4at exp( −ax
2

1−4at);

X2 : t̃ = e2at; x̃ = eax; ũ = u;
X3 : t̃ = t+ a; x̃ = x; ũ = u;
X4 : t̃ = t; x̃ = x+ 2at; ũ = u exp(−ax− a2t);
X5 : t̃ = t; x̃ = x+ a; ũ = u;
X6 : t̃ = t; x̃ = x; ũ = eau;
Xd : t̃ = t; x̃ = x; ũ = u+ ad.
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